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XX.  —  Développement  de  la  Fonction  perturbatrice 
[120,  168,  173,  196,  206,  207,  209,  278]. 

Je  MIL'  Mii>  occiijic  ik'  la  lonctinn  jicrhirluilritt'  à  plu-.ieiirs  points  de  vue 
difl'érents. 

J'ai  daliord  clicrclié  la  valeur  aj)|irucliéee  des  coefficients  des  termes  de  rang 
très  éle\é.  M.  Flamme  a\ait  déjà  employi';  pour  cet  objet  la  niétliode  de 
M.  Darboux  sur  les  fonctions  de  très  grands  nombres.  Mais  comme  cette 
inélliode  sous  sa  forme  primitive  ne  s'appliquail  qu'aux  fonctions  d'une  seule 
\ar[aiile,  M.  Flamme  devait  donc  décoiuposci'  rlia(|ue  terme  eu  une  sounue  de 
prodmls,  où  eliacun  des  facteurs  ne  dépendait  (jiie  dune  seule  anomalie 
moyenne.  J'ai  préféré  considérer  direclemeni  la  fonction  comme  dépendant  des 
deux  anomalies  moyennes.  Des  procédés  analogues  sont  encore,  comme  je  Fai 
montré,  a})plicables  dans  ce  cas.  Seulement  ils  exigent  une  discussion;  jai 
donné  les  principes  qui  doivent  diriger  cette  discussion  et  j'en  ai  fait  l'appli- 
cation dans  un  cas  simple  [278]. 

On  peut  aussi  considérer  clnupje  rcjcl'ficii'nl  ((iiunie  foncliou  dt'>  excenlrl- 
II.  P.  —  VIII.  I 
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cilt'S  cl  (les  mclin;iis(iii.N.  cliidici'  Icn  diNcrs  moilcs  dv  Ji'\rl()|i|ii'iil(Mil  de  ces 
loiiclum»  cl  cliciclicr  le>  coiulilioiis  de  Iciii'  ('i)avcri;('iicc.  l-c>  cciiidil  huis 
auxquelles  j'arrive  [209]  soiil  rclalivi'iiu;iil  simples. 

Ou  peut  eiiliu  elierciier  sil  y  i>  des  relations  ciili-e  les  divers  coelliciciiis. 
.l'i'ii  ai  IroiiM'  un  ccilain  aoiuln'c  [  |!)0,  200,  207  |. 

Dans  loiiles  ces  l'i'clierolies,  je  ine  suis  sei'\  i  des  ludalLuiis  de  ces  cticdlicicnls 
avec  les  périodes  de  certaines  inlégrales  douilles. 

XXII.  —  Astronomie,  Questions  diverses 
[■.n,  43,  58.  93,  114,  152,  195,  202,  213,  217,  281]. 

Ou  a  \u  plus  liiMil  ipud  r("ile  |<iueul  eu  Aslroiiomie  les  st'i'ics  Irigono- 
mélriques. 

J'ai  donc  au  [)omiI  de  \  ue  de  ces  applicalions  éLé  amené  pour  coulribuer  à 
la  soluliim  de  cette  question  à  étudier  les  couditions  de  convert;ence  des  séries 
Irigonouieli'lques  [43,  93].  .l'ai  reconnu  ainsi  deu\  laits  priiu'ipaiix  : 

l"  Sj  uju'  pai'eille  séries  esl  ahsolifMienl  convert;eiilt'  pour  certaines  vaK'urs 
du  temps,  ell(!  l'esl  étei'ui'lleuu'Ul  ;  il  n'en  esl  |)lus  de  ui(''nie  (piand  la  conver- 
gence n'est  plus  absolue; 

2"  Une  inéuie  l'oiuMion  ne  pcuil  pas  éiri;  n^présentée  par  deuv  séries  différentes 
absolument  convergentes. 

.le  n  ai  pu  n'siindre,  de  laçon  à  me  mettre  à  l'abii  de  louie  (ilijeciiou,  la 
ipiestiou  de  la  convergence  des  s('ries  par! iciilières  de  M.  Lindstcîdt;  cepeudanl, 
l"ai  loni  lien  de  p(Miser  (pie  ces  séries  ue  convergeiil  pas  ahsoliimeul,  mais  que, 
en  ordcuiuaul  couvenalileiuent  les  lerines,  on  piMitles  l'cuidre  semi-convergentes. 
I.a  i:i)nvergence  poiirrail  alms  ne  subsister  qiic^  pendant  \>n  inlervalle  de  temps 
limité. 

()u  croit  d'ordinaire  iiii  nue  Icinclion  represeiilec^  par  nue  série  Ingono- 
infHriqne  absolument  convergente  ne  peni  < nutre  au  delà  île  loiile  limile.  (>  est 
niôrnc  celle  croyance  qui  serl  de  loiideiiienl  aii\  dr-moiisiral  ioiis  anciennes  de  la 
stabilité  du  syslème  solaire  cl  ipii.  depuis,  a  condiiil  les  aslronoines  à  taire  tant 
d'(;florls  pour  laire  reiilriT  le  leiups  sdiis  les  signes  sinus  e|  cosinus.  (  ,eltC 
croyance  est  erronée  ;  j  ai  mon  ire  131  .  '.)3  1  (  pi  nui'  pare  il  h.'  lonelion  devienl  aussi 
grande  que  Idu  mmiI  si  la  coinei^ence  ii'esl  pas  iiiiiloinie.  Mais  il  \  a  deux 
manières  de  cioitre  au  delà  île  toule  liiiiih'  :  nue  louclion  peut   ^    lendre   vers 
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I  iiilijji  i.  Il  iiiTixc  iilii)>  ijii  l'jli'  liiiil  |)iir  ilcpas^er  mir  (jiiiiiililé  quelconque,  si 
j;i':iii(l('  (|u  elle  soil,  pour  re-'li'i'  eiisuilc  cciushi  luiurul  su|iérieure  à  eelte  quantité, 
l  ue  lonclion  peut  encore  suhir  une  inlinilé  d'oscillalions  successives,  de  façon 
(pie  l'ainplilude  des  oscillalions  croisse  indéfiniinenl.  J'ai  montré  [58]  que  les 
deux  cas  peuvent  se  présenter,  en  ce  ipii  C(uicerne  la  soniiue  d'une  série  pure- 
nii'iil  Iriiiiiiiiiinélnque.  Kn  résumé,  (piand  iiumiu'  du  aii-iverail  à  l'eprésculcr  !(>> 
ciKU-dounées  des  astres  i)ar  des  séracs  I  ri  i;i  un  (métriques  ci)n\erj;enles,  lui  u  iiiii-aii 
pas  déiuonlré  la  stabilile  du  système  solaire. 

.l'ai  ensuite  [202]  étudié  des  procédés  destinés  à  augmenter  la  convergence 
de  certaines  séries  trigonométriques  dont  divers  astronomes,  et  en  particiiliei- 
M.  Gyldén.  a^aient  fait  usage  dans  les  quadratures  mécaniques. 

.1(1  re\  ii'iidriii  ])lus  loin  sur  Ir  travail  (pic  jai  cfuisacré  aux  marées  11951  cl 
(pu  inicresse  également  rAsIronomie. 

I.e  calcul  des  pertiirliatKuis  des  cnmclcs  |)ar  les  cpiadralures  mécaniques 
devient  particulièrement  pénil>le  quand  la  comète  passe  très  près  de  l'astre 
Iroulilant  parce  qu'à  ce  momenl  la  dislancc  des  deux  corps  varie  très  rapide- 
meiil.  J'ai  indiqué  [213]  commeni  un  emploi  judicieux  des  intégrales  elliptiques 
pouvait  faciliter  ce  calcul. 

.Fai  piildié  aussi  un  ailicle  |217|  sur  le  i("ilc  des  observations  du  |ii'iiiliilc  en 
géodésie  et  j'ai  montré  commeni  les  seules  observations  pendulaires,  si  elles 
étaient  parlailes  cl  complètes,  pnurraienl  siil'fîre  pour  déleiinlucr  la  roriiie  de 
la  Terre. 

Enfin  dans  la  Préface  que  j'ai  écrite  pour  les  leçons  de  Tisserand  siii-  la 
détermination  des  Orliites,  j'ai  comparé  les  diverses  méthodes  en  usage  et  j'ai 
montré  (ju'une  orbite  parabolique  |)iuirrail  se  déterminer  à  l'aide  de  trois 
observations  ijaelconqiies,  par  des  formules  où  n'entrent  que  des  fonctions 
rationnelles. 


PREMIÈRE  PARTIE.  —  FONCTION  PERTURBATRICE 
ET  PÉRIODES  DES  INTÉGRA[,ES  DOUBLES. 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ 

DE    I.A 

FONCTION  PERTURBATRICE 


Conipli's  rendus  rie  /'Arariéinie  des  Scienees,  t.  Ili?,  p.  2G9-27!  (a  février  1S91). 


Il  arrive  souvent  que,  les  moyens  in(iu\emenls  étant  presque  commensurables. 
certains  termes  de  la  fonrtion  perturhalrire  acquièrent,  malgré  leur  ranj; 
élev('.  une  iiii|i()rlanee  eonsidéralfle  par  sullc  <Ie  la  présence  de  petits  di\iseurs. 
Il  peut  être  nécessaire  de  les  calculer  sans  connaître  les  lertues  qui  pri'cèdenl  : 
mais  le  pliiN  ^(luxcnl  on  11  a  lirsoiu  (|iii'  il  nui'  \ali'ur  approcliec.  parce  ([u  il 
ne  s"aj;ll  (|iii'  ilc  ri^connaître  si  ces  teruies  sont  négligeables. 

Le  calcul  lie  cr>  \aleurs  a|)procli('es  a  d('jà,  à  plusieurs  reprises.  occu|ir' 
les  géomèircs  ;  Ir  incillcui  cl  le  jilus  ci)ni|ilel  do  travaux  publiés  dans  ccl 
ordre  d'idée  csl  une  1  liésc  de  M.  Ilaiiiiiii'.  oii  cet  astronome  prenti  pour 
poiul  de  depai'l  la  melliode  de  M.  l)arliou\  Mir  les  tonclion-'  de  liés  grande 
uoiuliies. 

.l'ai  cru  de\oii' rexcuir  sur  celle  ipiesl  uni  |iiuiila  raison  sui\anle  :  M.  Flamme 
commence  par  développei-,  par  les  procédés  ordinaires,  la  fonction  perturba- 
trice en  une  somme  de  teiines  dont   chacun  est  le  pi'oduit  de  deux  facleiirs,  le 


Iode 
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prouiior  ilépoiiilaiil  suulonient  de  la  longitude  de  i;i  |ireiiiière  planèle,  el  le 
second  de  la  loni;itude  de  la  seconde  planète.  G'e>l  a  ces  deux  facteurs  qu'il 
applique  la  nu'lliode  do  M.  Darboux.  J'ai  pensé  (|u'il  pouvait  \  a\(>ir  intiTtM 
éviter  ce  dé\eki|ipenieut  preluninaire  el  à  app]ii|ucr  dli-ertenieni  cetle  niell 
il  la  toneliiui  perlurlialirce  elle-iuénie. 

Mais  pour  cela  il  faut  rendic  la  niélliode  de  M.  Darboux  applicable  aux 
fonctions  de  deux  \ariables,  ce  cpii  peiil  se  faire  sans  rien  changer  aux  princi|)es 
snr  lesquels  elle  est  fondée. 

\  oici  comment  j'ai  opéré.  Soient  /  el  /'  les  deux  anouiaiies  moyennes,  (/  et 
II'  les  deux  anomalies  excentriques,  R  la  fonction  perturijalrice  à  développer. 

Soii 

ic  me  piopose  de  calculer  la  valeur  approchée  de  A„i  m,  en  supposant 

où  /i  est    un   enliei'   très   gland,    u.  /j,  c,  d  des   enliers   Unis,   (t  el   <■  |iremieis 
entre  eux. 

Par  exemple,  pour  la  grande  inégalité  de  Pallas,  on  prendra 

«  =  2,  /.>  =  I,  C=  —  1,  c/ =  o.  «  =  H. 


d'où 

l'osons  maintenaiil 


Soit  (U'  pluN 


//il  =  17.         m-2  =  H. 


1 

,J  \j—  1  —  /<•  ,,/'  /—  1  - 

_./ 
F(3,  /)  =  H/'"/-'"-i5    '^ 


<1)(3)=  -4^    /  !<■(--,  t),lt. 


l'intégrale    étant    piise,    en    regar'danl    z    comme    une    cnnslante.     le    long    du 
cercle  |  / 1  =r  1 ,  il  viendra 

'I>(z)  =  ^.'Vmim,  3"  (//'i  =  "/'  -H  b,   //!»=  Cn  -t-  d). 

Aous  n  avrjns  donc  plus  a  iludii'i-  qn  une  Idruiion  fl'une  seule  variable 
à  laquelle  la  méthode  de  M.  Darboux  est  directement  applicable.  On  sait 
que  tout  dépend  de  la  valeur  et  de  la  nature  des  points  singuliers  de  4»(2V 
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Or,  pour  trouver  les  points  singuliers  de  4*(2),  il  suffit  d'exprimer  que  z  a 
une  valeur  telle  que  deux  des  points  singuliers  de  F(^,  t)  considérée  comme 
fonction  de  t  viennent  à  se  confondre.  Toutes  les  valeurs  de  z  ainsi  obtenues 
ne  conviennent  pas  à  la  question  et  une  discussion  est  nécessaire. 

On  trouve  ainsi  que  les  points  singuliers  de  ^{z)  sont  de  deux  sortes. 

Nous  avons  d'ahord  les  quatie  points 

X  ^  -     cm      -  >  >■  =  X      (lU       ,  ) 

en  appelant  sin  cp  et  sin  cp'  les  excentricités,  et  posant 

.x  =  t8^      ^  =  tgt; 


z  étant,  d'autre  part,  défini  en  fonction  de  x  et  de  y  par  la  relation 


=  X"  e    -     \''    '^  J  Y"  e    -     V  r    ^  ). 


Nous  avons  en  second  lieu  les  points  définis  de  la  manière  suivante  :  Soit  A 
le  carré  de  la  distance  des  deux  planètes;  nous  aurons  les  valeurs  de  ^  tirées 
des  équations 

(2)  A  =  -^  =  o; 

or  ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

(3)  P  =  o,        Q  =  o, 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  entiers  en  x  et  y\  le  premier  du  6"  ordre,  le 
second  du  7';  quant  à  z,  il  est  toujours  défini  en  fonction  de  x  el  y  par  la 
relation  (i). 

Si  l'on  élimine  y  entre  les  deux  équations  (3),  on  est  amené  à  une  équation 
algébrique  en  x  du  24°  degré. 

Ce  degré  élevé  crée  une  première  difficulté.  Heureusement  on  pourra  se 
contenter  dans  le  calcul  des  racines  de  celle  équalion  d'une  grossière  approxi- 
mation, et  la  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  facilitera  ce  calcid. 

Si  l'on  regarde  les  excentricités  el  les  inclinaisons  comme  des  infiniment 
petits,  le  degré  s'abaisse  à  la;  il  est  donc  encore  très  élevé;  mais  il  s'abaisse 
beaucoup  si  l'inclinaison  est  nulle,  de  sorte  qu'on  peut  entrevoir  qu'en  combi- 
nant les  résultats  obtenus  par  cette  méthode  dans  le  cas  d'une  inclirfaison 
nulle,    avec    les    considérations    développées    par  M.   Tisserand  dans  le  Cha- 


8  DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE. 

iiili'c    \\\lll    iliÈ     rdiiic   1    lie    --.1     Miciiniijur   <-i-lrslr.    dii    |)(iiirni    arrixrr  m    un 

procède  réellonuMil  [)riilii|ii<'. 

Supposons  (Iciiir  rincliiiiiisdii  luillr:  si  les  rxcciiliicllés  sont  l'mips,  r('i|iiiil  ion 
>"mIi;i1ssc  nu  (lUiil  ricuir  di'Uir:  si  les  ilciix  rxccull'iriti's  soni  lirs  prlilrs  cl  ilc 
uii''liir  iiidrc,  dii  nii'iiic  si  I  une  il  elles  seiileriii'iil  es|  1res  pelile,  elle  siihaisse 
nu  Iroisièuie  degré;  si  enliu  les  deux  enceiiliuiles  sdiiI  liés  peliles  d'une 
luanitTO  abs(dne  el  lune  lies  |iellle  |inr  inp|)(irl  n  l'nulro,  tdie  s'abaisse  nu 
deuxième  degi-e. 

l  ne  seronde  ditticuilé  provieul  de  la  néressih'  d'iine  discussion  pour  recon- 
uailre  quel  esl  de  ces  5>8  points  singuliers  celui  (jui  répond  à  la  question.  J'ai 
fait  cette  discussion  dans  quelques  cas  pariicnhers  s'écartant  peu  de  ceux  qui 
peuvent  èlre  réalisés  en  Astronomie  et  j'ai  truiivé  que  c'était  \\\\  des  a^  points 
définis  par  les  eqiiatiiins  (ij)  qu'il  fallait  prendre. 

Soit  donc  ;„  le  point  singulier  qui  C(jii\ienl  à  la  question;  et  soieiil  /„,  x„.  r„ 
les  >aleurs  correspondantes  de  /,  de  x  el  de  r.  Si  ce  point  j„  esl  vn\  de  ceux 
qui  satisfont  aux  ('quations  (a)  et  (3),  la  valeur  approchée  de  A„nm2  *ci"f* 

(4)  -7-^C'---'=--^, 

à  In  Ce  nul  II  uni .  hien  entend  n,   (i  ne  ilnus  — ; —  lui   rem  ii  In  ce   ;  el  /  iinr  :;..  el  /,|  ;  (jii 

'  tit-  '  ^ 

bien  encore  x  el  v  par  x„  et  )„  si  l'on  préfère  expiiiiier  — p;  en  lonclion  de  ces 
deux  variables  (  cein  esl  d'ailleurs  de  beaucoup  prél'éraljle,  car  —r—  est  une 
fonction  rationnelle  de  x  et  de  r|- 

On  trouverait  une  expression  nnnli)gue  dnns  le  cas  où  le  poiul  singulier 
Cf)nvenable  semil  un  des  rpialre  piuiils  de  In  ])reinière  sorte. 

I^a  nièiue  nielhuile  Idurnirnit  sans  peine  des  expressKUis  plus  a|)procliees 
ipie  ICxpression  l/\).  «u'i  l'erreur  esl   de  rorilre  de 


Il  \  a  benuconp  à  faire  |ioiir  lacililer  el  rendre  r(''ellemenl  pralupie  la  r(''so- 
liiliiiii  de  ICqii.il  nui  algé'briqiie  n  laquelle  (in  est  ciuidiiil  el  la  disiussnin  (|ni 
iliiil  Minre.  ,1e  nai  Inil.  dans  le  Mt'inoire  (jiii  si^ra  liienhM  pnblii'.  (pie  poser 
le.s  principes  sur  lesipiels  celle  disciissi(ni  doil  repnser  el  je  ne  les  ni  applnpies 
que  dans  (piebincs  cas  jiarl  niiliers  ;  mais  il  me  semble  (pie  I  impdllance  (In 
sii|el   ile\iail   Icnler  les  c II erclie 1 1  is   cl    les   engager  n    i(iiiipleler    les  resiillnls  (pu.' 
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j'ai  ohlcniis.  El,  en  eilel,  ju  ii  ai  abordé  ce  liavail  que  dans  un  Iml   1res  sjx'cial 
et.  je  me  suis  arrêté  dès  qu'il  a  été  alteinl. 

Dans  le  ciinivs  dr  ces  l'crliiTches,   |'ai  ('li'  ronduil   à   la   i'('niar(|iii'  snivanlc   : 
Sdicnl    ;■  ri    /'    les    deux   ra\ons   \  itIcim-..    II    I  aiij;li'    qu'ils    lonl    cnli'r    ru\  : 
la  fonrlion  pcrlurlialrH-c  de  la  preunén'  |dauélc  sera 

1  7- cos  H 


cl  celle  ili-  la  seciinile 


La  difFérence  sera 


j_      /'.os  II 

v/Â         '■■' 


/•  cos;  n        ;•'  cos  H 


^  .  r  cos  II        /•  cos  II  .  ,  ,      ,    . 

Un  sait  que r; —  et —  ne  conliennenl  pas  île  leriues  seciilaiies  piopre- 

eiii  dils  l'i  (|u  (111  |ii'ul  écrire,  par  exemple. 

/•cos  H      v*  »  cos,       ,  „ ^ 

r  ■!  ^U        '    -  sin 

/■'  cos  II 


■V  i>  cos  ,  ,, , 

^  ■  sur 


^^,11, m.  Cl-  B„,|,„.j  soni  nuls  pour  //(i  ^  y//.,  =:  n  ;  mais  si  les  inovens  mniuenienls 
sont  coniinensuraldes,  si  par  e\ein|)le 

(  j  )  //(  ]  /(  -+-  1112  n'  =  o, 

l'expression  mil -^  m.,l'  dexieul  ludcpendaule  du  lerups  cl  le  lei-ini'  corres- 
piuidanl  ilexieiil  ii<-iith'nlcllriiirnl  si'-i'ii lui rr . 

J  ai  lenianpie  que  si  l'on  donne  aux  j;rands  axes  des  \aleiirs  lelles  ([lie  la 
relation  (5)  ail  lieu,  A,„_„,.  devient  éfçal  à  B„,^,„..  de  sorte  (pie  la  différence  D, 
rpii  ne  conlieiil  (le|ii  pas  de  lenues  séculaires  propreineul  dils,  n(>  peiil  pas 
Conlenii'  n.ui  plus  de  Icruies  accideulelleiiicul   scciila  lies. 

f,a  \  cnlical  nui  csl   I  ii's  lacile. 


H.  P.  -  VIII. 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT 

Dli    l,A 

FONCTION  PERTURBATRICE 


Bulletin  (islroïKiiniiiitc,  l.  14,  p.  !^f\i.;)-f\''ifi  (Aée.e\nhtt  181)7). 


.le  inù  propose  ircludicr  le-,  prcjprii'li's  du  (li-Ncloppoiiit'ul  ilc  l:i  purLic  princi- 
pale (le  la  l'oïKlioii  peilurlialrice  dans  le  cas  où  les  excentricilés  sont  nulles  et 
les  inclinaisons  notai)les. 

Soient  a  et  d'  les  rayons  des  deux  orbites,  qui  d'après  notre  hypothèse  sont 
toutes  deux  circulaires;  soient  l  et  /'  les  longitudes  des  deux  astres;  soit  enfin  J 
l'inclinaison  mutuelle  des  plans  des  deux  orliites. 

Nous  compterons  les  longitudes  /  et  /'  à  partii-  de  la  ligue  des  nœuds.  Dans 
ces  conditions,  le  eari(i  de  la  dislance  des  deux  astres  a  pour  expression 

a-  -T-  a-  --  2  aa\cos  /  cos  l' -h  siiilsii\l'  cos.l). 
Si  nous  poson> 

d'où 

,  X  -h  X-'  ,,  )    -h   l~' 

cos  l  =  )  cos  /  =  ■ ; 

.            x  —  x~'                   .      .)■— J-' 
.sm  l  =  —=z-  >  ."in  /  =  — —  • 
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Celte  expression  devieiulra 

a--t-  a'2 [(^  -*-  ''^~')(.^'  -*- J~')  —  cosJ(;r  —  .i—i  )(_)•  —  .1— ')], 

cette  expression  cjue  j'appellerai  désormais  F(x.  y)  est  un  polynôme  entier  en 

T  I 

X,  -)  Y,  -• 
X   •      r 

Considérons  un  polynôme  enlier  en  x,  -.  y,  -  ddiif   Ions  les  termes  smil 

évidemment  de  In  forme 

où  (/  et  h  sont  des  entiers  positifs  (m  négatifs. 

Je  conviendrai  de  dire  cpie  ce  polynôme  est  de  degré  m  si,  dans  tous  ses 
termes,  chacun  des  exposants  a  e(  b  est  au  plus  égal  à  m  en  valeur  absolue. 

C'est  dans  ce  sens  qu'il  faudra  entendre  désormais,  sauf  avis  contraire,  le 
mol  polynôme  de  degré  m. 

A  ce  compte,  F(a;,  y')  est  un  polynôme  de  degré  i. 

Il  est  clair  d'abord  que  ^i  P  est  un  polynôme  de  degré  //(,  il  en  sera  dv 
môme  de 

d.v  ■    dy 

On  voit  aisémeni  ensuite  qii  un  piil)uome  de  degré  m  l'oiilient  (a/zt-f-iV- 
coefficients  arbitraires;  donc  tous  les  polynômes  de  degré  ru  peuvent  s'expri- 
mer linéairement  à  l'aide  de  (2 m  +  '  )'  d'entre  eux. 

Mais  on  doit  remarquer  que  F(a7,  y^  présente  une  double  symétrie  : 

1"   Il  ne  change  pas  quand  on  permute  x  et  y: 

p,"  Il  ne  chansie  pas  nuaiid  on  change  x  en  —  et  )■  en 

Un  polynôme  de  degré  m  qui  présente  cette  double  symétrie  ne  contient 
plus  que  (m-|-  1)-  coefficients  arbitraires. 

En  ell'et,  \iii-  de  ses  coefficients  sont  égaux  4  'i  4!  4'"^  sont  égaux  2  à  2; 
le  terme  tout  connu  seul  ne  doit  être  égal  à  aucun  autre  coefficient. 

Il  y  a  donc 

— 1 h  I  =  (  /?i  -(-  I  )- 

coefficients  distincts. 

Un  polynôme  de  degré  i  contient  donc  9  coefficients  arbitraires;  et  4  seule- 
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iiu'ul  il'i'iilic  ru\  --(ml  dlsliiirls  si  Ir  poU  nome  iircscnlc  la  diMiblr  sxiiiclnc 
de  F. 

Mais  F  ne  dt^pend  ipic  de  liois  cIi'menK  a,  a'  el  ,1  :  il  ^  a  doue  enlre  les 
'(  eoetlieienls  de  V  une  reliilnni  i|iji  ne  |(iiierii  d'nillciii-.  aiieiin  lùli'  diiiis 
laiialysi'  ijiii  \a  -.mx  rc 

Il  s'agit  de  de\(d()|)per  la  partie  principale  di'  la  loncliun  perlurbalrice  qui 

csl  é^ale  à  ^  siiivaiil  les  eosiniis  el  les  sinus  îles  nmlliples  des  deux  longitudes 
/  el  /'  (ui.  ce  qui  re\  ienl  au  nii^uie,  suivanl  les  puissances  d(; 

D'après  la  lurmule  de  Fourier,  le  coefficient  de 

où  2  et  5  sont  di's  entiers  [)osilits  ou  n('galits,  sera  représente''  pai'  1  inl('i;rai(^ 
douille 

I.  iulci;raliou,  tant  par  ia|)porl  à  /  rpu'  par  rapjiorl  à  /'.  d(Ul  s'idleclucr  enlre 
li'^  liiniles  o  el  it:. 

Expi'iiucc  à  I  aide  drs  \arial)les 

x  =  <■'»-',         _;)-  =  e'V-^, 
celte  égaliit'  devient 

(O  —7--..   //  a:-«/-P ;=, 

et  elle  doit  l'Irc  prise  le  loui;  d  un  (lu'inin  iinaj^inaire,  les  \arial)les  x  el  y 
décrivant  <  liaeiine  dans  leur  plan  le  cerele  de  rayon  1,  de  façon  ([iie 

1^1  =  1,        |r|=i. 

Nous  sonilues  ainsi  eondiiils  à  ('ludier  Tinh'^rale  doulde  (ij  lui,  plus  jj;enei-a- 
liiiienl .  l'inlé'jrale  doulile 

ilxdyV' 


j>rise  le  long  des  deux  cercles  |a;|  =  i,  1/1  =  '- 

I.es    nfunlires    -j.  et   5   sont   des  entiers  positifs  ou   ii(''|;alils   et    .v   est    la    irnulie 
d  un  entier  impair  négatif. 

Ix's  intégrales  A(a,  (3,  .v)  sont  des  fonctions  transcendantes  des  coefdcients 


DÉVELOPPEMENT    DE    LA    FONCTION    PERTURBATRICE.  l3 

(lu  |)(il\  uiiiiu'  !•  cl.  [lar  ((lUsL'tluciil .  ilc-^  ilciix  i;i';iii(ls  axes  a  t'I  d'  OL  lie  lincli- 
iiaison  J. 

Mais,  coiiiim!  iiiMi>  ;ill(iiiN  11'  \iiir.  li>Mlr>  ces  Iraiix'cinlaulcs  ne  m)1iI  [lii^ 
ilislincles  cl  il  \  a  eiilre  elles  îles  rclalious  île  récurrence  (juc  iiou>  allons 
éliidiei'. 

.le  eoininenee  par  ()ljser\cr  (|u  a  cause  île  la  symélrle  rlii  jHil\niinie  I',   tiu  a 

i-')  k(x,  ?,  .V)  =  A(p,  a,  s)  =  A(-  =<.  -  [i,  s)  =  \(-  >,  -  a,  s). 

('iiiisiilt'rdus  mainicnani  une  intei;r'ale  ilt^  la  tuiMiie 


Jl"'- 


on  H  l'sl  un  pohnunir  île  ile;.;r(''  //;.  au  sens  iluiiné  plie-  liaul  â  le  iiiul. 
I^es  ilnris  leiuies  ilr  H  snnl  ilr  la  lornie 

on  les  exposanis  y.  el  3  soni  au  jilus  i'i;au\  a  //(  eu  \aleur  absolue. 

L'intégrale  elle-inénie  est  donc  une  coinhinaison  linéaire  des  Iranscendantes 

A(a,  j3,  s),  on 

ISi  Ion  denioalre  tni  une  pareille   inlégrale  est  nulle,    on  aura    une  ridalion 
linéaire  entre  ces  transcendantes. 

Voici  coininenl  on  [)eut  obtenir  de  seinblahles  relations. 

Soit  P  un  polynôme  quelconque  en  x,  y,  -  et  -;  envisageons  l'iulégrale 


jru'-^y""-' 


|e  ilis  (pic  celle  intégrale  c^l   nulle.    Si,   en  ellet,    nous    inlegriuis  d  abortl    par 
rapport  à  ./■.  l'intégrale  indéfinie  est 

pp.,  M 

> 

y 

cl  eoinine  celte  expression  reprend  la  même  \alcur  quand  la  variable  .r  a  décrit 
le  cercle  |a;|  ;=  i  tout  entier,  l'intégrale  di'finie  est  nulle. 
Pour  la  même  raison,  l'inléirrale 


/l(2^)"-'.' 
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OÙ  (^  l'^t  im  |)ol>iuiiiH'  (|ii('kiiii(nic.  t'sl  mille  égiiicniL'iil .  Si  (loiic  dii  w 

.cr  dx  \      r     /       'h  \      .r      / 

nu.  l'o  (liii  i'('\  n'iil  ;i  11  inr'inc. 


nu  nui  M 


I" 


¥<•  ,l.e  ,h 


P.nrini  lc>  reliUinii>  ilc  \\\  Iniiiic  (  'j  ),  uniis  (lislini;iu'roiis  (telles  qui  soiil  syiur- 
tri/jues;  iiuus  appollernus  mIum  celles  où  le  polynôme  H  préscnlera  la  même 
double  syinélrie  ipie  le  pnlvunnic  F. 

I^es  reliillinis  iinii  >\  iiK'li-Kpies  ne  imus  ii|ipreii(li'(Mil  neu  de  plus  que  les 
relations  svméliiipie^.  De  Inule  relaliiui  iinii  s\  iiiélri<|ue,  il  est  en  etlet  aisé  de 
ili'(luire  une  lelalioii  s\  met  rlque. 

i.a  rehitinii 

.//  .;-i- 

entraine  eu  ellel  la  sunanle  : 

J'^.4n<.,,.)-^H(,>W.-H(i,i).M(i,l]=o         • 

(|ui  est  s_y  métrique. 

Les  deux  équations,  si  l'on  tient  emiipii'  des  égalités  (2),  conduisent  d'ailleurs 
aux  mômes  relaiicuis  iiiuîaires  entre  les  transcendantes  A(a,  |3,  s). 

Il  sulTiia  d(uie  d'i'tudiei-  les  relations  symétriques. 

Vous  devons  donc  reciHuciier  quels  sont  les  polynômes  H  qui  peuvenl  se 
mettre  sous  la  forme;  (3). 

Parmi  les  expressions  de  la  l'orme  (3),  nous  dislinguenuis  encore  eidles  (|ue 
nous  appellerons  symiitiiques. 

Nous  fliroijs  (prune  expression  (3)  est  symélriipie  m  IOu  n 


(5)  l'(.^,.))  =  "-l*(^ 


el 

ni;  i^œ,  y j  =  l'C.r,  ./:i. 
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De  celle  déliiiilinii  il  icmiIu-  que,  si  un  pulynoine  H  est  égal  à  une  expres- 
sion (3)  symétrique,  ee  [julynonie  sera  lui-niénie  symétrique. 
Si  les  polynômes  P  el  Q  sont  tle  degré  [j,  11  en  sera  de  même  de 

dx  dx 

el  l'expression  (3)  sera  an  plu-  de  degré  /' +  i  ;  je  dis  au  plus  |iaicc  (pi'il 
pourrait  y  avoir  des  réduclious. 

Cela  posé,  nous  avons  \\\  qu'il  y  a  (^//i+i)-  polynômes  H  symétriques  de 
degré  m,  linéairement  indépendants. 

D'aulre  pari,  nous  devons  nous  demander  combien  il  y  a  d'expressions  (^3) 
symétriques  et  linéairement  indépeiulanles  qui  sont  égales  à  un  polynôme  de 
degré  in  au  plus. 

Pour  que  l'expression  (3)  soit  égah'  à  un  polynôme  d'ordre  m  au  plus,  il 
sultit  que  P  et  Q  soient  d'ordre  m  —  i  au  plus. 

D'autres  e.Kpressions  (3)  où  les  polynômes  P  el  Q  seraient  de  degré  supciicur 

à  m  —  I.  pourraienl  par  suile  de  réducliou,  être  égales  à   un  polynôme  d'ordi'e 

•    ni  ou  d'ordre   inlérieur.   Mais  nous  les  laisserons  de  côté;  on  peut  d'ailleurs 

deuiontrer  que  ces  expressions  ne  nous  conduiraient  à  aucune  relation  nouvelle. 

.Nous  devons  donc  nous  demander  combien  il  y  a  d'expressions  (3)  symé- 
Iricjues  et  linéairement  indépendantes  oii  les  degrés  de  P  et  Q  ne  dépassent  pas 
m  —  I . 

Combien  y  a-t-il  de  polynômes  P  d'ordre  //;  —  i  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (5)  et  linéairement  indépendants  ? 

Un  polynôme  de  degré  m  —  i  contient 

coefficients  ;  mais  en  veriu  de  la  relation  (5j  un  de  ces  coefficients  est  nul, 
celui  du  terme  tout  connu  el  les  autres  sont  égaux  deux  à  deux;  le  polynôme 
contient  donc 

(2/«  — l/—  I  ,  , 
■ =  •).  in  (  //(.  —  I  ) 

coetficients  arbitraires. 

Tl  y  a  donc  imi^ni  —  i  )  polynômes  P  indépendants  de  degré  [m  —  i)  satis- 
t'alsant  à  la  relation  (j). 

A  chacun  de  ces  polynômes,  correspondra  un  polynôme  Q  défini  par  l'équa- 
tion (6)  et,  par  conséquent,  une  expression  (3). 
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Il  \  M  (loue  ■jnnin  —  i)  i'\|)rt'.-<j>M)ii.s  (,^)  s)  iii('lri(|n('s  il  (lù  les  |)(il\  miiiics  I' 
l'I  (J  >ciiil  ilr  (lei^ré  ni —  i  et  liiicairi'inriil  iiiili'|HMi(laiil^. 

Si  liinlr>  ii's  e\|>r<'sM(iiis  cUiiciil  ilisl  lucli's,  il  \   :nii;iil  m'uIciiiciiI 

(  «(  +  I  r-  —  1 III  { III  —  1  ) 
|i(i|\  iinincs  II  lim'airciiiciil   iiKli'priiihiiiN  ri    luin  siis(('|il  ililcs  (['(''Iim'  mis   siiiis  \\\ 

l()?MIU'  (  .1  I. 

Nous  suiuiiirs  donc  coiuliiils  ;i  huhn  |himt  la  i|ur>l  [ciii  mi  i\  aille  :  ces  ilimii  -  i  l 
f\[in'ssi(m>  -.ont-pllos  distinclcs?  )*iiiir  i[ir(llcs  \v  muciiI,  il  faudrait  qu'on  ne 
iii'il  I  riiiiviT  aiiciiiu'  iilciililc  de  la  toiiiii' 


un.  ir  (lui  rc\iciil  au  iiiriiir.  aiicuiii^  idi'iililc  de  la  Imiiir 

S'il  \  Il  ji  idenlilcs  de  relie  forme  lliiénireineiil  iii<lé/iendanles.  il  y  mira 


III  jiliii 


( m  +  i)'-  —  a  m  {m  —  \)  +  p 


/lo/y/ionies  il  liitéuireincnl  indépendunls  el  iiun  susceptibles  dèlre  mis  sous 
lu  forme  (  '■^) 

(  .iirrilinii-,  dune  lo  i(dal  iiiiis  de  la  ioriiii'  (j). 
(jellu  relation  signifie  qne 


QF^ 


nî^_r'F^+'^ 


f.>l  une  dillerenliidlc  e.vacle;  je  1  ujjpelleiai 

./(SF-'-i-2) 

el .  /'e  me  propose  de  iji'iiioiil  rer  ijiie  S  e.sl  un  jiolyiiome  d  oidre  m  -      i. 

Uej;arilons,  en  eliel,  un  in.slaal    )    cuiuiue   uni'  ((inslanle;  nous  aiinui'- ai(U'> 

sf^..=/q,...'^. 

l/inlcgrale  du   m'CuiiiI  niembro  fvsl   une  inlei;iale  clJilïlKjue. 
l'ijiir  iiilri)diiire  les  tcineliuiis  ellijil  i(|iies.  jiosiiiis 

U-^F 


*  = 


•[cosJ(.r-.|->)  — 0-hj-')J 
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Alors  4»  est  un  polynôme  du  troisième  degré  en  x  et  le  coefficient  de  x-'  est 
égal  à  4- 

Adoptant  les  notations  de  Weierslrass  (qu'Halphen  a  aussi  employées  dans 
son  Ouvrage),  je  poserai 

<ï>  =  ^x{x  —  62 —  ei){x  —  «3-1-  fil), 
e)  +  e2-*- «3=  o,        p{u>i)  =  ei, 
.V  =p(u)~e,,         i/^=p'(u). 

11  est  clair  que  t'i,  c^,  e^  sont  fonctions  de  y;  il  vient  alors 
La  fonction  sous  le  signe    / 

X 

est  lune  fonction  doublement  périodique  de  (/.  tjetle   fonction  est  paire,  elle 
admet  quatre  pôles,  à  savoir 

o  comme  inliiii  d'ordre   2«i -H  2s -1- 1, 

(o ,  .1  1  m  -{-  1  s  -\-  i , 

0J2  »  —  3  —  2.V, 

(On  »  —  3  —  2  s. 

Observons  que,  2s  étant  impair.  tiiii>  les  iioiidires  sont  pairs. 

D'ailleurs,  si  s  est  plus  granti  (pie  —  -■>  les  deux  derniers  nombres  sont  néga- 
tifs, de  sorte  que  w^  et  co^,  au  heu  d'être  dos  infinis,  s(nit  des  zéros. 

Décomposons  cette  fonetiun  doublement  périodique  en  éléments  simples  ; 
la  décomposition  sera  de  la  forme 

A  +  B„C(iO+SBii;'("— w;)-t-SCH. 

Les  coefficients  A,  B  et  C  sont  des  constantes  par  rapport  à  x  et  ne  déj)eiideiil 
que  de  y;  je  désigne  j)ar  H  une  dérivée  d'ordre  (pieleoiKpie  de  lune  des 
fonctions 

Remarquons  que,  la  fonction  étant  paire,  H  ne  pourra  être  quune  dérivée 
d'ordre  impair;  c'est  pour  la  même  raison  que  le  développement  ne  contient 
pas  de  terme  dépendant  des  fonctions  Ç  elles-mêmes,  mais  seulement  des  termes 
provenant  de  leurs  dérivées. 

H.  p.  —  VIII.  3 
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lui    llUc^lMlll    mHIN   IrulIMM'Olls 

si'<  '•!=  A;/-t-  i!„;(/o  +  iiî/ii,''  -  (•>,)-(-  :;<;ir+  n, 

cm  II    l'-l   iiiir  1 1  (Ml  \  rc  ildidic  |i;ili'  îles  loiicl  iiiiis  ^  cl  dm  I  )  est   nui'  Imiclioii  de.  y 

MMlllMlH'Ill  . 

Quanil  II  iiiij;iiiciih'  de  :!'ii|,  crlli'  i'\|iicsmc)|i  nii^iiiciilc  de 

t}/|  =  ■.(  A  (II,  -t-  ■>r\,  S  U, 
OÙ 

11}=  n„-h  H,  t  i!-.-4- 11.1. 

Oi'  lui'^iiu',  c|ii;iiiil  //  iiiii;iii('iilc  (le    '.'.i.j,  cclli'  i'\|)i'i'ssi(iii  .ni^iiiciilc  de 

ij>s  =  i»  A  (0.J  -I-  -j.  rj.j  1  li. 

Il  csl   cliiir  i|iic'    \,   ilî,   Ml,  y)i,   M.j,  rj.j  .'^lMll   lics  Idiicliims   de    )•,    niiil^   je  dis 
(|iti\  ']/!  cl  'j/.j  lie  |Mii\ciil  di'pciidrc  de  r. 

1mi  cIVoI,   (|iiMiid    //   ;iiii;iiiciilc    de    l'.ii    cm    de    nr.i.j,   SI'''-'  ;iiiL;ineiil('    de   ij/,    cm 

(le  4''j  '"• 

-/Sl''<''- 


,      I     "''Il  1     '''']'■;     M    ■ 

■iii;:iiieiile  ilc   -,  -  cm  de   — i— •   Miiis 

,/SF'<2  ri'' 


cl  c'sl.   par  ('i>i|sec|iieiil .   inie  Iciiiclicm   jieiicid  icjne  de'  Il  ',  cm  a  clmic. 

ce  (lui  niiiiilrc  riuc  i|(i  cl,  <|/.j  soiil  di",  ciiiislaiilcs ^ 

(^r  il  V  a  deux  valeur'^  reinaii|iialdc".  de"  r.  à  savoir 

pcmi    liNijiiillc'-.  le  |icil\  iKiiiie  *!>  cnI  cIi\  isiide  par  ,<■',  pcmr  Icstiuclles,    [lar  cousO- 

cpieiil .  on  a 

'•i  =  «!• 

Si    noiis    lai>.cms    décrire   à    la    xarialde    r    un    ccuiloui-   lerine    aiilimr   de    celle 
\alciir  rcinari|iial)lc,  C-j  dccril   un  c milour  lerme  aiilonr  cle  ,•,. 
Dune  (Oi,  oig,  Y]|,  r).j  se  cliuii^cnl  en 

3tO|-h3(iJi,     — -^(i)!  — w,,     3ti, -H.!T)j,     — -M],  —  1)5  ; 

A  cl  1  n  ne  (  lianucn!  lias. 
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iJoiic  ij/i  (,'l  '\/'j  se  changent  en 

Mais  ']/|  el,  '|.j  (jui  sonL  d(!s  constantes  nr  iliii\ciit  pas  changer,  on  a  donc 

4-1=       3'{/, -h '/'^j, 


<IV 


D'autre  |)arl ,  il  y  a  deux  siilciiis  icMi;iri|ii;dili -,  <lr  )-  |i(iiii'  li'sqiirlles  l'équa- 
(jiialion  4>  —  o  a  nue  rarmc  douhlr.  |i(iipi  le>(|uelli's,  |i.ii'  i(ijis(M|ueiil,  ^■i^=  e,.,. 
Quand  y  tournera  autoui-  de  l'iinr  de  ics  (h'iix  valeurs  reiuarquaijles,  les  deux 
racines  e^  el  «a  s'échangeront;  '.)|,  'd-^,  /,i  el  r,^  se  changeront  en 

'"1,     W2— <"),     •'"11,     'iî— fii; 

piir  iiiiiscinKwit,  .j>i  et  '.J/.j  se  changeroiil  in 


jn  a  d 


on  a  donc 


\=^z-ifu 


?l  =  o 
el,  par  conséquent, 

4*2  =  o. 

Ces  deux  équations  peiivi;nt  s'(';crire 

A  (1)]  -+-  ri(  2;  15  =  o, 
A  i'>«  -I-  Y12  S  fJ  =  o 
(!t  l'on  en  tire 

A  =  ÏB  =  0. 

Ces  deux  (■(jualidu^  w>\\-^  :i  jiprcinniil  que  Si' '  '  -  esl  niu-  lunctioii  douljlement 
périodique  di;  u. 

(jClle  fonclioji  est  niq)iiiic  et  iidiuri  iiii  |ilii>  (lualir  puics,  à  savoir: 

o  d'ordre  2/W-4-2.Î, 
cij]         »         im  +  -is, 

OH  n  —  4  —  2  *, 

0)3  »  — 4 — 2S. 

i)'autr(!  pari ,  \-'-*-''  esl   une  liiurliou  dnulili'iuciil  jx'iMidifiuc  impaire  qui  a  ri  me  I 
o  (,'t  '.i|  coiMUic  j)(ili's  d'ordi'e  ai -f-  4,  '''2  et  (»:,  comme  zéros  d'ordre  25  +4. 
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Diuic  S  mt;i   uiu'  liURliuu  (IciuUlcuiciil  jrtuxIihuc  |i;iiri'  [xiiir  laijiu'Uo 

o  sera  un  pôle  d'ordre  (mii  -i-  -is)  —  (ai  -+-  .^)  =  2  {m  —  2), 
(O,  »  ('J/Zi  -I-2S)  — (2i -4- 4)  =  2(m  —  2), 

tl)l  »  —  4  —  2S -i- (2S -h  i)  =  o, 

tOa  »  —  4  —  2i-l-(2«  -I-  4)  =  o- 

Alors  S  élanl  une  l'onclion  pi'ri()di(|ii(>  jtaire  de  u  est  une  i'oncliun  raliun- 
nelle  de  .r:   coimiie   elle    ne  de\ieiil   iiilinie  c|iie  poiir  11  =0  cl   pour  (/  =  0)1, 

,.  .  .  I 

t  esl-à-dire  iiour  ./' ^=  00  el  pour  j:;  =  n.  ee  sera  un  poniuniie  cnlier  en  .rel-; 

ol  enlin.  comme  ses  deux  infinis  sont  d'uriire  2{m  —  2)  par  rappoii  à  //,  ce 
polvnoine  sera  d'ordre  m  —  2. 

Ainsi  S.  considérée  ctmime  lonriiou  de  J\   esl  nu  jiolynonu'  il'ordre  m  —  a 

en  j^  el  -  ;  pour  la   inèuie  l'aison,   eonsidcree  eomiiM'  loue!  ion  de  J',  ce  sei'a  un 
polynôme  d'ordre  m  —  2  en  y  el  -• 

Nous  conclurons  donc  (juc  S,  considérée  comme  fonction  de  x  el  de  y,  est. 
un  polynôme  d ordre  m  —  2.  cm  sens  donné  [dus  liant  il  ce  mot. 

c.    Q.    F.    D. 

Mais  l'expression 

jouil  dune  douille  syniélne  : 

I  "  ()uaiul  (Ui  permule  X  el  y,  F  iw  (  liange  pas,  (^  se  cliange  en  l*  el  l'expres- 
sion cliange  de  signe; 

2"  Quand  on  change  x  el  j  en     el-j  F  ne  change  pas,  P  el  Q  changenl  de 

X         y 

signc!,  —  et  —  changent  de  signe  el  l'expression  ne  change  pas. 
X        y 

l.e  poKnome  S  jouil  donc  des  propriétés  suivantes  : 

1   S(j-,  x)    =  — S(a;,  r). 

<"  |s(l,l)=    s,.,^, 

II  j  auia  doue  anlanl  ilr  lelalions  de  la  l'orme   (  r)  (ju'il  y  a  de   polynômes  S 
d'ordre  m —  2  salisfaisani  aux  équations  (8). 

Un  polynôme  d'ordre  //*  ■ — 2  conlienl 

(  2  /«  —  3  )- 
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coefficients;  mais,  parmi  ces  coefficients,  (2»i — 4)"  *f*n'  égaux  quatre  à 
quatre  en  valeiu-  nl)solue;  ce  sont  ceux  des  termes  en 

où  l'exposant  a  n'est  égal  ni  à  |3,  ni  à  — ■^. 

Il  y  en  a  9.  m  —  ,5  qui  sont  nuls  :  ce  sont  ceux  où  a  est  égal  à  (3;  il  en  est  de 
même  des  2.in  —  4  coefficients  où  a  est  égal  à  —  (3. 

Il  y  a  donc  en  Imil 

(  T  «i  —  4  r^ 

; =  (  /»  —  2  )- 

4 

polynômes  S  linéairement  indépendants;  c'est  aussi  le  noudne  des  l'elations  (71. 
de  sorte  ^\\\(' 

p  =(m  —  2)2. 
Il  y  a  (lotir:  au  plus 

(  «i  -t-  I  )-  —  :>  m  {m  —  l)  -k-(  in  —  2  )-  =  5 

polynômes  II  linénircineiil  indrjicitihints  entre  eux  et  de  eeux  (jui  sont 
susceptibles  d'être  mis  sous  hi  forme  (^j)  ;  ce  nombre  :").  et  c'f-<l  là  le  poini 
essentiel,  est  indépendant  de  m  et  de  «. 

Les  polynômes  P  et  Q  étant  arbitraires  el  assujettis  seulcnicnl  aux  conditions 
(5)  et  (6),  nous  pouvons  regarder  leurs  coeffiicients  ciiumic  des  constantes 
donn('es. 

Les  coefficients  de  l'expression  (.3)  seront  (Iduc  des  fonctions  linc-aires  des 
coefficients  de  F  et,  par  consi'qucnl.  des  polynômes  entiers  |iar  rappiul  aux 
doux  grands  axes  a  et  11'  et  à  cosJ. 

Notre  expression  (3)  sera  donc  de  la  ronnc  sui^ante  : 

où  les  C  sont  des  l'on<li(ins  rationnrllcs  de  a,  a'  et  à  cosJ. 

Nous  avons  vu  qu'à  chaque  expression  (.V)  corresp(uid  une  relation  de  In 
forme  (4)-  Cette  relaticm  s'écrira 

(C  s  Ca;-«j-?  ^  dx  dy  =  o, 
ce  qui  donne 

(9)  SCA(a,  (3,  0  =  0. 

11  y  a  donc  entre  les  A  (a,  (3,  s),  qui  sont  des  fondions  transcendantes  de  a, 
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a'  Cl  COS.),  une  infinité  de  rclalions  linéaires  donl  k's  coeificicnls  sonl  des 
fonctions  ralionnoilos  de  ces  mêmes  éléments. 

Nous  ne  considérerons  pas  q  transcendantes  A  («,  [3,  s)  comme  distinctes, 
si  ces  q  transcendantes  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme  (9). 

Considérons  alors  les  transcendantes 

A(a,  [î,  s), 

où  i'  a  une  \aleui-  dt'lerminée  el  où  a  el  (3  sont  au  plus  égauv  à  m  eu  valeur 
absolue. 

Ces  transcendantes  à  cause  des  relations  (2)  sont  au  nombre  de  (m  +  i  )- 
correspondant  aux  (m  +  i)-  pohn(uues  II  de  degré  w,  symétriques  et  linéaire- 
ment indépendants. 

Mais  parmi  ces  (m  -+- 1  )'-  transcendantes,  combien  y  en  aura-t-il  qui  soient 
distinctes?  D'après  ce  qui  précède,  il  y  en  aura  précisément  autant  que  de 
polynômes  H  linéairement  indépendants  entre  eux  et  de  ceux  qu'on  peut  mettre 
sous  la  forme  (3),  c'est-à-dire  cinq. 

Parmi  nos  (ni  +  i  )'-  transcendâmes,  il  y  en  aura  au  plus  cinq  qui  seront 
distinctes,  et  cela  quels  que  soient  m  et  s. 

Comme  le  nombre  m  peut  être  pris  aussi  grand  cpie  l'on  veut,  nous  pouvons 
encore  énoncer  le  lésultat  couiuic  il  suil  : 

Parmi  les  transcendantes  K{a.,  [3,  s)<'n  >iombre  in  fini  qui  correspondent  à 
une  valeur  thuntée  de  s,  il  y  en  a  au  plus  cinij  tpii  seront  distinctes. 


Maintenant,  nous  avons  par  di'finiliou 

A  /    Q   ^    ir  "'■^  "^^y  ^' 


Or 


F  =  a^-f-  a- —[{3:  -H  a;-')(j)'-i-7— ')  —  cosJ(x  —  x-^){y — y~^)], 


ce  que  j'(''crirai  plus  simplement 

F  =  2  Dxï>-8, 

Y  el  ô  étant  des  exposants  égaux  à  -f-  1 ,  o,  ou  —  i  ;  el  les  D  étant  des  coefficients 
de  la  forme 

/,        .    ««'         ,    o.a'        , 

«■--+-«-,     ± »     ±: cosJ, 
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et,  par  conséquent,  fonctions  rationnelles  tie  a.  <i!  et  cosJ.  Il  vient  alors 

A(«,  p,  î)  =  i:i'  /f 


/"f/'./w/r.i-ïTf'F»— I 


r-a+i  i-a+i 


A(a,  ?,  .s-)=  iri.A(ï  — Y,  ii  — S.  .V  — i). 

Les  coefficients  D  (■lant  ralidiiiicls  en  '/,  a'  etcosj,  l('^  Iranseendanles  qui 
correspondent  à  la  \alcnr  .s  du  Irolsièiiii'  exjiusant  s(!  ramènent  ;ï  celles  qui 
correspondent  à  la  ^aleur  s — i  ;  celle>-(i  x'  iiiiuriieni  de  niriiie  à  celles  qui 
correspondent  à  la  valeur  * —  2,  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  transcendantes  qui  correspondent  à  une  valeur  du  Iroisièine  expo- 
sant plus  t;rande  que  .$  —  n,  se  ranièneni  donc  à  la  \aleur  .s  —  n  et  comme, 
parmi  ces  dernières,  il  y  en  a  cnui  (jin  muiI  disiiiulcs.  je  jmii.s  énoncer  le 
résultat  suivani  : 

Parmi  les  transcendantes  (jui  correspondent  à  une  valeur  du  troisième 
exposant  plus  grande  que  s  —  //,  il  y  en  a  au  plus  cinq  ipii  soiil  diblincles. 

Mais  je  puis  prendre  ICntier  u  aussi  grand  (mu'  je  \eux,  je  puis  ddue  dire  : 

Parmi  toutes  les  transcendantes  A(«,  3,  s),  il  y  en  a  fiu  plus  cinq  qui  sont 
distinctes. 

Les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice  sont,  à  un 
facteur  constant  près,  égaux  à  A  (  a,  |3, );  donc  les  coefficients  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice  sont  des  fonctions  transcendantes 
de  a,  a'  et  cos  J;  mais  toutes  ces  fonctions  transcendantes  sont  des  combinai- 
sons linéaires  de  cinq  transcendantes  distinctes,  ou  de  ces  transcendantes 
multipliées  par  des  fonctions  rationnelles  des  mêmes  éléments. 

Calculons  maintenant  les  dérivées  partielles  de  A  (a,  p,  s)  par  rapport  aux 
éléments  n,  n'  et  cos  J. 

La  différentiation  sous  le  signe    /    nous  donne 


r/A(«,  p,  :s)  _       rrdxdyY^  dF 
da  ~  ^  JJ     .r""^'  )  P"^'    da  ' 


dp 

Mais  -3-  est  un  polvnome  en  x,  y  dont  les  coefficients    sont  des  fonctions 

rationnelles  de  «,  a'  et  cosJ. 

Je  puis  donc  écrire 

rfF 


24  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE. 

les  E  élaiil  inliomit'ls  en  (/,  a'  et  cos.)  :  il  vient,  par  conséquent, 
,/A(a,  [3,  s) 


da 


=  ii;EA(a  —  Y,  fi  — 3,  s  —  i). 


,  .       .  ,       ,       .     ,      ilK  (a,  'i,  s)  ,  1 

Ain>i  1:1  dérivée  —r-^ •  se  imiucuc  iiiix  I iMiiseeiidanles 

tia 

A  (a,  ,'i,  ,«  —  n  ; 
il  fil  r>l  lit'  même  |ii)ur  la  même  raison  des  doux  antres  dérivées  partielles 

>/A(g,   [j,  M         r/A(a,   [j,  .S-) 
(la'  '/cos.l 

lui  (iillci-entiani  un  tromi' 
rf-  A(a,  p,  s)  _  _^,T^'f\(oi  —  -,',  [j  —  o,  s  —  I  )  •^  dE 


da-  "  da 


2^A(.-T,p-8,.v-i). 


Les  coefficients  de  cette  relation,  E  et  -7-  j  sont  encore  des  fonctions  ration- 
na / 

d-A 
nelles  de  a,  a'  et  cosj;  par  conséquent,  la  dérivée  seconde   -j-^  se  ramène  aux 

transcendantes  A  et  à  leurs  dérivées  iiremières  -7—:  mais  nous  venons  de  voir 

'  //ri 

(|ue  ces  dérivées  premières  se  ramèneul  elle,s-im''mes  aux  transcendantes  A. 
Doue  la  (li'rivi'c  sei  iiudi' 

d-  A.{a,  [j,  s  ) 
da- 

se  ramène  aux  transcendantes  A  et  il  en  est  de  même  pour  la  même  raison  des 
autres  dérivées  ])firtielles  du  second  ordi'e  et  des  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieui'. 

En  résumi',  /es  A(tz,  p,  s)  et  leurs  (lcn\é('s  ji(irli<'lles  des  différents  ordres 
jiiir  nijqxirt  a  a,  a'  et  cosJ  sont  des  J'onelions  transcendantes  de  a,  a!  et 
cosJ;  mais,  jjurnii  ces  transcendantes  en  nombre  infini,  il  y  en  a  au  plus 
cinq  qui  sont  distinctes. 

Nous  pouvons,  en  particulier,  considérer  une  des  transcendantes  A(a,  |3,  s) 
et  ses  dérivées  des  divers  ordres  par  rapport  à  a;  six  quelconques  de  ces  f'onc- 
lions  sont  liées  par  une  relation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
ratiimmdirs  de  a  ;  donc  : 

Les  coefficients  du  développement  <le  la  fonction  perturbatrice,  regardés 
comme  fonctions  de  a,  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire  ii 
coefficients  rationnels  du  cinquième  ordre  au  /dus. 
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Il  en  sera  encore  de  même  si  ces  coejjicients  sont  regardés  comme  fonc- 
tions de  a'  011  de  cnsJ. 

Considérons  maintenant  deux  transcendantes  : 

A(a,  p,  s),     A(«',  p',  s  ) 

(que  j'appellerai  pour  abréger  A  et  A')  el  les  quatre  premières  dérivées  de  A  par 
rapport  à  a;  il  y  aura  entre  ces  six  fondions  une  relation  linéaire  à  coefficienK 
rationnels. 

Si  dans  celle  relation  le  coefficient  de  A'  n'est  pas  nul,  nous  conclurons  que 
A'  peut  être  égalée  à  une  combinaison  linéaire  de  A  el  de  ses  dérivées  multi- 
pliées par  des  fonctions  rationnelles  de  a.  a'  el  cos  J. 

Si,  au  contraire,  ce  coefficient  de  A'  était  nul,  nous  conclurions  que  A  satis- 
fait à  une  équation  linéaire,  non  plus  du  cinquième,  mais  du  (piatrième  ordre. 

Donc,  ou  bien  tous  les  coefficients  de  la  fonction  perturbatrice  satisferont  à 
une  équation  linéaire  du  quatrième  ordre  ;  ou  bien  tous  ces  coefficients  pourront 
être  égalés  à  une  somme  de  cinq  termes,  el  chacun  de  co  Icrmes  sera  égal  au 
produit  d'une  fonction  rationmdic  de  a.  n'  ci  cos.T,  par  le  premier  de  ces  coeffi- 
cients ou  l'une  de  ses  dérivées. 

Mais  il  \  a  plus;  considérons  les  diverses  transcendanles  de  la  iorme 
suivante  : 

«I.  =  i:G.A(a,  ?,  i), 

les  coefficients  (j  élant  rationnels  en  a.  <i'  el  cos  J. 

Si  taules  ces  transcendanles  ne  satisfont  pas'à  une  équation  difTérentielle 
linéaire  du  quatrième  ordre,  je  choisirai  l'une  d'elles  qui  ne  satisfera  pas  à  une 
équation  du  quatrième  ordre  et  que  j'appellerai  4>,|.  ■ 

Alors  toutes  les  transcendanles  A(a,  (3,  s)  pourront  élre  égalées  à  une  combi- 
naison linéaire  do  4>|,  et  de  ses  quatre  premières  dérivées  multipliées  par  des 
fonctions  rationnelles  de  <i,  n'  et  cosj. 

Si,  au  contraire,  toutes  les  transcendantes  $  satisfont  à  une  équation  du 
quatrième  ordre,  des  considérations  empruntées  à  la  théorie  des  équations 
difiereniielles  linéaires,  mais  qu'il  est  inutile  de  reproduire  ici,  permettraient 
de  montrer  que  quatre  de  ces  transcendantes  au  plus  (et  non  plus  cinq)  sont 
distinctes,  el  l'on  arriverait  encore  au  même  résultat  que  je  puis  dans  tous  les 
cas  énoncer  ainsi  : 

H.  P. -VIII.  4 
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Les  coejficients  du  ihh'eloppcmcnl  de  la  fonclioii  jwrtiirbalrice  peiux'itt 
se  déduire  d^iitte  seule  lr<iiiscccn<l<iiilc  »l>,i  cl  cela  ili^  lu  maiiièrc  suivante  : 

Chacun  de  ces  coejficicuts  sera  égal  à  la  soiunic  de  cinq  1er  mes  au  plus; 
chacun  de  ces  termes  sera  le  pvoduil  de  deux  fadeurs  ;  le  jirena'er  fadeur 
sera  la  Iranseendattle  «P,,  (*;/  lune  de  ses  (juaire  pretnières  dérivées  jiar 
rapport  ii  a  :  le  second  facteur  sera  une  fouctio/i  rationnelle  de  a,  a'  et  nisJ. 

Ces  propri(îtt?s  dos  transccndantps  A(a,  p,  s)  sont  loul  à  lail  iiualogues  aux 
relations  de  récurrenco  bien  connues  entre  les  coefficients  de  Laplace. 

Il  semble  qu'elles  puissent  rendre,  ilans  le  cas  où  les  excentricités  sont 
faibles  et  les  inclinaisons  fortes,  des  services  analogues  à  ceux  qui  rendent  ces 
relations  de  récurrences  bien  connues,  quand  les  excenlriciti-s  et  les  inclinaisons 
sont  faibles  à  la  fois. 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ 


DE    I.A 


FONCTION  PERTURBATRICE 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sn'ences,  I.  120,  p.  .i7o-37i  (3i  janvier  1898). 


On  peut  développer  la  fonction  perturbatrice,  soit  suivant  les  cosinus  des 
multiples  des  anomalies  moyennes,  soil  suivant  ceux  des  anomalies  excen- 
triques. On  obtient  ainsi  des  développements  de  la  forme  suivante  : 

_  —    >     A         ,  fii[ml  -i-iii'l'\  — ^    R        ,  fii  [11111+ tii'u') 

Dans  cette  formule  A  représente  la  dislance  des  deux  planètes,  /et/'  les  anomalies 
moyennes,  u  el  u'  les  anomalies  excentriques. 
Posons 

e'"  =  x,         f:'"'  =  y. 

On  sait  que  les  coefficients  A  pouveni  l'être  représentés  par  une  intégrale 
double  de  la  forme 


—  4Jt-A„i,„'=   Il    —  ) 


prise  le  long  des  deux  circonférences 
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O  01  V  soiil  Hos  noivnomcs  en  x,  y,  —  01  -■> 


m  sin  <p 
ii  =  i 


('-;)*  =^X'-.^)' 


on  (JôsigiKuii  |);u-  slncp  et  sincp'  les  doux  oxconlrioili's. 

Les  cootlicioals  R  peuvent  ^Ire  reprosentos  p;ii-  une  iuloj;r;ilo  double;  do 
même  forme,  a\er  celle  dineronoe  quo  Q  se  réduil  ii  une  oonslante  cti2à  zéro, 
de  sorte  que  rcxponenlioUe  c"  (lis|);irinl. 

On  peut  se  proposer  de  Oideuler  la  \alour  a])proclioo  dos  eoerfiolenls  A  cl  B 
pour  de  i;randos  valeui's  i]i-  >ti  el  do  ///'.  Soll,  par  e^ou1plo, 

ni  =  11/1  ■+■  h.  /;(  =  en  -î~  i/, 

où  a.  /).  r.  (l  son\  des  iMiliors  liuis  cl  <louuo>  une  lois  pour  loules  ol  où  n  esl 
uu  onlier  très  grand  (pidu  ioi'a  croilri'  iudéiMiimenl.  On  sail  que  le  calcul 
approché  des  coefficients  se  rauiôuo  à  l'élude  des  points  singidiers  dune  cer- 
laino  fonction  analvllipic  que  |r  \ais  uiollio  sous  la  lornic  (pic  lui  a  diuiiiéc 
M.  Foraud  : 


.i.(.)=2; 


(111  //  \ anc  (le  (I  a  -)-  =c  . 

(.(•Ile  iduchoii  es|  ci;idc  à  l'iiih-grale  doiihle 


■'■'"'If,   ':;.:■"    ■< 


i2i  et  Qg  sont  des  polynômes  de  môme  forme  que  iî,  mais  où  les  enliers  ;//  cl  m' 
sont  remplacés  par  a  et  c  pour  îî,,,  par  h  el  d  pour  12i. 

On  peut  ft)rmcr  une  fonclion  0(.g)  analogue  relative  aux  coofficienls  H  cl  au 
développement  .sui\aut  les  anomalies  excentricjues  ;  ou  Irome  encore  une 
intégrale  do  mémo  forme,  mais  où  (^  doit  être  remplacé  jKir  nue  ((uislanto; 
ii„  et  i2i  par  zéro,  de  sorlo  que  les  oxpoiienliollos  disparaissenl. 

L'étude  analytique  de  cette  fonction  'b(z)  peiil,  en  consiiquence,  présenter 
un  certain  iiih'rêl;  voici  les  résultats  au\(picls  je  suis  parvenu  : 

Supposons  d'abord  les  excentrieih's  nulles  :  on  bien  encore  supposons  qu'il 
s'agisse  du  dévelf)j)pemont  suivant  les  anouialics  c\oenlri(]ues.  Dans  ces  doux 
cas  l'intégrale  qui  représente  *l*(-r  )  no  coulioul  |ias  doxpoiiontielle. 
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On  Iruuvo  alors  que  ^{s)  salisf'ail  à  une  équalion  différenlielle  linéaire  à 
second  membre 

Les  coefficients  du  premier  membre  et  le  second  membre  P  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  z. 

Dans  le  cas  général,  où  les  e.vpoiieiilielles  ne  disparaissent  pas,  la  fonction 
<I>(s)  satisfait  encore  à  une  équation  de  môme  forme,  mais  les  coefficients  du 
premier  memjjre  et  P  ne  sont  plus  des  polynômes  entiers  en  z;  ce  sont  des 
fonctions  uniformes,  mais  Iranscendantcs  de  ;,  n'ayant  pour  points  singuliers 
que 

;  =  o,  j  =  00. 

l'u'Ncniins  au  cas  nù  les  t'xcenlricilés  soûl  nulles,  ou  bieji  à  celui  du  (lé\('lii[)- 
peuieut  suivant  les  anomalies  excentriques,  c'est-à-dire  au  cas  où  les  exponen- 
tielles disparaissent;  supposons  les  entiers  rt  et  c  premiers  entre  eux  et  soient 
a  et  Y  deux  entiers  tels  que 


Posons 


X"y  =  :-',  .C*>-T  =  T^-i  ; 


l'expression  de  *t(s)  deviendra 

.1,  =  //■_!.-'"'? '/^' 


L'intégrale  doit  èlre  prise  le  long  des  deux  circonférences 

l?l=',        1-1 1=1, 

et  il  s'agit  d'étudier  le  développement  de  4»  suivant  les  puissances  nijgalives  de  /. 
Les  lettres  Qi  et  Fi  désignent  deux  polynômes  entiers  en  ^  et  v).  L'équation 

considérée  comme  équalion  en  y],  admettra  uu  certain  nombre  de  racines 

'11,       'lui        ••■,       'Im- 

Ces  racines  se  répartiront  en  deux  catégories  :  la  première  catégorie  comprendra 
celles  qui,  quand  on  fait  varier  ï  d'une  manière  continue,  de  façon  que  la 
valeur  finale  de  ;  ait  pour  module  i ,  ont  leur  valeur  finale  de  module  plus  petit 
que  I . 
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Les  points  singuliers  seront  les  \;ik'm'.s  dci;  pour  lesquelles  l'c({Uiilion  l''i  =  u 
a  deux  racines  égales. 

l^e  point  singulier  est  admissible  si  son  module  est  plus  pelil  ipio  i  el  si  les 
deux  racines  de  l'équation  Fi  =  o  qui  devienueni  égales  appartiennent  à  deux 
catégories  diflerentes. 

Soit  a  celui  des  points  singuliers  admissibles  dont  le  module  est  le  plus 
grand. 

Alors,  le  développeiiu'iil  <le  «1>  sulvnnl  les  puissances  négatives  de  t.  sera 
eoiiNergcul  à  rexlciicur  d'une  cii-inurcicuce  de  rayonl(/|.  Ku  d'autrrs  lermes, 
la  \aleur  approchée  de  A,„„,.  sera  du  môme  oidre  de  grandeur  (pic  a" . 

La  discussion  se  trouve  ainsi  simplifiée. 

Des  procédés  analogues  sont  applicables  au  cas  général  où  les  exponentielles 
ne  disparaissent  pas. 


DÉVELOPPEMENT 


DE    LA 


FONCTION  PERTURBATRICE 


Bulletin  astronomique,  t.  15,  p.  70-71  (février  1898). 


Dans  le  numéro  de  dùccnibre  1H97  je  '^"^  *'^'*  occupé  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  j'ai  étudié  les  coefficients  de  ce  développement  dans 
le  cas  où  les  excentricités  sont  nulles  et  les  inclinaisons  notables. 

J'ai  montré  que  ces  coefficients  peuvent,  à  l'aide  de  certaines  relations  de 
récurrence,  se  déduire  de  quelques-uns  d'entre  eux  dont  le  nombre  est  au  plus 
égal  à  cinq. 

J'ai  montré,  en  outre,  qu'ils  satisfont  à  des  équations  différentielles  linéaires 
dont  l'ordre  est  au  plus  égal  à  cinq. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin. 

Nous  emploierons  les  mêmes  notations  (pic  dans  le  travail  auquel  je  renvoie. 

Nous  observerons  que  1*'  ne  contieni  cjui'  des  termes  d'ordre  pair  en  xely, 

de  telle  sorte  que 

F(^,j)=F(-a;, -r)- 

Il  résulte  de  là  que  les  coefficients  A(a,  p,  s)  sont  nuls  si  a  +  [3  est  impair. 
II  suffira  donc  d'envisager  les  intégrales  de  la  forme 


ffuFs-^, 


,  dx  dy 
xy 


OÙ  H  est  un  polynôme  de  degré  m  satisfaisant  non  seulement  aux  conditions 


mais,  en  outre,  à  la  condition 

H(x,j)  =  H(-x,  -j). 
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Le  polynôme  H  contient  alors 

(m  -h  i)(m  H-  2) 
2 

coefficients  arbitraires. 

Nous  sommes  conduits    de    inùuie  à  supposer  que  les  poljiioiucs   I'  el   Q 
satisfont  non  sculemeiil  aux  cunditions 

mais  à  la  coinlilKui 

Il  est  clair,  eu  cHet,   ijuo,   si   P  >alisraM   à    celle   ((ludiliiiu.   il  en  est  de  même 
de  Q  et  de  11. 

Un  pidviiome  1'.  assujetti  à  ces  coiidilioiis  vl  de  dej^ré  ni  —  i,  conlient  alors 

/II-  —  m 
coeificieiUs  arbitraires. 
Enfin  l'identité 

^  y 

nous  montre  (|uc 

S(a-,  >•)=  S(— j;,  —y). 

Un  polynôme  S,  de  degré  m —  2,  satisfaisant  aux  conditions 

S>(j:,f)  =  —S(y,  a:)  =  sQ,  ij  =  S{—x,  —y), 

contient 

(m  —  2)  {m  —  3) 
2 

coefficients  arbitraires. 

Le  nombre  des  expressions  de  la  lorine  (^  i  )  cjui  rusLent  indépendantes   est 

donc 

(m -I- !)(«(  +  2)        (/«  — 2)(/«  — 3)        ,     ,  .        , 

— •  +  -^^ — (m-—  m)—  4. 

2  2 

Donc  tous  les  coefficienis   du    développemeiil    peuvent   se   déduire  de   ipialre 
d'entre  eux  seulement. 

Chacun  d'eux  satisfait  à  une   équalinu   dillérentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre. 


DÉVELOPPEMENT 


DE    l.A 


FONCTION  PERTURBATRICE 


riulleliii  as/ronomiijue.  t.  15,  p.  449-4C4  (décembre  iSyS). 


I.  Lcb  coefficients  du  développemenl  de  la  tonclion  perturbatrice  sont  eux- 
niénies  des  fonctions  des  éléments  et  peuvent  être  développés,  par  exemple, 
suivant  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  On  peut  se  proposer 
de  rechercher  quelles  sont  les  conditions  de  convergences  de  ces  dévelop- 
pements. 

Nous  désignerons  par  A  la  dislance  des  deux  planètes,  par  u  et  u'  les  deux 
anomalies  excentriques,  par  /  el  /'  les  doux  anomalies  moyennes,  et  nous  étu- 
dierons le  développement  de  -r»  c'est-à-dire  de  la  partie  principale  de  la  fonc- 
tion perturbatrice;  nous  distinguerons  le  développemenl  suivant  les  anomalies 
moyennes  et  le  développement  suivant  les  anomalies  excentriques. 

Soient 

'    _  V  A  pv/^(m/+m'/'l 

le  premier  de  ces  développements  et 

'    _   vu  u('— 1  imi/  +  m'ij'l 

le  second.  Je  représente  par  E  la  base  des  logarithmes  népériens. 
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Les  coefTn-iciils  A,„  ,„ ,  ili-  muMiu'  (|iie  les  coefficients  B„,  ,„.  poiivenl  s'exprimer 
par  des  intégrales  délinies. 
Posons 

X  =  Ev -î  ",        y  =  Ev'-^  "'. 

Alors  A-'.r'-)'-  sera  un  polynôme  ilii  sixième  degré  en  x  cl  y. 
Soient  e  el  c'  les  deux  excentricités  et  posons 

v=[-^(.-^^)][-i-ï(-^)]- 

Nous  aurons  alors 
les  intégrales  élant  prises  le  long  des  deux  circonférences 

1^1=1,      lrl  =  i. 

Considérons  ces  intégrales  définies  comme  des  fondions  des  exceniricilés  et 
des  inclinaisons;  ces  fonctions  seront  évidemment  développables  suivant  les 
puissances  de  ces  variables  pourvu  qu'elles  soient  assez  petites. 

Pour  trouver  les  limites  de  convergence  de  ces  développements,  j'appliquerai 
la  méthode  de  Cauchj  et  chercherai  quels  sont  les  points  singuliers  de  ces 
intégrales  définies,  considérées  comme  ifonctions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

2.  Nous  sommes  donc  ainsi  amenés  à  expliquer  comment  on  trouve  les 
points  singuliers  des  fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies  et 
d'abord  par  des  intégrales  définies  simples. 

Soit 


fF(x,z):dx, 


une  intégrale  définie  prise  par  rapport  à  x  le  long  d'un  certain  contour  :  cette 
intégrale  sera  alors  fonction  du  paramétre  z. 

Pour  que,  pour  celte  fonction,  une  valeur  de  ^  soit  critique,  il  laul  d'abord 
que  liiii  des  |)oinls  singuliers  de  F(x,  z),  considérée  comme  fonction  de  x,  se 
trouve  sur  le  contour  d'intégration. 
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Mais  comme  du  pciil  déformer  ce  contour  d'une  manière  continue,  on  peut 
le  faire  fuir  devanl  le  point  singulier,  et  l'on  n'est  arrôté  que  quand  ce  contour 
se  trouve  pris  entre  deux  points  singuliers  et  ne  peut  plus  fuir. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  critiques  de  5,  en  exprimant  que  deux 
des  points  singuliers  de  F,  considérée  comme  fonction  de  x^  se  confondent. 
Mais  toutes  les  valeurs  critiques  ainsi  trouvées  ne  ciuuiennent  pas;  il  faut,  eu 
eflel,  que  les  deux  points  singuliers  qui  se  confondent  ainsi  soient,  a\ant  de 
s'<^lre  confondus  de  pari  et  d'autre  du  contour;  c'est  seulement  à  celle  condi- 
tion que  le  conlour  ])ris  enire  deux  f(Mix,  ne  p(Mit  plus  fuir. 

Soit  donc 

ç  {x,  s)  =  o 

l'équation  qui  exprime  que  la  fonction  V{x.  ■~)  présente  une  singularité,  et 
supposons  qu'elle  se  décompose  en  un  certain  nomlue  d'équations  indépen- 
dantes, trois  par  exemple  : 

çi(j;,  s)  =  o,         çsC-c,  3)  =  o,         9:,(r,  =)  =  o. 
On  obtiendra  les  viileurs  critiques  de  ;  de  l'une  des  deux  manières  suivantes  : 

1°  En  annulant  deux  des  trois  fonctions  cpi,  cp^,  cb;,,  et  en  écrivant,  iiar 
exemple, 

çi(a:,  z)=  çn(^,  z)  =  o; 

en  éliminant  x  et  résolvant  par  rapport  à  z,  on  aura  une  valeur  critique  de  z; 

2"  En  annulant  l'une  de  ces  trois  fonctions  et  sa  dérivée  et  écrivant,  |)ar 
exemple, 

ç,(,r,^)=  —  =0. 

On  aura  encore  une  \aleur  critique  de  ;  en  éliminant  x  et  résolvant  par 
rapport  à  z. 

3.   Considérons  maintenant  une  intégrale  double 

//  "Pi-^',  y,  z)dxdy, 

envisagée  comme  fonction  du  paramètre  z  et  étendue  à  un  clianq)  quelconque. 

Le  cas  particulier  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  doit  intégrer  par  rapport 

à  X,  le  long  d'un  conlour  fixe  indépendant  de  y,  et  par  rapporta  j,  le  long  d'un 
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ciiiilour  (îxo  indépcndanl  do  x.  C'est  précisément  ce  cas  parliculler  simple  que 
l'on  rencontre  en  ce  qui  concerne  les  intégrales  (  i  )  et  (2). 

Si  l'on  ne  donne  à  x  et  à  y  que  des  valeurs  réelles,  de  telle  façon  que  le  champ 
d'intégration  se  réduise  à  une  aire  plane  ordinaire,  ce  cas  particulier  simph^ 
correspond  au  cas  où  cette  aire  est  un  rectangle. 

Le  cas  général  peut  d'ailleurs  loujouis  être  ramené  à  ce  cas  parlicidier 
siuiple.  Pour  nous  en  rendre  conqite,  supposons  d'aljiird  ([u'un  ne  donne  à  x 
el  )■  (lue  des  valeurs  réelles  et  ([ue  le  clianq)  d'intégration  soit  une  aire  plane. 
Cette  aire  plane  pourra  toujours  être  décomposée  en  une  infinité  d'aires  rectan- 
gulaires, les  une  finies,  les  autres  de  dimensions  indéfiniment  décroissantes. 
Pour  que  l'intégrale  totale  présente  une  singularité,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une 
des  intégrales  étendues  aux  aires  rectangulaires  partielles  ait  une  singularité. 
il  suffit  donc  de  considérer  les  aires  rectangulaires. 

Le  môme  raisonnement,  que  je  ne  développe  d'ailleurs  pas  entièrement, 
serait  applicable  quand  on  donnerait  aux  variables  des  valeurs  imaginaires,  si 
l'on  observe  d'autre  part  que  l'on  peut  toujours  déformer  le  champ  d'intégration 
d'une  manière  continue. 

On  ne  restreint  donc  pas  d'une  façon  essentielle  la  généralité  en  se  supposant 
placé  dans  ce  cas  particulier  simple;  peu  nous  importe  d'ailleurs  au  point  de 
\ne  qui  nnus  occupe,  puisque  avec  les  intégrales  (1)  et  (2)  nous  nous  trouvons 
d'emblée  dans  ce  cas  simple. 

Soient  donc  C^.  el  C,-  les  deux  contours  fixes  d'intégration  par  rapport  à  x  et 
à  y.  Soit 

Hy,z)=jF(x,y,z)dx, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  C., . 
-Notre  intégrale  double  sera  alors 


-n(z)  =  fHy,z)df, 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  C, . 

Nous  n'avons  plus  qu'à  appliquer  les  principes  du    numéro  précédeni  aux 
deux  intégrales  simples 

Jpdx,     j\dy. 

Soil 

ri'-(|Miil jiHi  qui  l'Xpiiiiie  que  la  limclKiii  I'   a  mic  siui;nlaril(''. 
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Décomposons  cette  équation  en  équations  irréductibles 

■(3)  3,(.r,  r,  s)  =  0,         o.,{x,y,  z)  =  o,         ?,(.r,  j»-,  j)  =  o. 

On  obtiendra  les  singularités  de  la  fonction  0  ( y,  z)  : 

i"  En  annulant  deux  des  fonctions  cpi,  92,  9:,  et  écrivant,  par  exemple, 

?i(->^,j',  s)  =  M^, y,  =)  =  o; 

2°  En  annulant  une  des  trois  fonctions  et  sa  dérivée  et  écrivant 

Ces  singularités  peuvent  ne  pas  toutes  convenir,  car  il  peut  arriver  que  les 
deux  points  singuliers,  qui  se  confondent,  soient  d'un  même  côté  du  contour 
d'intégration. 

Pour  avoir  les  singularités  de  "'7  (s),  considérons  maintenant  celles  de 
0  (_)',  z),  qui  nous  seront  données  par  des  sj'stèmes  d'équations  de  l'une  des 
deux  formes 

?l=      ?!      =0, 

et  cherciions  les  conditions  pour  que  deux  de  ces  singularités  se  confondent. 

Si  nous  considérons  z  comme  un  paramètre,  x  et  >'  comme  les  coordonnées 
d'un  point  dans  un  plan,  les  équations  (3)  représentent  un  éerlain  nombre  de 
courbes  planes. 

Les  singularités  de  0  données  par  un  système  d'équations  de  la  forme 

3,  =  30  =  o 

correspondront  aux  points  d'intersection  de  ces  courbes;  celles  qui  seront 
données  par  un  système  de  la  forme 

dfi 

?i  =  -j—  =  " 
ax 

correspondront  aux  points  de  contact  d'une  de  ces  courbes  avec  une  tangente 
parallèle  à  l'axe  des  y. 

Pour  que  deux  de  ces  singularités  se  confondent,  il  faut  : 

1"  Ou  bien  que  trois  des  fonctions  cp  s'annulent  à  la  fois. 

îi=  9î=  ?3=  o; 
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2"  On  hiL'ii  ijiie  1  un  ail  à  lu  lois 

mais  coiiinu'  la  coikIiIioii  ne  duil  pas  dépoiidrc  du  choix  des  coordonnées,  el 
(|u'en  particulier  elle  doit  subsister  quand  on  permute  xt'ly,  on  devra  avoir 
aussi 


cl,  par  conséquent, 


ce  qui  veut  dire  que  l'une  des  courbes  (3)  aura  un  point  double; 
3°  Ou  bien  que  les  deux  courbes 

?l  =  0,  ?2=0 

soient  tangentes  l'une  à  l'autre  ; 

4°  Ou  enfin  que  les  deux  courbes 

ç.  =  o,  ^=0 

soient  tangentes  l'une  à  l'autre.  Mais  cela  entraîne  : 

ou  bien      -7—  =0,         ou  bien      —7—  =0; 

mais,   cniiuiie  la   condition  ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  .r  et  ^,  on 
devra  avoir  dans  tous  les  cas 

En  résumé,  les  valeurs  critiques  d(^  ^  sont  : 

1"  Celles    pour   lesquelles   (rois  des   courbes   (3)  se  coupent  en   liu   uième 
point; 

2"   Crilcs  |iijiir  IrNquelli's  deux  de  ces  coui'bes  sont  laugcnles; 

3"  d'Iles  pour  lesquelles  une  de  ces  courbes  a  un  point  doul)le. 

SeulemenI  loulcs  ces  \i\leurs  peuvent  ne  jjas  convenir,  caries  doux  singularités 
qui  se  coiifouilrul  pcuMMil  élre  situées  d'un  même  côh'  du  c«uilour-  d'intégral  ion. 
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•4.  Appliquons  ces  principes  aux  intégrales  (i)  et  (2).  La  fonction  sous  le 
signe    /    sera  holomorphe  tant  par   rapport   k   x  el  y  que    par   rapport  aux 

excentricités  e  et  e'  el  à  sin  -)  J  étant  l'inclinaison. 

2 

Il  y  aura  exception  seulement  : 

1°  Si  e  =  I  ou  e'=  I  (condition  où  x  et  y  n'interviennent  pas  et  sur  laquelle 
nous  reviendrons); 

2°  Si  ^  ou  y  est  nul  ou  infini; 

3°  Si  A  s'annule,  c'est-à-dire  si 

F  =  ùix'^y\ 

qui  est  un  polynôme  entier  du  sixième  ordre  en  x,  y,  est  égal  à  zéro. 

Cela  est  vrai  quels  que  soient  les  entiers  m  et  m';  cela  est  vrai  d'ailleurs 
aussi  bien  de  l'intégrale  (2)  que  de  l'intégrale  (1),  car  V  et  E'^  ne  cessent  d'être 
holomorphes  que  si  x  ou  y  est  nul  ou  infini. 

Les  courbes  qui  correspondent  aux  courbes  (3),  c'est-à-dire  celles  dont  les 

équations  expriment  que  la  fonction  sous  le  signe    /    cesse  d'élre  liolomorphe, 

se  réduisent  donc,   en  ce  qui  concerne  les  intégrales  (  i  )  et  (2),  aux  quatre 
droites 

(4)  X  =  o,       y--=o,       x  =  x,       y  =  x 

et  à  la  courbe  du  sixième  degré 

(ibis)  F  =  o. 

Cette  dernière,  dans  le  cas  où  l'inclinaison  est  nulle,  se  décompose  en  deux 
courbes  du  troisième  degré 

(iter)  F,  =  o,         F..=  o. 

Pour  trouver  les  valeurs  critiques  des  excentricités  ou  des  inclinaisons,  nous 
devons  donc  chercher  celles  pour  lesquelles  trois  de  ces  courbes  (4)  ou  (^bis) 
se  coupent,  ou  pour  lesquelles  deux  de  ces  courbes  se  touchent,  ou  pour 
lesquelles  une  de  ces  courbes  a  un  point  double. 

Mais,  comme  ces  courbes  sont  les  mêmes  pour  les  intégrales  (  1  )  el  (2),  les 
valeurs  pour  lesquelles  une  de  ces  trois  circonstances  se  présentera,  seront  éga- 
lement les  mêmes  pour  les  intégrales  (  i  )  et  (2). 
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Ainsi  les  valeurs  eritiqiu's  des  exceiilnciles  ou  îles  inclinaisons  sont  les 
inOnies  pour  les  deux  iiih^^rales  (  i  )  et  (2). 

Mais  une  (lueslioii  pourrait  encore  se  poser;  nous  avons  vu  (pie  toutes  les 
valeurs  critiques  ne  conviennent  pas.  Ne  pourrail-il  se  faire  qu'une  de  ces 
valeurs  convînt  à  (  i  )  sans  convenir  à  (2)  ou  inversement. 

La  réponse  doit  tHre  négative.  Comment  se  fait-il,  en  ellel,  (pie  certaines 
valeurs  critiques  conviennent  et  que  d'autres  ne  conviennent  pas?  Pour  nous 
en  rendre  compte,  faisons  \arier  d'une  uianiî're  continue  l'un  de  nos  paramètres, 
par  exemple  l'excentricité  e,  et,  en  môme  temps,  déformons  d'une  manière 
continue  les  contours  d'intégration.  Nous  devons  diriger  cette  déformation  de 
telle  sorte  qu'aucune  des  valeurs  singulières  définies  par  les  équations  (/j)  et 
i^bis)  ne  se  trouve  dans  le  champ  d'intégration.  Si,  e  variant  d'une  manière 
continue  depuis  zéro  jusqu'à  e^,  on  peut  s'arranger  de  façon  que  cette  condition 
ne  cesse  jamais  d'être  remplie,  c'est  que  e,,  n'est  pas  une  véritable  valeur 
critique;  e„  ne  convient  pas;  si,  au  contraire,  il  est  impossible  de  s'arranger 
pour  que  la  condition  soit  remplie  (parce  que,  comme  je  l'expliquais  plus  haut, 
le  contour  d'intégration  se  trouve  pris  entre  deux  points  singuliers),  c'est  que 
('„  est  une  véritable  valeur  critique;  e„  convient. 

Faisons  donc  varier  e  de  zéro  à  e„  et,  en  même  temps,  déformons  nos  contours 
d'intégration  en  partant  des  contours  initiaux 

(jui  sont  les  mêmes  pour  les  intégrales  (i)  et  (2);  si  e,,  ne  convient  pas  à 
l'intégrale  (i),  c'est  que  nous  pouvons  déformer  nos  contours  de  telle  façon 
(|u'à  aucun  moment  une  des  valeurs  singulières  satisfaisant  aux  équations  (4) 
et  (4  bis)  ne  se  trouve  dans  le  champ  d'intégration.  Mais  si  cette  condition  ne 
cesse  jamais  d'être  remplie  en  ce  qui  concerne  l'intégrale  (i),  elle  ne  cessera 
jamais  non  plus  de  l'être  en  ce  qui  concerne  l'intégrale  (2),  puisque  les  équa- 
tions (4)  et  (4  bis)  qui  définissent  les  valeurs  singulières  sont  les  mêmes  pour 
(  I  )  et  pour  (2).  Donc  e„  ne  conviendra  pas  non  plus  à  l'intégrale  (2). 

G.     Q.     F.     D. 

^ Oici  donc  un  premier  résultat. 

Les  coefficients  B„,,„,'  du  développement  de  la  Jonction  perturbatrice 
suivant  les  anomalies  excentriques,  ainsi  que  les  coefficients  Am,,»'  du  déve- 
loppement suivant  les  anomalies  moyennes  sont  eux-mêmes  développables 
suivant  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
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Les  limites  de  convergence  de  ces  noincaux  développements  sont  les 
mêmes  pour  les  coefficients  B,„,„-  et  pour  les  coefficients  A,„„,';  elles  son/  les 
mêmes  pour  tous  ces  coefficients  quels  que  soient  les  entiers  m  et  m'. 

3.   Considérons  le  ciis  piuliciiluT  où  les  cxcenlricili's  sont  nulles 

e  =  e'^  n. 

On  a  alors 

o  =  n,         V  =  I 

et,  par  conséquent, 

On  a  alors 

A-  =  cos'  -     a"-  -f-  a  -—  aa   ( 1-  -  )     -t-  siii=  -«'-+-  o-  —  aa   (  xy  -\ )    • 


Si  nous  posons 


on  en  tirera 


,,       X       y  I 

X  =  — t-  -  »  1  =  xy  -I-  —  ; 

y        X  -  xy' 


a- 4-  a- —  aa'X  cos'  '■ aa\  sin-  -  • 


On  trouvera  toutes  les  singularités  en  écrivant  que  la  courbe  A'-=o  a  un 
point  double;  or,  comme  A-  est  fonction  linéaire  de  X  et  de  Y,  celte  courbe  ne 
peut  avoir  de  point  double  que  si  les  équations 

X        y  I 

1-  ■—  =  Z,         XY  -\ =  Y, 

y       X  '        xy 

où  X  et  V  sont  régardés  comme  les  données,  -  et  xy  comme  les  inconniies,  ont 
l'une  et  l'autre  une  racine  double,  d'où 

X=±2,  \=±2-. 

Voici  donc  la  condition  pour  que  la  courbe  A-=  o  ail  un  point  double 

(5)  «--!-  a-±  2  «a'cos'  -  ±1  aa'sin^  -  =  o. 

22 

11  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  ce  que  donneraient  les  autres  conditions,  à 
savoir  que  trois  des  courbes  (3)  passent  par  un  même  point  ou  que  deux  de  ces 
courbes  se  louchent.  Ici,  où  les  courbes  (3)  sont  les  quatre  droites  (4)  et  la 
courbe  A-=  o,  aucune  de  ces  circonstances  ne  se  présentera. 

Il  reste  donc  à  étudier  la  condition  (5). 

H.  P.  —  VIII.  6 
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l'usons  V  3^  sln-  -  et  projiosons-noiis  de  développer   siiivanl,  les    puissances 
croissantes  de  v.  La  condition  (5)  devient 

(i-  ■+-  II'-  -+-  2  ad  [±(i  —  v)rbv]  =  o, 

ce  ([iii  [leiil  s'écrire  de  l'une  des  deux  manières  suivantes  : 

( 5  bis )  (a  ±  a )'-  =  o;         a- -h  a- ±2  ad { i  —  2  v )  =  o. 

Dans  la  première  de  ces  relations  v  n'entre  pas;  la  seconde  donne 

4  ad 
Le  rajon  de  convergence  sera  donc  la  plus  petite  des  deux  valeurs 

{d±ay 


4  ad 

c'est-à-dire 

{d—  ay- 


4  ad 

Ainsi  la  condition  de  convergence  du  développement  sera 

J        (a' — a)"- 

2  4  <)!^ 

La  discussion  des  équations  (5  bis)  montrerait  de  même  que  les  coefficients 
^m,m'  sont  développables  suivant  les  puissances  de  a,  pourvu  que 

a  <  d. 

Mais  on  peut  encore  envisager  un  autre  mode  de  développement. 
Posons 

u  =  C0S2  -  , 
2 

on  aura 

Mais  nous  pourrons  écrire 

dx  dy 


\T.    \m,m'  —   j\ 


^'"■"' J'"'-*-'  l/(  «-  +«'')-  P««'  (^  -^  ^)  -  ^  ""'  ("^-^  "^  ^  ) 


La    quantité    sous    le    radical    se    réduit    évidemment    à    A-    quand    on    fait 
y.  ^=  cos^  -)  y  =  sin-  -•  Mais  nous  pouvons  regarder  A,„  „,<  comme  fonclioii  de  p. 
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et  (le  V  considérées  comme  des  variables  indépendantes,  et  développer  cette 
fonction  suivant  les  puissance  croissantes  de  fx  et  de  v. 

La  relation  (5),  qui  définit  les  limites  de  convergence,  s'écrit  alors 

a--l-  a'-ih  '2  aa  [x  ±  2  aa'v  =  o 

ou 

a-  ■+-  a- 


:  !JL  nr  V  = 


La  condition  de  convergence  du  développement  est  donc 


\v-\^\^\< —• 


Cette  condition  est  toujours  remplie,  car  on  a 


I  [i  I  =  ,u;         I  V  I  =  v; 
a-  ■+■  a"- 


|îx|  +  |v|  =  l< 


2  aa 


Nos  coefficients  sont  donc  toujours  développables  siu\-ant  les  puissances 

de  cos-  -  et  sin-  -• 
2  2 

6.  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  l'inclinaison  est  nulle  et 
développons  suivant  les  puissances  des  excentricités  e  et  c' . 

Les  courbes  qui  correspondent  aux  courbes  (3)  sont  les  courbes  (4)  et  (4  ter), 
à  savoir 

x  =  o,        j' =  o,         X  =  00,        j.  =  00,         Fi  =  o,         F2=o. 

1°  Cherchons  d'abord  la  condition  pour  que  Fj  =  o  ait  un  point  double. 
Pour  nous  en  rendre  compte,  cherchons  la  signification  de  ces  équations. 
Soient  C  l'orbite  de  la  première  planète,  C  celle  de  la  seconde;  d'après  notre 
hypothèse  ces  deux  coniques  sont  dans  un  même  plan.  A  chaque  valeur  de  x 
correspond  un  point  M  de  la  conique  C  et  à  cliaque  valeur  àe  y  un  point  M'  de 
la  conique  C. 

L'équation  F  ^  o  exprime  alors  que  la  dislance  MM'  est  nulle,  ce  qui  peut  ne 
pas  vouloir  dire  que  les  deux  points  M  et  M'  coïncident  puisque  ces  deux  points 
peuvent  être  imaginaires. 

L'é(pi;ili(in  Fi=  o  exprime  que  le  coefficient  angidaire  de  la  di-oile  MM'  est 
égal  à  \J —  I  et  l'équalion  F.j=  o  exprime  que  ce  coefficient  est  égal  à  —  y/ —  i . 
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Ijes  équations  .r  =  o,  .t  ;=  oo  exprimoni  quo  \o.  point  M  esl  à  l'infinisur  l'une 
lies  Houx  hranrhcs  infinios  do  la  conicpie  C;  les  écpialiDii'^  r  =  o,  ^•  =  «3 
expriini'iil  (]iic  le  point  M'  est  à  l'infini  sur  la  conique  C 

Pour  que  la  courbe  Fi  ;=  o  ail  un  point  double,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite 
MM'  <oit  tang;ente  à  la  fois  aux  deux  coniques  C  et  C.  Les  deux  coniques  C  et 
C  oui  un  foyer  commun,  le  Soleil.  La  droite  MM',  (pii  est  une  tangente  isotrope 
à  C.  doit  passer  par  nu  des  foyers  de  C,  et  pour  la  môme  raison  elle  doit  passer 
par  un  des  foyers  de  C.  Soient  alors  S  le  foyer  commun  de  C  et  C,  F  le  second 
foyer  de  C,  F'  celui  de  C. 

Pour  que  les  deux  coniques  admettent  une  tangente  isotrope  commune  (en 
dehors  de  celle  qui  passe  par  S  qui  existe  toujours  et  qui  ne  saurai!  convenir), 
il  faut  donc  que  la  droite  MM'  passe  par  F  et  F';  c'est-à-dire  que  la  droite  FF' 
ait  pour  coefficient  angulaire  y/ — i.  Cette  condition  s'exprime  analjtiquement 

comme  il  suit  : 

ae  E—''^  =  a'e'  E-"''. 

Je  représente  par  ro  et  ro'  les  longitudes  des  périhélies. 

C'est,  là,  la  condition  pour  que  Fj  =  o  ait  un  point  double  (en  dehors  de 
celui  qui,  correspondant  à  la  tangente  isotrope  passant  par  S,  existe  toujours  et 
ne  saurait  convenir). 

a"  De  même,  la  condition  pour  que  F2=  o  ait  un  point  double  s'écrit 

ae  E'''=  «'e'E'=i'. 

.H"  Pour  que  les  deux  courbes  Fi=  o,  Fo^  o  soient  tangentes,  il  faut  que  les 
deux  coniques  C  et  C  se  touchent;  car  les  points  d'intersection  à  distance  finie 
des  deux  courbes  Fj  =  o,  Fo  =  o  correspondent  aux  quatre  points  d'intersection 
des  deux  coniques. 

Il  fa  ni  (Il  me  que  la  distance  des  deux  foyers  F  et  F'  soit  égale  à  la  somme  ou 
à  la  dilierence  des  grands  axes;  ce  qui  s'écrit 

{ae  E"'—  a'e'Et^'){ae  E-'^  —  a'e'E,-"^')  =  (a'±  a)"-. 

4°  Il  faut  voir  ensuite  si  l'un  des  points  d'intersection  des  courbes  (4  ter)  ne 
peut  pas  se  confondre  avec  l'un  des  points  d'intersection  de  l'une  de  ces  courbes 
avec  l'une  des  droites  (4)  ou  de  deux  de  ces  droites  entre  elles. 

Ces  deux  catégories  de  points  correspondent  respectivement  :  aux  quatre 
intersections  de  C  et  de  C  (M  et  M'  confondus)  et  aux  cas  où  les  deux  points 
M  et  M'  sont  à  l'infini  sur  les  deux  coniques  C  et  C. 
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La  condition  est  donc  quo  l'une  des  quatre  intersections  de  C  et  de  C 
s'éloigne  indéfiniment,  c'esl-à-dire  qu'une  asymptote  de  C  soit  parallèle  à  une 
asymptote  de  C. 

Cela  s'écrit  d'une  des  quatre  manières 

Ig!?    E2'=r=  t"2?-  Eî'ra', 
cotg"  -    E-"^=  tg2  ï   E'^'f^', 

tgî  ?  E-2ira=  tg2  '-  E-2'ra'. 
"2  °    2 


en  posant 

Je  puis  écrire  aussi 


f  =  sin  9,         e  =  siii  9  . 


I  dz  i/i  — e^  „ , ._        I  =fc  v'i  —  e'-  _,.„ , 


[  =i=  y/i  —  e-  I  qr  y/l  —  e'- 


en  prenant  dans  chaque  fraction  le  signe  inférieur  dans  les  deux  termes  ou  le 
signe  supérieur  dans  les  deux  termes. 

7.   Voici  donc  cpielles  sont  les  équations  qui  définissent  les  valeurs  critiques, 

(  7  )  ae  E-'CJ  =  a' e'  E-''^', 

(8)  ae  E'^  =  a' e' Ei^' , 

(9)  («eE"'—  a'e'E''3')(cre  E-'=i—  a'e'E-'C)  =  (rt'±  «)=, 

(10)  V  E^'P  = ^  FJ'^. 

I  zp  s/i— e=  I  ip  v'i  —  ^'- 

auxquelles  il  convient  d'adjoindre 

(11)  e  =  i,         e'=i. 

Mais  nous  avons  vu  que  toutes  les  valeurs  ainsi  trouvées  peuvent  ne  pas  convenir 
et  il  est  même  aisé  de  voir  qu'elles  ne  peuvent  pas  toutes  convenir. 

En  effet,  envisageons  l'équation  (7);  elle  est  satisfaite  pour  e  =  e'=  o.  Si 
donc  les  valeurs  critiques  définies  par  cette  équation  convenaient,  notre  fonction 
présenterait  des  singularités  pour  des  valeurs  très  petites  de  e  et  e'.  Nos  coetfi- 
cienls  ne  seraient  pas  développables  suivant  les  puissances  de  e  et  de  e',  même 
pour  des  valeurs  très  petites  de  ces  quantités.  Nous  savons  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi.  Donc  les  valeurs  définies  par  l'équation  (7)  ne  sauraient  convenir. 
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Lo  iiiOiiK^  riiisoniu'iiienl  ï.";ipj)li(jiu'  aux  (■•i|Miili()ns  (^S)  ol  (ic>).  11  iiuptirlc  tic 
roinari|ncr  i|ii('  l'i'(|iial  ion  (^  lo),  iiialo'ré  la  préscuco  des  doubles  signes,  ne  repré- 
scnle  (lu  une  seule  ecpialion  analyliijue  il  rt'iluclilile  ipii  prendrail  sa  iornie 
algébrique  si  l'ou  cliassail  les  ra(licau\.  Celle  e(|ualion  inc'duel  ible  esl  salistaite 
pour  e  =  e':=  o. 

Restent  les  l'cpialions  [())  et  (^  i  i  ).  l'our  tidu\ei'  la  liuule  de  con\ei'gence 
ilelinie  jiar  rt'cpiation  (()),  remanpions  que  ri,  (t\  ro  et  nr' sont  des  données  de 
la  quoliou  cl  sont  réelles,  mais  (pu'  e  et  c'  (jui  sont  nos  xaiiables  ludi'pendantes 
pourront  prendre  des  valeurs  imaginaires. 

Donnons  à  e  une  série  do  valeurs  de  module  ronslanl  |e|,  mais  d'argument 
variajjle;  faisons  de  m(^me  pour;-'.  Le  maximum  du  module  du  premier  membre 
de  (9)  est 

ri-  \  e-\  -¥-  II'-  I  e'-  \  -\-  '.>.  <i(i'\  ef-Vos  (nr  —  ra'  )  |; 

la  condition  de  convergence  esL  donc 

a-|  e-|  -t-  «'-|  e'-\-\-i  aa'\  ee' en?,  (ra  —  ro')  [  <  («' —  «)-. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  supposer  que  les  seules  c(»nditions  de  conver- 
gence de  notre  développement  sont 

(  «2 1  e2 1  _,_  a'î  I  e'2 1  -(-  2  aa'\  ee'cos  (ra  —  ra')  |  <  (a' —  a)-. 

Je  ne  voudrais  pas  entrer  dans  trop  de  détails;  je  ne  puis  cependant  me  con- 
tenter d'un  aperçu  :  il  faut  donc  que  j'explique  en  quelques  mots  comment  on 
peut  donner  à  la  démonstration  toute  sa  rigueur. 

Considérons  le  domaine  D  défini  par  les  inégalités  (12).  Il  ne  contient  pas 
de  valeurs  singulières  satisfaisant  aux  équations  (  9)  et  (  1  i  ).  Mais  il  en  conlieni 
qui  satisfont  aux  équations  {']),  (8),  (  10).  Si  l'une  de  ces  valeurs  con\enait,  il 
en  serait  de  même  de  toutes  celles  qui  satisferaient  à  la  mérne  équation  et  qu'on 
pourrait  rencontrer  en  faisant  varier  e  et  c'  d'une  manière  continue  et  sans 
cesser  de  satisfaire  à  cette  équation.  Cela  sérail  \  rai  au  moins  en  ce  qui  concerne 
la  déterminaiiou  de  la  lonction  que  l'on  atteindrait  par  cette  variation  continue. 

Or  on  verrait  ipi'on  peut  atteindre,  par  une  \aiiation  continue,  une  (jucl- 
conque  des  valeurs  singulières  (jui  satisfont  aux  ('(piations  (']),  (H),  (  10)  et  aux 
inégalités  (  i  2)  en  partant  de  la  valeur  e  =  o,  e'=  o  et  sans  cesser  de  satisfaire 
à  ces  équations  et  sans  sortir  du  domaine  D.  La  valeur  singulière  e^  o,  e'^  o 
ne  convenant  pas,  aucune  de  ces  valeurs  ne  convient. 
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Les  conditions  (  i  s)  sont  donc  les  seules  conditions  de  convergence. 

La  troisième  condition  (12)  sera  satisfaite  quels  que  soient  ts  et  xs\  si  l'on  a 

I  ae  I  +  j  a'e'l  <  d —  «, 

c'est-à-diie  si  la  distance  |jérihélie  de  riine  des  planètes  est  plus  grande  que  la 
distance  aphélie  de  l'autre. 


SUR 

LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOIBLES 

ET 

LE  DÉVELOPPEMENT 

DK    LA 

FONCTION  PERTURBATRICE 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  .Sciences,  t.  1Î4,  p.  i25r|-i2Go  (8  juin  1897). 


(Jn  snli  qiio  le  fléveloppomoni  de  l'expression 
(1) 


(a^ —  2  aa' cos  9  -t-  a'')" 


suivanl  les  cosinus  des  multiples  do  9,  a  été  U'ès  bienéludié.  Les  coefficients  de 
ce  développemeni,  qui  sont  connus  sous  le  nom  de  coefficients  de  Laplace, 
jouissent  de  propriétés  curieuses. 

Ce  sont  des  fonctiims  transcendantes  du  rapport      ;  mais  ces  Iranscendanles 

sont  liées  par  des  relations  de  récurrence,  de  telle  façon  ([u'elles  s'expriment  à 
l'aide  de  deux  transcendantes  distinctes  seulement. 

D'autre  part,  chacune  de  ces  transcendantes  satisfait  à  une  équation  difl'é- 
renlielle  linéaire  à  coefficients  rationnels. 
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L'expression  (i)  n'est  autre  chose  (pour  5  =  1)  que  la  fonction  perturba- 
trice dans  le  cas  où  les  deux  excentricités  et  l'inclinaison  sont  nulles. 

La  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles  montre  que  le  développement 
de  la  fonction  perturbatrice,  dans  des  cas  plus  généraux,  peut  encore  jouir  de 
propriétés  analogues. 

Supposons  d'abord  les  deux  excentricités  nulles,  mais  l'inclinaison  ilifférente 
de  zéro. 

On  verrait  que  les  coefficients  de  développement  sont  des  fonctions  transcen- 
dantes des  éléments,  mais  ces  fonctions  sont  liées  entre  elles  par  des  fonctions 
de  récurrence,  de  telle  façon  qu'il  n'y  a  que  cinq  transcendantes  distinctes. 

Si  les  excentricités  ne  sont  pas  nulles,  il  y  a  plus  de  difficulté.  Mais  supposons 
que,  au  lieu  de  développer  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  ano- 
malies moyennes,  on  développe  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des 
anomalies  excentriques.  (Dans  le  cas  précédent,  les  excentricités  étant  nulles, 
l'anomalie  excentrique  se  confondait  avec  l'anomalie  moyenne.)  Les  coefficients 
de  ce  développement  sont  encore  des  fonctions  transcendantes  des  éléments, 
mais  entre  lesquelles  il  y  a  des  relations  de  récurrence,  de  telle  façon  qu'il  n'y 
ait  au  plus  que  seize  transcendantes  distinctes. 

D'autre  part,  ces  coefficients  satisfont  à  des  équations  ditïérentielles  linéaires 
à  coefficients  rationnels,  de  telle  façon  que  leurs  dérivées  partielles  des  divers 
ordres  puissent  s'exprimer  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 

Revenons  au  développement  procédant  suivant  les  multiples  des  anomalies 
moyennes.  11  n'y  aura  plus  entre  les  coefficients  de  relations  de  récurrence  à 
coefficients  rationnels,  ou  du  moins  je  n'en  ai  pas  trouvé.  Mais  les  coefficients 
du  développement,  considérés  comme  fonctions  des  éléments,  satisfont  encore 
à  des  équations  dillerentielles  linéaires,  de  telle  façon  que  les  dérivées  partielles 
des  divers  ordres  de  l'un  de  ces  coefficients  puissent  s'exprimer  à  l'aide  d'un 
nombre  fini  d'entre  elles. 


H.  p.  -  VIII. 


SUR 

LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOURLES 


ET 


LE  DEVELOPPEMENT 


DE    LA 


FONCTION  PERTURBATRICE 


Journal  de  Afatliéinaliijues,  H'  série,  t.  ?,,  p.  aiiS-a^S  (1S1J7). 


Introduction. 


Soient  u  et  u'  les  anomalies  excentriques  de  deux  astres  el  D  leur  dislance. 
Le  carré  D-  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  lignes  irigonométriques  de 
u  et  de  u'. 

La  partie  principale  de  la  fonction  perlurltaliice  est  précisément  =r-  Elle  peut 

se  développer  soit  suivant  les  cosinus  el  sinus  des  anomalies  moyennes,  soil 
suivant  ceux  des  anomalies  excentriques. 

Le  premier  développement  est  le  plus  employé  et  le  plus  utile;  néanmoins  il 
peut  y  avoir  quelque  inUirH  à  étudier  les  [propriétés  du  second  pour  plusieurs 
raisons  : 

1"  Quand  les  deux  excentricités  sont  nulliîs,  les  deux  développenienls  se 
confondent,  quelle  que  soil  d'ailleurs  l'inclinaison; 
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1°  Hansen    s'est    servi    de    développements    procédant    siiivanl    lanomalie 
moyenne  d'une  des  planètes  et  l'anomalie  excentrique  de  l'autre; 

3°  Enfin  la  connaissance  des  propriétés  du  second  développement,  qui  sont 
plus  simples,  peut  nous  guider  dans  l'étude  du  premier  développemenl. 


Quoi  qu'il  en  soit,  le  carré  D-  esl  un  polynôme  du  second  degré  par  rapport 
;os  î<,  sin  m,  ces 
Si  nous  posons 


à  cos  î<,  sin  m,  ces  w',  sin  m'. 


e'"  =  X.,        e'"  =  y. 

D-  sera  un  polyiKjme  du  deuxième  degré  en  x,  -  j  y,  -  et  ^'- >-'D'-  se.ia  un  polj- 
nome  entier  en  x,  y,  soit 

x'-y°-D"-=F(x,y),        d'où  -=^. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  développer  -p  suivant  les  puissances  positives 
et  négatives  de  x  et  de  /. 

Je  traiterai  la  question  pour  un  polynôme  F  quelconque.  Pour  que  le  dihelop- 
pement  soit  possible  et  valable  pour 

il  faut  d'aljord  que  F  ne  s'annule  pour  aucun  des  systèmes  de  valeurs  de  .rel  île 
V  dont  le  module  est  égal  à  i . 

Sans  cela,  l'expression  —z  devenant  infini  ne  pourrail  |)lus  éire  développée 
v/F 

par  la  formule  d<>  Fourier. 

11  faut  ensuite  que  le  radical  ^F  revienne  à  sa  valeur  primitive  c[uand  l'argu- 
ment de  X  augmente  de  27:,  de  telle  façon  que  la  variable  x  déci'ive  la  circ(ui- 
férence  tout  entière  du  cercle  |  a;  |  =  i . 

Regardons  y  comme  une  constante;  le  polynôme  F,  considéré  alors  comme 
fonction  de  x  seulement,  a  un  certain  nombre  de  zéros.  Il  faut  que  le  nombre 
de  ces  zéros,  qui  sont  à  l'intérieur  du  cercle  j  :r  |  =  i ,  soit  pair.  Cela  doit  avoir 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  y  donl  le  module  est  égal  à  i . 

Mais  il  suffit  que  cela  ait  lieu  pour  j'  =  1  ;  en  effet,  faisons  décrire  au  point  y 
le  cercle  1^1^=1  tout  entier;  le  nombre  des  racines  de  l'écjuation  F  ^  o,  qui 
sont  à  l'intérieur  du  cercle  |  a:  |  =  i ,  demeurera  constant.  En  effet,  il  ne  pour- 
rail  changer  que  si  une  des  racines  venait  sur  la  circonférence  |  a?  |  =  i .  Or,  cela 
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n'est  pas  possible,  car  nous  avons  supposé  plus  liaul  que  F  ne  pouvait  s'annuler 
pour  |.rl=  I,  |j1=  I. 

Nous  supposerons  donc  que,  pour  >■  =  i ,  l'équation  F  ^  o  a  un  nombre  pair 
de  racines  à  l'intérieur  du  cercle  |  a;  |  =  i . 

Il  faut  enfin  que  le  radical  y/F  revienne  à  sa  valeur  primitive  quand  l'argu- 
nienl  de  y  augmente  de  2  tt. 

Nous  supposerons  donc  encore  qu(\  pour  x=  i,  l'équalion  F  =  o  (où  y  est 
regardée  comme  l'inconnue)  a  un  nombre  pair  de  racines  à  liuléiirur  du 
cercle  |  j  |  ^  i . 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 

Relations  de  récurrence  entre  les  coefficients. 

Nous  aurons  donc  le  développement  do  — =  sous  la  forme 

et  le  coefficient  A,,/,  sera  donné  par  la  formule 

—  I    iT  dx  dy  ;r— «-1  y-b-i 

4't-J/  \/F{x,y) 

L'inli'tcrale  double  doit  ôire  prise  le  long  des  deux  cercles 

1^1  =  1,       Lrl  =  i- 

Les  coefficients  A,,;,  sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  des  coeffi- 
cients de  F,  mais  nous  allons  voir  qu'il  v  a  entre  les  A„/,  des  relations  de  récur- 
rence de  telle  façon  qu'il  ne  reste  qu'un  nombre  Uni  de  iranscondanles 
distinctes. 

Pour  simplifier,  je  me  Ijornerai  d'abord  au  cas  où  (i  +  1  et6  +  1  sont  négatifs, 

de  telle  façon  que  le  numérateur  de  la  quantité  sous  le  signe  //  >  x~"^*y'''^^ 
soit  un  polynôme  entier.  Nous  verrons  plus  loin  que  les  autres  cas  se  ramènent 
aisément  à  celui-là.  S'il  y  a  entre  les  A„<,  («  +  1  <<  o,  i  +  1  <  o)  une  relation 
linéaire,  cette  relation  s'écrira 

Il  élanl  un  polynôme  entier.  Nous  avons  donc  à  reclierclier  quelles  sont  les 
relations  de  la  forme  (  1  ). 
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On  peuL  cil  irouver  de  la  luaniùrc  suivante  :  soit  P  un  polynôme  quelconque; 
on  aura  évidemment 

(2)  J  f^{P  ^F)  dx dy  =  o, 

car,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  x,  on  trouve  zéro,  puisqc  P  ^F  reprend 
la  même  valeur  quand,  x  ayant  décrit  toute  la  circonférence  |  a?  |  =  i ,  son  argu- 
ment augmente  de  2  71. 

D'ailleurs  toutes  les  périodes  de  l'intégrale  double  (2)  seront  nulles. 

Or 


^,<^^^)  =  7-p(S^-;S4 


La  relation  (  1  )  sera  donc  satisfaite  quand  on  aura 

dj;  1  dx 

De  même,  si  Q  est  un  polynôme  quelconque,  on  aura 

de  sorte  que  la  relation  (  1  )  sera  encore  satisfaite  quand  on  aura 

dy  2  dy   ^ 

Si  p  et  Q  sont  deux  polynômes  quelconques,  on  aura  encore 

mais  ce  cas  se  ramène  au  précédent,  car  on  a  évidemment 

S  .^  («  v-^)  - 1  è  («  ^'i') = %  («î  s  ^)  -  i  (q  I  /f  )■ 

Premier  cas. 

Le  polynôme  F  est  homogène  et  de  degré  m  en  x  et  en  y;  l'équation  F  =  o 
n'a  pas  de  racine  double. 

Nous  supposerons  également  que  le  polynôme  H  est  homogène  et  de  degré  q. 
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,lt'  tlis  alors  (juc  m  le  degré  q  csl  siiKisaniinenl  clc\(',  mi  |Hiiiirii  lioiivcr  tleux 
j)i)hiuuiu's  1'  el  Q  tels  qiu' 

(3)  n=fFH-i^P+'^F-.if  Q 

^  dx  1  dx  (/y  2  (ly 

cl.  par  cousi'ijuoiil.  ijiiL'  l'oii  aura  Imijours 

■  H  dx  dv 


P 


=  o. 


V/F 
Il  csl  clair  i|ii('.   M  1rs  [idlviiomos  P  cl  Q  smii  lioiiiogèncs  de  degré  y),  on  aura 

q  =  m  -^- p  —  \, 
ce  qui  exige  déjà 

q^  m  —  I . 

Mainlenaiil,  jinur  dclcruiiiu'r  les  polynoiucs  1*  et  Q,  je  \ais  opcrerdela  laroii 
sui^allle  :  Je  déterminerai  d'aliord  deux  polynômes  A  cl  B,  iiomogènes  el  de 
degré  y>,  par  la  relalion 

(4)  „  =  Af+B^. 

dx  dy 

Le  polynôme  H  conlienl  q -{-  i  coelficients;  en  idenlifianl  les  deux  membres 
de  l'équation  (4),  nous  trouverons  donc  q -^  i  équations  linéaires  auxquelles 
les  coefficients  de  A  el  de  B  devront  satisfaire. 

Le  poljnoine  A  conlienl/»  +  i  coefficients,  de  nuhnc  que  B;  nous  avons  donc 

■ip  -\-  1  inconnues. 

Si  donc 

5'<2/)+i,         d'où         q^im  —  3, 

nous  aurons  plus  d  inconnues  que  d'équations. 

Si 

^  =  2/>-t-i,         d'où         q  =  ■>  m  —  3, 

nous  aurons  autant  d'équations  que  d'inconnues. 
Si  enfin 

7>2/)-i-i,        d'où        q<.im  —  3, 

nous  aurons  plus  d'équations  que  d'inconnues. 

Je  dis  que  si  q'^2m  —  ?>,  on  pourra  satisfaire  à  la  relation  (4).  En  eU'el, 
nous  avons  supposé  que  l'équation  F  :=  o  n'avait  pas  de  lacine  douljle;  il  en 

résulte    que   -y-  el  y-   ne   peuvent' s'annuler    à    la    fois    (sauf    bien    entendu 

pour  a?  r=jv'  :=  o). 
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Supposons  d'abord 

q  ^  1  m  —  3,  d'oi'i         q  =  1  p  +  i,         /)  =  m  —  i. 

Nous  avons  alors  autant  d'équalions  que  d'inconnues;  nous  pourrons  donc  y 
satisfaire,  pourvu  que  le  déterminant  de  ces  équations  linéaires  ne  soit  pas  nul. 

Mais  si  ce  déterminant  était  nul,  on  pourrait  trouver  deux  polynômes  C  et  D, 
homogènes  de  degré />,  tels  que 

C  -; hD  -r-    =  O. 

ax  ay 

rfF      , .    .  ,  \    ■    T^dV        ,  .  dF      ,.    .  T-v 

-;- j  divisant  ie  produit  U  -7—  et  étant  premier  avec  -1— >  divisera  U. 
ax  '  dy  '  dy 

Mais  cela  est  absurde,  puisque  D  est  de  degré /?=;  w  —  2  et -y- de  degré 
m  —  I . 

Donc  le  déterminant  n'est  pas  md. 

Donc  on  pourra  satisfaire  à  nos  équations  et,  par  conséquent,  à  la 
relation  (4). 

Soit  maintenant  q^im  —  3;  alors  II  pourra  se  mettre  d'une  infinité  do 
manières  sous  la  forme 

H  =  G,I1,+  C2H2, 

lii  et  H2  étant  deux  polynômes  homogènes  de  degré  im  —  3,  Ci  et  Co  deux 
polynômes  homogènes  de  degré  q — -2/^  +  3. 

Alors  Hi  et  Ho  pourront  se  mettre  sous  la  forme  (4),  de  sorte  que 

H    -  A    '/F    ,    R    ^F 


Il  vient  alors 


H2=  Ao-j h  B»-^- 

ax  dy 


H  =  (C,A,-4-C2A2)^  +(C,B,+  C2B2)Î^, 
ax  dv 


de  sorte  que  H  est  mis  aussi  sous  la  forme  (4)- 

Si  enfin  q  <i:im  —  3,  tous  les  polynômes  H  ne  peuvent  pas  être  mis  sous  la 
forme  (4),  puisque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que  celui  des 
inconnues. 

Il  y  a  ^  +  I  polynômes  H  de  degré  q  linéairement  indépendants.  Sur  ces 
q  +  I  polynômes,  il  y  en  aura  au  plus  2p  4-2  =  2^  —  2  m +  4  que  l'on  pourra 
mettre  sous  la  forme  (4)- 
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.Il'  dis  (|ii"il  \  en  ;iiii;i  précisément  a/>  +  2;  lo  contraire  ne  puurniil  ;irri\er  l'u 
eHi'l  que  si  nn  île  CCS  poljnonies  ponvait  (5tre  mis  stms  la  forme  (4)  do  denx 
manières  difl'érenles.  Cola  entraînerait  une  ét;alit('  de  la  l'orme 

C^+D—  =0 

djc  c/y 

Or.  nons  avons  vu  qu'une  pareille  égalité  e>l  inijjussible,  si  le  dei;ré/)  de  C 
el  de  D  est  inférieur  à  m  —  i . 

Donc,  si  q<^i.m — 3,  il  v  aura  iq  —  2  7».  +  4  polynômes  H  de  degré  q. 
linéairement  indépendants,  cpie  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme  (4)- 

Combien  j  a-l-il  alors,  parmi  les  polynômes  de  tous  les  degrés,  de  polynômes 
II  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (4),  linéairement  indépendants 
entre  eux  et  indépendants  également  de  ceux  qui  sont  susceptibles  d'être  mis 
sous  la  forme  (4)  ? 

D'abord  tous  les  polynômes  de  degré  'im  —  3  ou  de  degré  supérieur  pouvant 
se  mettre  sous  la  forme  (4),  il  nous  reste  (2/7* — -3)  (m  —  i)  polynômes  de 
degré  inférieur  à  2/71  —  3. 

Parmi  ceux-là,  il  y  en  a  2  i  (/v  -1-  i  )  qui  peuvent  être  mis  sous  la  forme  (4)- 
Sous  le  signe  1  le  noml)rc/7  \arie  de  o  à  m  —  3. 

Donc 

2  2  (/)  -t-  1)  =  (//(  —2)  {m  —  i). 

11  reste  donc  [m  —  i  )-  poljnomes  qui  ne  peuvent  pas  être  mis  sous  la 
forme  (4)- 

Passage  de  la  forme  (4)  à  la  forme  (3) . 

Supposons  donc  (jiie  II  ait  été  mis  sous  la  forme  (4)i  '1  s'agit  de  le  mettre 
sous  la  forme  (3). 

Pour  c(da.  remarquons  que  l'on  a 

clF  dV 

rnl'  —  js  -, h  >■  -i-  • 

rfx       '    dy 

L'équalion  (3)  devient  donc 

~  dx\_i  m\dx        dyi\        dy  \_i  m\dx        dy  ) ] 

Si  donc  nous  posons 

y  _  dP       dQ 
dx       dy 
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on  devra  avoir 


(5) 


A  =  -  H , 

2  m 


A  cl  B  sont  coiiiuis,  il  faut  délennincr  Z,  P  el  Q. 

Différentions  la  première  des  équations  (5)  par  rapport  à  x,  la  seconde  par 
rapport  à  y  cl  ajoutons,  il  viendra 

dX       c/B       /,        il        \   I    d'L  dl\ 

-Zi ^  rj-  =  — I ■-• (^  Z} — ^y  -T-  )• 

dx        dy        2         m        ni\    dx  dy  ; 

Mais,  en  vertu  du  tliéorème  des  fonctions  lioinogènes,  on  a 

dl  dl. 


X 


Tx^yd-y  =  ^p-'y^- 


On  a  donc 

r/A       dQ 


dX       ^  _  y  /£       P_±_L\ 
dx         dy  \  2  m     / 


ce  qui  tlonne  Z;  Z  étant  connu,  les  équations  (5)  donneront  inimédiatenieul  P 
elQ. 

Si  donc  un  polynôme  H  peut  être  mis  sous  la  forme  (4),  il  peut  également 
être  mis  sous  la  forme  (3),  de  sorte  que  l'on  a 


/ 


H  dx  dy 


V/F 

Une  question  subsidiaire  se  pose  :  un  polynôme  homogène  H  peul-il  être 
mis  de  plusieurs  manières  sous  la  forme  (3)?  En  d'autres  termes,  peul-oii 
trouver  deux  polynômes  homogènes  P  el  Q,  tels  que 

L'équation  (6)  admet  une  solution  évidcnlc.  Soit  S  un  polynôme  homogène 
de  degré 

/'  +  I  —  m  =  q  -h  2  —  2  m. 

Il  est  clair  que  l'équation  (6)  sera  satisfaite  si  l'on  fait 

Pv/f  =  |(sfU       q^f=_^(sf^), 

H.  P,  -  VIII.  8 
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c'esl-à-dirc 

<1y        2     ay 

ox       1     dx 
C.i'ltc  Miliilioii  iiexisle  que  si 

p^  m  —  1 ,         d'où         q^i  m  —  2. 

Je  dis  qu'il  nV  en  <n  pas  d'aulre. 

Si,  en  efFel,  P  cl  Q  satisfont  à  l'équation  (6),  c'est  que 

<^\j¥  dx  —  V  ^Jf  dy  =  dT 

est  une  différentielle  exacte. 
Posons  donc 

Q^F  =  g,       Pv/F=-f; 

T  avant  |i(iur  dérivées  des  lonclions  liomogèncs,  devra  être  elle-nième  une  ionc- 
lion  homogène  (à  une  constante  près,  que  je  puis  supposer  nulle). 

La  fonction  iiomogène  T  sera  d'ailleurs  de  degré/J  H \-  i;  d'où 


Ainsi  T  est   égal  à  ^F  multiplié  par  un  polvnonie  entier  Qx — Vy.   Pour 
montrer  que 

T  =  SF*,         d'où         qx  —  ry  =  SF, 

il  sidfil  de  faire  voir  que  Qx  —  Vy  est  divisible  par  F.  En  effet  on  a 

dT       d\jF  ,=   d 


ou 


(/,-.^-M)QF  =  if(Q.-P^)^F^(Q.-P,), 
ce  qui  montre  que  I'"  divise  le  produit  -=--  {Qx  —  Pj')-  Comme  l'équation  F:=  o 

dp 

n'a    jjas    de  racine  double,   F  est  premier  avec  -i- ■  Donc  F  divise   Qx^Vy. 

c.    q.    F.    D. 
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Exposants  négatifs. 

Nous  avons  vu  que  le  coefficient  de  x" y''  était  donné  par  l'intégrale  doulde 

—  I    /T 'i'^  dy  .c-"-!  >— ''-1 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  «  +  i   et  6  +  i   étaient  négatifs,  de  telle 

façon  qu'au  numérateur  de  la  fonction  sous  le  signe  //  >  les  exposants  de  x  et 
de  y  soient  positifs. 

Ne  nous  imposons  plus  cette  restriction. 

Il  est  clair  d'abord  que  le  cas  où  un  de  ces  exposants  est  négatit,  et  celui  où 
ils  le  sont  tous  les  deux,  se  ramène  aisément  à  celui  où  ils  sonl  tous  deux 
positifs.  Supposons,  par  exemple,  que 

«  -<-  I  >  o,        6  -H  I  <  o; 
nous  poserons 

X  =  —.1  d  ou  V  (x.  y)  =  —   .  ; 

¥i{x\  y)  étant  un  polynôme  entier  en  x'  <-'X y;  l'intégrale  devient  alors 

et  l'on  voit  que  les  exposants  de  x'  et  de  y  sont  positifs,  au  moins  si  w  ^  4 • 
On  doit  donc  s'attendre  à  retrouver  une  théorie  analogue  à  celle  qui  précède. 
Mais  il  vaut  mieux  la  refaire  directement. 
Il  s'agit  de  trouver  les  relations  de  la  forme 


(Ibis)  ff 


H  dx  dy 

■     =  o, 


^F 


où  H  n'est  plus  un  pnlvnonie  entier  en  x  cl  y,  mais  un  polynôme  entier  en  x, 
y,  -  et-)  ou,  si  l'on  préfère,  un  polynôme  entier  en  x  cl  y,  divisé  par  une 
puissance  de  x  et  par  une  puissance  de  t.  Nous  aurons  encore 

si  P  et  Q  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  y,  -■,  -  • 

x    y 
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Il  s"ay,it  diiiic  du  \  oir  ^i  l'du  J)cliI  luellrc  11  sous  la  loriuc 

dx  1  dx  dy  1  dy 

ou  encore  sous  la  l'orme 

(4  OIS)  Il  =  A  -^ h  B  -^  , 

dx  dy 

A  et  B  élant,  comme  11,  P  cl  Q  des  ixiKnomcs  cnllers  cn:r,  r,  -  cL  -• 

Nous  continuerons  ù  supposer  que  F,  11,  P,  Q,  A,  B  soûl  iioniogèncs  eua^ct 
y  el  que  l'équation  F  =;  o  n'a  pas  de  racine  double. 
Nous  pourrons  alors  écrire 

H  =  H,^-«jP, 

a    el   ,5   étanl  des   entiers   positifs  ou  négatifs  el  Hi    un  polynôme  entier  en  x 
elj. 

Si  alors  on  peut  mellre  IIi  sous  la  forme  (4) 

dx  dy 

(ce  qui  arrivera  toujours  si  le  degré  de  Hi  n'est  pas  plus  petit  que  2  m  —  3), 
on  pourra  mettre  H  sous  la  forme  {!^bis) 

,,       .  fl  «'F       T,  B  '/F 

dx  -^     dy 

Mais  il  esl  aisé  de  comprendre  qu'un  polynôme  11  quelconque  peut  toujours 
se  niellrc  sous  la  forme 

le  degré  de  H)  étant  au  moins  égal  à  'im  —  3.  Car  on  peut,  sans  changer  II, 
multiplier  H|  par  x'^  (fji  étanl  arbitraire),  à  condition  de  changer  a  en  a  —  p.. 

D'où  cette  conséquence  : 

Un  polynôme  H  quelconque  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  (4  bis). 

Comment  maintenant  ])asscr  de  la  forme  (4  bis)  à  la  forme  (3  bis);  un  calcul 

tout  il  fait  analogue  à  celui  cjui  précède  montrerait  que  A,  B,  P  el  Q  sont  liés 

par  les  équations 

dP       dq 


\  dx        dy 

'  p  ...7 


(ibis)  /  A=   -  -t- — • 

2  m 
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On  en  déduirait 


^a*'-^> 


dx        dy 

De  celte  équation,  on  tirera  Z  et,  par  conséquent,  P  et  Q,  à  moins  que 
(7)  -  +  - =0. 

Cela  montre  que,  si  l'égalité  (7)  n'a  pas  lieu,  le  polynôme  H  peut  se  metli'c 
sous  la  forme  (3  bis)  ol,  par  conséquent,  que  la  relation  (  i  bis)  a  lieu. 

D'où  celle  conséquence  :  le  coefficient  de  x"^y^  dans  le  développement  est 
nul,  à  moins  que  l'on  ait 

1  /)  +  1 

-  -t- =  o. 

2  m 

Mais 

q  ^=  m  -\- p  —  1=  —  (I  —  b  —  9. 


La  relation  (7)  peut  donc  s'écrire 


a  +  0  = • 

2 

Le  développemenl  de -—  ne  conllcndra  donc  que  des   termes   tels    qui'   hi 

v/F 

somme  a  +  b  soit  égale  à 

2 

Ce  résultat  était  évident  d'a\ance;  c'est  une  conséquence  iuiniéiliah'  dr 
l'homoi'énéilé  de  la  fonction  -^  • 

Mais  nous  n'avons  pas  à  regreller  de  l'avoir  retrouvé  par  une  voie  détournée; 
car  les  équations  intermédiaires  que  nous  avons  obtenues  chemin  faisant  nous 
seront  nécessaires  dans  la  suite. 

Mais  poursuivons  et  supposons  que  la  relation  (7)  ait  lieu. 

Alors  les  équations  (5  bis)  entraîneront 

,  o ,  dK       d'È 

Ainsi,  pour  que  H  puisse  se  mettre  sous  la  forme  {5  bis),  il  ne  suffit  plus 
qu'il  puisse  se  mettre  sous  la  forme  {^bis),  il  faut  encore  que  la  relation  (8) 
ait  lieu. 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  Car  alors,  en  faisant 
P  =  2A,        Q  =  2B,        d'où        Z  =  o, 
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on  s.atistait  aux  équations  [bbis).  .l'ajoute  inihue  qu'on  peut  satisfaire  à  ces 
équations  (5  bis)  d'une  infinité  de  maniùrcs,  car  la  fonction  Zpeul  être  choisie 
arbitrairement. 

\ous  sommes  tlonc  amenés  à  nous  poseï'  la  question  suixante  : 

Peut-on  melire  II  sous  la  forme  [^\  bis)  et  cela  de  Icilc  façon  que  la  relalidu 
(8)  ail  lieu? 

La  relation  (8)  montre  que 

B  dx  —  Kdy  =  rfU 
cït  une  différentielle  exacte;  on  aura  donc 

B=^,  A=-'-^, 

dx  dy 

et,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

dM         dM       „ 

dx        ■    dy 

U  est  donc  un  polynôme  en  x^  y,  -  et  -;  il  est  homogène  et  de  degré  p  +  i 
enaJctjK- 

L'équalion  (4  bis)  devient  ah)rs 

H  -  —  —  —  —  — 
^^'  dx  dy        dy  dx' 

el  nous  avons  à  recherciier  si  l'on  peut  mettre  II  sous  la  foniu'  (9). 
.Soil 

U  =  Va;-«j)'-l^, 

V  étant  MU  polynôme  entier  et  homogène  d'oidro  //  en  x  el  en  >',  a  el  ,3  (''lanl 
deux  enlieis  positifs;  on  dc\ra  donc  avoir 

/t  —  a  —  [i=/)4-l=—  — • 

(^nant  à  II,  il  sera  de  la  foiuK! 

(10)  H  =  Rj.-«-'>~P-', 

R  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  homogène  de  degré  //  +  '"• 

Le  polynôme  R  eompicnd  // +  «t -f- 1   coefficients  el   le   pidynome   U    n'eu 

conlieni  qm-  //    ;-  1  • 

Quand  nous  voudrons  mettre  H  sous  la  forme  (9),  nous  n'aurons  doue  (pie 

h  -~  r  inrfmnues  pour  satisfaire  à  //  +  m  +  1  équations  linéaires. 
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Des  h  +  Jii  +  I  polynômes  H  de  la  forme  (  lo)  qui  sont  linéairemenl  indé- 
pendants, il  y  en  aura  au  plus  /;  +  i  que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme  (9). 

Je  dis  qu'il  'y  en  aura  précisément  A  +  i  ;  le  contraire  ne  pourrait  arriver  en 
efl'et  que  si  l'un  de  ces  polynômes  pouvait  se  mettre  de  deux  manières  diflé- 
rentes  sous  la  l'orme  (9)  : 

_  d¥  d\i       (IF  dU  _dF  dV       dF  dV 
dx  dy        dy  dx        dx    dy         dy    dx 


dF  Qf(U  — U')       ^  rf(U  — U')  _ 
dy  dx  dx  dy 

Cette  équation  exprime  que  U  —  Ll'  est  fonclion  de  F.  Mais  F  esl  homogène 
de  degré  m  et  U  —  U'  homogène  de  degré 

m 


On  dcvinil  donc  avoir 

II  _TI'  = 

v/F 


U— U'=  A=- 


Cela  esl  impossible,  puisque  U  —  U'  doit  être  rationnel. 

Donc  celle  circonslance  ne  pourra  se  présenter. 

Donc  il  y  aura  précisément  h  +  i  polynômes  indépendants  qu'on  pourra 
mettre  sous  la  forme  (9). 

Il  y  en  aura  m  qui  ne  pourront  se  mettre  sous  cette  forme  et  qui  seront 
linéairement  indépendants  entre  eux  et  avec  ceux  qui  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  (9). 

Mais  le  nombre  //  peu!  (Mie  pris  aussi  grand  que  l'on  veut.  Nous  arrivons 
donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Parmi  tous  les  polynômes  H,  en  nombre  infini,  il  n'y  en  a  que  m  qui  ne 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (9)  et  qui  soient  linéairemenl  indépendants 
entre  eux  et  avec  ceux  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (9). 

Ou  bien  encore  : 

Les  coefficients  du  développement  de  — =  sont  des  fonctions  transcendantes 

des  coefficienls  de  F.  Mais  toutes  ces  transcendantes  ne  sont  pas  distinctes 
entre  elles.  11  y  a  en  tout  seulement  m  transcendantes  distinctes. 
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Deuxième  cas;  cas  général. 

Supposons  (|ii('  1"  soil  un  polynonic  culirr  de  ili'>;ré  m,  non  homogène  en  x 
Cl  en  y. 

Nous  l'écrirons 

F  =  F„,+  F„,_,-H...+  Fo, 

en  (l(''sii;u;inl  par  F/,  l'onscnihlc  des  loriiics  Iioini)i;rnos  oi  iTordio  /,■  on  x  cl 
on  }•. 

Nous  supposerons  <ju(^  Fc-qnalion  F,„  =  o  n'a  pas  ilc  racine  iniilliplo.  Nous  ne 
supposerons  plus,  saut'  avis  conlraii'e,  que  les  polynômes  II,  1*,  Q,  .  .  .  soni 
iiomogènes. 

Il  s'agil  de  déterminer  les  relations  de  la  forme  (i)  ou  (  i  &w);  je  vais 
commencer  par  étudier  exclusivement  les  relations  de  la  forme  (  i  j.  Je  su|)po- 
serai  donc  que  H,  P  et  Q  sont  des  polynômes  entiers  (homugènes  ou  non)  en  x 
et  r;  je  me  propose  de  chercher  quels  sont  les  polynômes  H  qui  peuvent  se 
mellre  sous  la  forme  (3). 

Suii  (j  le  degré  de  H;  écrivons 

Il  =  H,,+  H,/_,  +  ...-i-no, 

II/,  représenlaul  l'eusenihle  des  termes  homogènes  el  d'ordi'e  /.-. 

Comme  H,y  et  Y „,  soni  homogènes,  comme  F,,;  =  o  n'a  pas  de  racine  mulliple, 
nous  pouirons  toujours  Irouver  deux  polynômes  P^,  el  Q^  homogènes  d'ordre 
/y  =  (y  —  ///  +  I  el  Uds  qu(; 

Cela  sera  toujours  possible,   comme  nous  l'avons  vu,  à  la  roudilion  fpie 

q^l  m  —  3. 
Soil  maintenant 

dx  1  dx     '         dy  2  dy 

Le  polynôme  H',  «pii  |)eui  se  metlre  sous  la  forme  (3),  ne  sera  plus  homo- 
gène, mais  il  sera  de  degré  rj  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  q  sera  précisé- 
menl  Hy,  de  sorte  que  le  polynôme  H  —  IF  sera  de  degré  q  —  i . 

Ainsi,  si  q'^2  m  —  3,  on  pourra  regarder  H  comme  la  somme  de  deux  poly- 
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nomes,  l'un  susceptible  d'être  mis  sous  la  forme  (3)  et  l'autre  de  degré 
moindre. 

Le  degré  peut  être  ainsi  abaissé  jusqu'à  2  ni  —  4-  ^J'os  d  n'y  a  que  (a/u  —  3) 
(m  —  i)  polynômes  linéairement  indépendants  d'ordre  iin  —  4- 

Il  y  aura  donc  au  plus  (2  ?n  —  3)  (m — 1)  polynômes  non  susceptibles 
d'être  mis  sous  la  forme  (3),  linéairement  indépendants  entre  eux  et  de  ceux 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  (3). 

Mais  ce  nombre  peut  encore  être  abaissé. 

Soient  P"  et  Q"  deux  polynômes  quelcunqui's  d'iirdre  ni  —  ,'1  au  plus,  cl 
soit 

,r=:^'F+i^P"-.f^'F+i^Q". 
ax  2  ax  a  y  1  ay 

11  est  clair  que  H"  sera  d'ordre  1  m  — 1\  au  plus. 

^      .,  (m  — 2)(/?i  — i)        ,  .,      ,  .,       , 

(Jr  il  y  a  polynômes   d  ordre   ni  —  o;   donc  nous  pourrons 

(m  —  2  )  (m  —  I  )        1  , ,  ,  ,  ,-. 

trouver  ^^ — ■  polynômes  P  et  autant  de  polynômes  (^. 

Nous  pourrons  donc  former  [m  —  ^){"i  —  1)  polynômes  H";  je  dis  qu'ils 
seront  linéairement  indépendants. 

S'ils  ne  l'étaient  pas,  en  elfet,  c'est  (pf(ui  pourrai)  iroiner  deux  polynômes 
P"  et  Q",  d'ordre  m  —  3  au  plus  et  tels  que 

^F+lfp"^^F+l:J^Q-=o. 
ax  1  ax  ay  2  dy 

Soit  p  le  degré  de  celui  de  ces  deux  polynômes  doni  le  degré  est  le  plus 
élevé;  nous  aurons 

p  ^in  —  3. 

Soient  P^,,  Q|^  l'ensemble  des  termes  de  degré />  de  P"  et  de  Q".  P"  et  Q"^  ne 
pourront  être  identiquement  nuls  tous  les  deux. 
On  devrait  avoir 


(12) 

dx  ^"'^  2     dx^P-^   dy   ^'"-^  2     dy   Q"-"' 

ou  bien 

{12  bis) 

rp;,  ^  X  id^i  ^  d%\-\  ^  ./F„rQ';  ^  y  idr. 

H.  P,  —  VIII. 
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Comme  W^"  cl  '—r^  soal  niciuicrs  cnlrc  eux,  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si 
dx  (/)•  '  '  ^ 

-£  H (  -7-2  -+-  -^        «tait  divisible  par     — r-^ 

2         '«  V  "■''  '0'  /  "y 

el 

-^  +  ■-     —r'-  H ■—        divisible  par      — ; — • 

2  m  \  dx  dy  I  dx 

Mais  —j^  et  -T-r  ''l'Hil    ilDiilri'    III  —  1    nr    peuvent   diviser   deux   polynômes 
d'ordre  plus  |)clil.  Donc  la  rclulnui  (  \->.hix)  ne  pourrnil  avoir  lieu  que  si  l'on 

2  lit  \  dx  dy  I 

2  m  \  dx  dy  / 

En  diflerenliaul  la  première  écpialion  par  rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport 
à  )',  et  ajoutant,  en  tenant  compte  du  théorème  des  fonctions  homogènes  on 
trouve 


\  2  m    I  \  dx  dy  / 


d'oi' 


p;=Qp=o, 


ce  qui  est  impossible,  puisque  P^  et  Q^,',  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois. 
Les  relations  (  1 1  )  et  (  12)  sont  donc  impossibles. 
Les  (to  —  2)  (m  —  i)  polynômes  H"  sont  distincts. 
Il  y  a  donc  au  plus 

{■1  m,  —  3)(/n  —  \)  —  {in  —  i){in  —  i)  =  (m  —  i)' 

polynômes  H  qui  ne  peuvent  être  mis  sous  la  forme  (3)  et  cpii  sont  indépen- 
dants entre  eux  et  de  ceux  qui  sont  de  la  forme  (3). 

Ce  nombre  peut-il  être  réduit  davantage  ? 

En  d'autres  termes,  existe-t-il  des  polynômes  d'ordre  2 /« — -4,  autres  que 
les  polynômes  H",  et  susceptibles  d'élre  mis  sous  la  forme  (3)  ? 

.Soit  H  un  de  ces  polynômes  et  soit 

(.3)  H=^F^-lf  P  +  ^F+i^Q. 

dx  1  dx  dy  1  dy 

.Soit  p  le  degré  de  P  et  de  Q;  on  devra  avoir />  >  m  —  3,  sans  quoi  H  serait 
un  des  polynômes  H". 
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Comme  H  osl  siip})osé  de  degré  2  m — 4i  'os  termes  de  degré  '^itn  —  4 
devront  disparaître  dans  le  second  membre,  en  particulier  les  termes  de 
degré  p  +  m  —  i . 

On  aura  donc 


ou  bien 


;^^(P,,  V^.)  +  ^(QWF™)=o, 


Q,,/F„,  =  g,       ^,;F,„=-;^^ 


T  étant  une  fonction  de  x  çX  y  liomogène  de  degré /)  +  — 
Le  théorème  des  fonctioAs  homogènes  donnera 


(y  +  7  -*-  > )  T  =  s/F„,  (Q^^  -  Ppy). 


On  verrait,  comme  plus  liant  dans  l'étude  cK'  l'écpiation  (6),  que  Q^j?  —  ^pY 
est  divisible  par  Fm- 
On  aura  donc 

Qpa:-P/,.K  =  SF„„ 

S  étant  un  poljnomc  liomogène  de  degré /»  +  i  —  m. 
On  aura  alors 


[-4(-J]*4[^(-'^]-- 


d'où 


^F 
Or  un  a 


i=^[p,..|(s.l)].^.[.,P-^(s.^)]. 


|(5rî)  =  >.VF.       ^M)  =  QVF, 


P'  et  Q'  étant  des  pol_)iioiaês  de  degré />  dont  les  termes  d'ordre/*  sont  précisé- 
ment Vp  et  Q/j. 
Il  vient 

-|  =  ^(P_P)VF-.|(Q-Q')v'F, 
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ce  qui  montre  que  les  pulynonu's  I'  el  (^  pemenl  i}lre  remplace»  par  les  polj- 
noiiies  P  —  P'  Cl  Q  —  Q',  qui  suni  île  degré  moindre. 

Done  le  det^ré  des  polviiomes  l'  el  O  peut  loujoias  être  abaissé  et  cela 
jusqu'à  ni  — 3.  de  telle  façon  que  H  n'est  antre  chose  qu'un  polynôme  H". 

Il  y  a  donc  précisément  {m  —  i  )-  polynômes  disliitcts  non  susceptibles 
d'être  ramenés  à  la  forme  (3). 

Les  coefficients  du  développeiuenl  où  les  exposants  — a  —  i  et  —  b  —  t  sont 
positifs  dépendent  donc  au  plus  de  (m  —  i  )'-'  transccntlantes. 

Exposants  négatifs.  ' 

11  est  l'iicile  d'étendre  ces  résultats  à  l'élude  des  relations  de  la  forme  (  i  bis). 
Supposons  donc  que   H,  P  et  (^  soient  des  pcilyiiomes  entiers,  non  plus  en  x 

et  )',  mais  en  x.  Y,  -  et  -• 

Nous  poserons  alors 

où  a.  el  p  sont  des  entiers  positifs  et  II',  P',  Q'  des  polynômes  entiers  en  x 
etj-. 

Les  \aleurs  des  entiers  positifs  a  et  (3  seront  regardées  comme  fixes,  mais 
pourront  d'ailleurs  être  prises  aussi  grandes  qu'on  voudra.  Je  désignerai  tou- 
jours par  q  le  degré  de  H,  c'est-à-dire  le  degré  des  termes  de  H  dont  le  degré 
d'homogénéité  en  x  et  en  y  sera  le  plus  élevé. 

Je  désignerai  de  même  par/»  le  degré  de  P  et  de  Q. 

Je  représenterai  par  H^  l'ensemble  des  termes  de  degré  q  de  H,  par  P^,  et  Q,, 
l'ensemble  des  termes  de  degré/?  de  P  et  de  Q. 

Je  désignerai  par  q'  le  degré  de  H',  par/j'  celui  de  P'  et  de  Q',  de  sorte  qu'on 
aura 

q'  =  q  -i-  u  -\-  ^^  -\-  ■!,         />'  =  /)  -H  a  -t-  [j  +  I , 

d'où 

q'  =  /'  -+-  m . 

Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  H',  P'  el  Q'  seront  alors 

a;a+ij?+iH^,     a;«j)',8+iP/,,     .r»+'_>-?Q^. 
On  tiic  de  là 

•     '  1      dx         1  ■'  dy  \     dx       •'    dy  I 
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Posons-nous  maintenant  le  problème  suivant  : 

Existe-t-il  deux  polynômes  P"  et  Q"  entiers  et  homogènes  en  x  et  y  et  tels 
que  l'on  nit 

/,5^  H,  ^  d  /p"v/f:;\     d  /q'Vf;; 

^     '  \/ïr;        dx\x^y?+^l        dy\x''-+^y"^ 

La  lelation  (i5)  peut  s'écrire 

en  posani,  pour  alu'c'^er. 

rf.j:        ■     dy 
Nous  devons  d'alxud  nous  demander  si  l'un  peut  melire  11,^  sous  la  (orme 
(i6)  jI,,^a+.^.p+,=  Ax'-5^H-Bj^, 

analogue   à    la    loiiiie   ('()•    Diius    celle   (■(pialKin.    A   et   B   sunt   des  |)(ilyn(unes 
entiers  et  homogènes  en  x  k^X  y  dont  le  degré  est  évidemmeiity/. 

Nous  supposerons,  pour  éviter  loute  difficulté,  non  seulemeni  que  l'expiation 

F„j^  o  n'a   pas  île  rariin'  iiiiihiple.    ruais  ipie  — ~  n'esl  pas  di\  isihle  par  ./■.  ni 
d¥ ,n  r\  1-   •  ii^ m  dl' ,,, 

—, —  iiar  y.  Dans  ces  connilions,  x —r-  el  f — ; — s(uit  premiers  eiilre  i'ii\. 

d.c     '        ^  c/x  ■       dv  ' 

En   raisonnaiil   alors    ccimiiie    sur   re([uali(iu   (4  >•    on    \errail    (iiie   Ion    peiil 
loujoiirs  mettre  11,^  sciiis  hi  f'nrme  (i<i),  poiii\ii  (iiie 

(/^  2  111  —  I. 

Une  fois  H,,  mis  sous  la   l<jriiie  (  i(>).  lums  deleinnnercms  P"  et  Q"  à  laide  des 

(■quations 

^        P"        Z  ^       Q'        Z 

2         m  2         m 

d'où  Ton  déduit 


X  —, h  Y  ~, -j.  \  —  ;i  B  =  z     — h . 

ax       ■    (/)■  \  2  ni      ' 

On  tirera  de  là  Z  et,  par  conséquent,  P''  et  Q",  à  moins  que  l'on  ail 

/       \  I  o  -+-  I 

(17)  -+i^ =0. 

2  m 

Donc,  H,y  |)()iiria  loiijiuirs  se  mettre  sous  la  forme  (la),  pourvu  que 

I          o  -HI  ^ 
q^iin  —  I,  7-^    <"• 
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Si  lu  iL'lalioii  [\-)  etail  salisl'aile,  on  verrail,  comme  à  propos  de  lu  discussion 
de  l'équation  (8),  que,  parmi  les  polynômes  H,a;*+*7p-*-i  de  degré 

q  =(^-+-x-l-P-l-2  =  a-t-;i-+-— ) 

il   ii'\    rii  a  (iiic  III   (ini    xiiclil    (li>lincl>  cl    non    siiscc|il  ililcs   d'clr-i'    mis   Sdus   lu 
iVnini»  (^1 .")  ). 

i*osons  niainlenanl 

H"  d  (  P"s/F   \        '/  /  Q'Vt' 


./Fa;*-*-'7f +•        f/a;  \ x'^y'^^'^  J       dy  \  x'^^^y'^ 

Le  polynôme  H"  ainsi  défini  est  de  lu  l'ornu^  ('4))  ses  ternies  du  degré  le  plus 
élevé  sont  H,a;''+'j'î^+*,  puisque  P"  et  Q"  sont  définis  par  la  relalion  (i5). 

Donc  H' — H"  est  de  degré  c{ — i;  donc  H'  est  la  somme  de  deux  polynômes, 
l'un  H"  de  la  forme  (i4))  l'autre  H' — H"  de  degré  moindre.  Le  degré  de  H 
poul  donc  être  réduit,  à   moins  qu'il   no  soii  plus  polit  que  a/»  —  r,  ou  égal 

a  a  +  (3  +  — . 

De  plus,  parmi  les  polynômes  de  degré  «  +  (3+  —  >  il  n'y  en  aura  que  m 

réellement  distincts  et  dont  le  degré  ne  po\ura  être  réduit  (la  réduction,  une 

t'ois  l'étape  a  +  (3  -i franchie,   pourra  être  poussée    sans    obstacle  jusqu'à 

1111  —  2  )  • 

Il  n'y  a  donc  que  m,  iiolynonics  n'clloniênl  dislincts,  de  degré  plus  grand 
que  p.»i  — 2  et  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (i4)- 

C(jmme  le  nombre  des  polynômes  de  degré  im  —  2  est  égal  à  m(^:im — i), 
nous  pouvons  conclure  qu'il  y  a  au  plus  im-  polynômes  distincts  qui  no 
peuvent  se  niellre  sous  la  forme  (i4)-  Mais  ce  nombre  peut  encore  être  réduit  ; 
et,  en  effet,  il  y  a  des  polynômes  de  degré  im  —  2  qui  peuvent  se  mettre  sous 
lu  Ton  lie  (i4  )  ;  on  l(;s  obi  icul  en  prcnunl  pour  P'  et  Q'  des  [)olynomes  quelconques 

de  degré  m  —  a.  Or  il  y  a  — (m  —  i)  polynômes  P'  et  autant  de  polynômes  de 
degré  m  —  2.  Cela  fera  donc  tu- — m  polynômes  de  degré  m  —  9.  et  de  la 
forme  (ï4)' 

Je  dis  qu'ils  sont  tous  linéairement  indépendants. 

Si,  en  eflet,  ils  ne  l'étaient  pas,  on  poiuiaii  irouvcr  deux  polynômes 
d'ordre  m — a,  tels  que 


dx  \.r«/fi 


+1  y     ,iy  \  x^+ïy? 
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OU  en  appelant  P"  et  Q"  les  termes  d'ordre  le  plus  élevé  de  P'  et  de  Q' 


dx  \x''-y'i'+^  ]        dy  \a;*+'j-3 

Cette  équation  est  de  m^me  roriiie  <juc  (i5)  (siiuf  cpie  ll,y  csl  nul);  elle! 
entraînerait  donc 

ou  (puisque  A  et  B  sont  d'ordre  inférieur  :i  m  (■Iniil  du  même  ordre  que  P" 
ou  Q    et  que,  d  autre  part,  x--t-  aX.  y -t-  sont  premiers  entre  eux  1 

A  =  o,         B  =  o, 

ce  qui  entraîne 

P"=0"=., 

à  moins  que  la  relation  (17  )  n'ait  lieu;  or  nous  pouvons  toujours  supposer  le 
contraire,  puisqu'elle  entraînerait 

/)  =  a  -I-  [i ^ — h  I  ; 

que  l'on  a,  d'ailleurs, 

p'  ^m  —  2 

et  que  l'on  peut  supposer  a  et  (3  aussi  grands  que  l'on  veut   .  Il  faudrait  donc 

que  P"  et  Q"  fussent  nuls;  et,  comme  ce  sont  les  termes  du  degré  le  plus  élevé 
de  P'  et  de  Q',  il  faudrait  que  P'  et  Q'  fussent  nuls. 

Nos  m-  —  m  polynômes  sont  donc  linéairement  indépendants.  Il  reste  donc 

2 m-  —  {m-  —  m )  =  m- -t-  m 

polynômes  réellemenl  distincts  et  non  susceptibles  de  se  mettre  sous  la 
forme  (i4)- 

Comme  cela  a  lieu,  (pielque  grands  que  soient  a  et  (3,  nous  conclurons  que 
nos  coefficients  dépendent  au  plus  de  m^-\-  m  lianscendantes  distinctes. 

Ce  nombre  peut-il  encore  être  réduit? 

Voici  comment  la  question  se  pose  :  Nous  avons  trouvé  qu'un  certain  nombre 

de  polynômes  en  .r,  y,  —■>  -  de  la  forme 
X    y 
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OÙ    H'   est   un    pulvuome  d'ordre  (/'  en  x  cl   )',   pourraieiiL  (Mrc   mis   sous  l;i 
tonne  (3  bis),  et  cela  de  telle  façon  (|uc 

(19)  '^  -  a;«rf*+'  '  ^       ^a+'jfs' 

P'  et  Q'  étant  dos  polynômes  d'ordre  //^  y' —  m  en  a;  el  en  y. 

Quand  un  polyncime  H  pourra  se  nieLUc  sous  la  l'orme  (3  bis),  elcela  de  telle 
façon  (jue  I'  et  Q  soient  de  la  forme  (19V  je  dirai,  pour  al)réi;er,  rpu?  H  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (3  ter). 

L'analyse  qui  précède  m(ni(re  que  certains  polynômes  de  la  forme  (18) 
pruM'ut  se  iiK'llii'  sous  la  forme  (3  tr/-);  elle  iiioulre  en  même  temps  qu'il  n'y 
en  n  pas  d'autres. 

Ce  qu'il  nous  reste  à  voir,  c'est  si  certains  polynômes  ne  pourraient  être  mis 
sous  la  forme  (3  bis)  sans  pouvoir  être  mis  sons  la  forme  (3  ter). 

On  aurait  donc 

et  l'un  pont  ra  il  (•l'iire 

Q' 


P= — -, — ,       0  = 

Le  polynôme  H  pourrait  ainsi  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis);  mais,  pour  que 
celte  forme  ne  se  confonde  pas  avec  la  forme  (3  ter),  il  faut  : 

1"   Ou  liii'u  qiir  II  soil  |)lus  ;;rand  ipic  a; 

2"  <)u  liirri  (pir  //  Ndli  plus  grand  ipie  |j ; 

3"  On    liHMi   i'u(iu  que  le  degré  /y' des  polynômes  P'  et  Q'  soit  plus  grand 
que  1/ —  m. 

Nous  pourrons,  d'ailleurs,  toujours  supposer  a^ac,  fe  ^  (3. 

Je  dis  d'abord  que,  si  a  >■  a,  a  peut  être  diminué  d'une  unll(''.  On  a  en  effet 

,   ,  f  N      i„  A   «       P'     dF       Q'      dp       „l     dP'  dQ'  ^,       ,„,\ 

'  -^  1.      dx        1  •'  dy  \     dx       ■'   dy  j 

Le  premier  membre  étant  divisilde  par  .r,  11  doit  en  être  de  même  du  second. 
Donc  on  aura  |)Our  a?  =  o 
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Nous   supposerons    que,    pour  a;  =  o,  le  polynôme  F  est  premier  avec  le 

polynôme  y -r"  Cette  équation  nous  montre  alors  que,   pour  x  =  o,  Q'  est 

divisible  par  F;  soit  donc 

Q'  =  — «UF. 

Cette  égalité  ayant  lieu  seulement  pour  x  =  o,\]  sera  un  polynôme  entier  en  y. 
Posons  maintenant 


P"v/F 

■   d  /  UF^  \ 

dy  \  x'^yf'  J  ' 

Q'VF    _    d  / 

xn-hlyh          dx  \ 

^x"y'' 

d'où 

(21) 

d  f  p'Vf  \      (1 

dx  \  x''y''->-'  J  """  dy 

\x''+iyà  J 

et 

Q"=  xi  -—¥  -h  'ii-^)  —  «UF, 
\dx  ■?dx  J 

P»  =  _,(^F-.1U^)^-6UF, 
■    \dy  -i      dy  j 

ce  qui  montre  que  pour  x=o,.  on  a  Q":=Q',  et  par  conséquent,  à  cause 
de  (ao),  P"=P'.  Donc  les  deux  polynômes  P'— P",  ^^^—(^f  sont  divisibles 
par  X. 

Mais  à  cause  de  (ai)  on  auia 

JI_  _  _rf_  (P'— P")^F  ^   d_  (Q'— Q")v/F 
J'y  ~  dx       a;"j*+i         '    dy        x"->-'yt' 

Comme  P' — P"  et  Q' — Q"  soni  divisildos  par  x.  un  voit  que  la  valeur  de  d 
se  trouve  abaissée  d'une  unité.  c.  q.   f.   d. 

On  démontrerait  de  même  que  b  peut  être  abaissé  d'une  unité  s'il  est  plus 
grand  que  {3. 

Je  dis  maintenant  que  //  peut  être  abaissé  d'une  unité  s'il  est  plus  grand 
que  q' —  m. 

Je  n'ai  presque  rien  à  changer  à  la  démonstration  analogue  de  la  fin  du 
paragraphe  précédent. 

Soient  P"  et  Q"  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  P'  et  de  Q',  on  devrait 
avoir 

d  /p"/f;;\  ,  d  /q-'v/f;;^ 


dx  Xx"  yf'+i  I        dy  \  xo+i  v* 


o. 


H.  P.  -  VIII. 
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OU  bien 

Q'  y/F^  _  dT  P"  yJVTn  d'T 


i/F 
AT  =  -^-4(0"— P"), 

A'  élanl  le  degré  d'homogénéité  de  T;  d'où 

/T        iQ"-P"^F„,  Vm     d  »F;„(Q"— P")  _  kQ"V 


JVrnf^~, —  =  ~  — :: — 
^  <1x         ■}.      X"}" 


^y"_P"). 


r*       c/x         x''y''  dx  x''+^  >■*  .r""*"'  y* 

Celte  équation,  que  l'on  peut  mulliplier  par  x"^' y'',  montre  que 

(Q"_P'')j:'^^"' 


c^a; 


est  divisible  par  F,„  :  et,  comme  x —r^  est  premier  avec  F„,,  que  Q" — P",  es 

divisible  par  F,„. 
Soit 

Q"-P"=SF,„. 
Nous  poserons 

Q'"  ^J¥         d      SF^  P'"  y/F    _        d      SF^ 


xa-i-\yb        dx  kx'^y''  x<'yl>->-^  dy  kx"y'> 

On  en  conclut  : 

i"  Que  Q'"  et  P'"  ont  mêmes  termes  de  degré  le  plus  élevé  que  Q"  et  P"  de 
façon  que  les  polynômes  P" — P'",  Q" — Q'"  sont  de  degré  moindre; 


a*  que 

d     P"'v/F  d    Q'"v/F 


=  0, 


dx  x^/'+i        dy  x'^-i-'y'' 
d'où  enfin 

H    _    d   (P"—P"')s/F         d   (Q"— Q"')v/F 
Jp  ~  dx        x''y''-^>  dy        x''->-^y'' 

On  voit  que  le  degré  des  polynômes  a  été  abaissé.  c.   q.   f.   d. 

La  démonstration  se  trouverait  en  défaut  si  l'on  avait 

k  =  o, 

ou 

m  , 

p  -i =  a  -h  b, 
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OU 


■  IH =0. 


Dans  re  cas  on  lioiive  simplemonl 

Q"=  P". 

Nous  ne  jjouvuus  donc  plus  atiirmer  tjiu'  T  soit  de  la  forme 

où  s  est  un  polynôme;  ni  même  que  T  ne  soit  pas  transcendant.  La  discussion 
laite  plus  haut  à  propos  du  cas  où  F  était  supposé  homogène  nous  a  même 
montré  que  parmi  les  intégrales  de  la  forme 

P"  y/F^  /  dv       dx' 


_   f  P"  y/F,,,  /  ^_^\ 


où  ]-*"  est  un  polynôme  homogène  tl'ordre  a  -\-  b -;  que  parmi  ces  inlé'grales, 

dis-je,  il  y  en  a  qui  sont  transcendantes  cl  qui  sont  des  combinaisons  linéaires 
de  m  transcendantes  distinctes. 

Parmi  les  polynômes  P"  il  y  en  a  donc  w,  distincts  entre  eux,  et  qui  peuvent 
ainsi  donner  naissance  à  des  transcendantes.  Supposons  cependanl  que  l'inté- 

orale  T  ne  soit  i)as  Iranscendanle.  Je  tlis  (iirclle  sera  de  la  fiuMuo ^-  Pour 

»  I  1  x'^yi' 

nous    en    rendre    compte,    regardons    un    instant    )'  comme   une  constante  et 

développons  suivant  les  jniissances  de  ./•  —  .ru,  ^o  étant  une  valeur  quelconque 

de  X. 

Si  Xa  n'est  pas   nul  et  si   [x  —  Xa)   n'annule  par  F,„,    hi   quantité    sous    le 

signe    /  ne  contiendra  que  des  puissances  entières  et  positives  de  x  —  Xt,;  il  en 

sera   donc    de  même    de  T;   si  Xo  n'est   pas  nul,  -j~  ne  contiendra  (|ue  des 


puissances  positives  entières  et  impaires  de  ^x  —  x»-  Cela  montre  que  T  est 
égal  à  une  fonction  To  de  >',  plus  une  fonction  de  x  et  de  y,  changeant  de 

signe  avec  \/ x  —  Xo  et  divisible  par  (^  —  ^o)'-   Comme  -i—  doit  changer  de 


signe  avec  \/ x  —  Xs>,  nous  voyons  que  la  fonction  To  de  y  doit  se  réduire  à  une 
constante  cjue  nous  pouvons  laisser  de  côté;   de  sorte  que   finalement  cette 


76  LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOUBLES. 

1 

fonction   ne    conlioiil   {x  —  Xo)'    qn  à    «les   puissances    impaires   et  au  moins 

égales  à  3. 

,4        .  T 

La  conclusion,  c'est  que  T  est  di^isible  par  V'f^^.  puisf|uo  — 5-  ne  devient  pas 

infini  pmii-  :r  =^  Xo\  on  a  donc 

SF- 


T  = 


.rv-y 

el  il  nous  reste  à  montrer  que  p.  et  v  sont  précisément  égaux  à  a  et  b.  Pour  cela 

dT 

dx 


développons  sui^ant  les  puissances  croissantes  de  x;  le  d{''\el(>ppement  de -1- 


couimencaul  iiar  un  terme  en  x~"~^  el  celui  de  -.-  par  uu  terme  en  x"" ',  celui 
de  T  devra  commencer  par  un  leriiie  en  x'";  d'où  a  z=  p.  c.   o.   F.   n. 

-,  ,  .  SF^ 

Comme  T  est   de   la    Inriue  -^^ — -1   le  reste  du  raisonnement  se  i)oursuivrait 

x"  y"  ' 

comme  plus  haut  et  le  degré  des  p(il\  luinieN  ne  peut  être  ahaissé. 

Nous  n'avons  donc  à   nous  occuper  (|ue   des   ti>   Iranseeudaules  T  et  des  //( 
polynômes  P"  correspondant. 

Soit  P"^  Q"  l'un  de  ces  polynômes;  écrivons 

11=  ''  ( -^"-^^'  ^ .  d  (  v"^¥ 


Ix  \  x"yt'^'^  J        dy  \  x"+^ y 

Nous  aurons  formé  un  polynôme  H  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis)] 
je  dis  qu'il  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  (,'>  ter).  Si,  en  efFet,  il  pouvait  se 
mettre  sous  la  forme  (3  ter),  on  pouiiail  liouver  deux  polynômes  P'  et  Q' dont 
les  termes  de  degré  le  plus  élevé  sont  P"  et  Q"^  P"  et  qui  seraient  tels  que 

,/  (  r,l¥\  ,   d  (  qVf  _^_ 


dx  \ûC"  >'*-*■!  /         i/y-  \  ,*«+'  }''  ^ 

Cela  voudiail  dire  qu'il  exislerait  u\u'  inlégrale  de  difTérenlielle  lolale 

v/F    /Q'dx        Y"  dy 


J    x''y''  y      :r 


y 

Cette  intégrale  devrait  <^tre  transcendante;  el  adiiuîttre  des  périodes  cycliques, 
puisque,  pour  x  al  y  très  grands,  elle  se  réduirait  sensiblement  à 

C  \fV^i  1  dx       dy  ' 


r  \JV,n  /  ^  _  ^  \ 
J    x"y''  y   X  y  ) 
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qui  esl,  par  hypothèse,  l'une  de  nos  m  iranscendantes  oL  qui  admet  des 
[)ériodes  cycliques. 

Mais  il  est  absurde  de  supposer  que  l'intégrale  T  admette  des  périodes 
cycliques.  Elle  ne  pourrait  en  avoir,  en  eflVt,  que  si  la  surface 

admettait  des  cycles  linéaires.  Nous  verrons  plus  loin  qu'elle  n'en  admet  pas, 
si  le  polynôme  F  est  indécomposable,  ce  qui  est  le  cas  général. 

Donc  l'hypothèse  faite  au  début  était  absurde  et  nos  polynômes  ne  peuveni 
se  mettre  sous  la  forme  (o  ter). 

Il  y  a  donc  m  polynômes  qui  peu\enl  >e  mettre  sous  la  forme  (.5  bis),  sans 
pouvoir  se  mettre  sous  la  forme  (3  1er)  et  il  n'y  en  a  que  m. 

Il  nous  restait  ni- -\- m  polynômes  distincts  ne  pouvant  se  mettre  sous  la 
forme  (3  ter);  il  restera  donc  m-  polynômes  distincts  ne  pouvant  se  mellrc 
sous  la  forme  (3  bis).  Ce  nombre  ne  peut  plus  être  réduit,  au  moins  dans  le  cas 
général. 

Donc  les  coefficients  ilu  développeiiicni  de  — —  dépendent  au  |)lus  de  ni- 
transcendanles  distinctes. 

Autre  démonstration. 

On  jiouriail  l'iicore  raisonner  comme  il  suit  : 

Donnons-nous  la  valeur  de  q'  et  clioisissons-là  de  façon  que  la  relation  (17) 
n'ait  pas  lieu.  Alors  nous  pourrons  affirmer  que  tout  polynôme  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (3  bis)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme  (3  ter). 

II  y  a  — — polynômes  de  degré  cj' .  Les  polynômes  P'  et  Q'  sont  de 

degré 

p'=  q' —  m. 

II  y  aura  donc  — -^ polynômes  P'  et  autant  de  polynômes  Q'.  Nous 

pourrons  donc  former  (/>'+  i)  (/''+  2)  combinaisons  de  la  forme  (3  ter). 

Mais  nous  devons  observer  que  toutes  ces  combinaisons  ne  sont  pas 
distinctes;  combien  y  aura-t-il  de  relations  entre  elles?  Pour  former  toutes  ces 
relations,  nous  n'avons  qu'à  rechercher  toutes  les  identités  de  la  forme 

d    pVf        'l    qVf 


(22) 


dx  so"}-''^^        dy  x''+^y>> 
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CfUf  iili'ulilé  iiiouln.'  que 

J    .r"y''  \      X  y     ) 

osl  une  iulégralo  de  dilléreuliullc  loule. 

Je  dis  que  cette  intégrale  ne  peut  être  iransccndanlc.  En  eil'et,  si  elle  était 
transcendante,  il  faudrait  (ju'elle  eùl,  soil  des  périodes  cycliques,  soit  des 
périodes  polaires. 

.rappelle  y>t'riorfe  cyclique  celle  ipie  l'on  oixient  (piand  le  point  a?,  y  décrit 
un  contour  fermé  (cycle  linéaire)  (ce  conlour  l'ernié  ne  poiivani,  par  déformation 
continue,  èlre  ramené  à  un  contour  inliniment  petit  sans  passer  par  un  point 
singulier). 

J'appelle /^(f n'ocre  polaire  celle  (pu'  l'on  oblienl  quand  le  point  x^  y  décrit 
un  contour  fermé  infiniment  petit  autour  d'un  poini  pour  lequel  la  fonction 
sous  le  signe    /    devient  infinie. 

Il  n'y  a  pas  de  période  cyclique. 

Et,  en  eil'et,  un  cycle  linéaire,  s'il  existait,  pourrait  toujours  être  décomposé 
en  cycles  élémentaires  formés  chacun  d'un  double  lacet  entourant  deux  points 
de  la  courbe  F(a;,  y)^o;  tel  est  le  double  lacet  qui,  enveloppant  les  deux 
points  ±:  i ,  définit  l'une  des  périodes  de  l'intégrale 

dx 


/■ 


v'(  I  —  j;-  )  (i  —  k'-x-  ) 

Mais  si  la  couri>e  F'(x,  y)  :=  o  est  indécomposable,  ce  que  nous  supposerons, 
les  deux  points  de  celte  courbe  enveloppés  j)ar  le  double  lacet  peuvent 
s'échanger  et  se  confondre,  de  sorte  (|iie  le  lacet  devient  infiniment  petit.. 

il  n'y  a  donc  pas  de  cycle  linéaire. 

Il  n'y  a  pas  non  plus  de  période  |i(daire. 

En  ellet,   la   fonction  sous   le  signe     /    ne  devu'ut  infinie  (juc  pour  ^^o 
el  pour  y  =  o. 

Développons  suivant  les  puissances  Aç  x;  le  développemenl  de -^  se  présentera 

sous  la  form(^  2, — ^'  ""  ■'^ij.  ^'^^  '""'  fonciion  <!<' J'J  considérons  en  particulier  le 
terme  —  ;  c'est  celui-là  qui,  par  intégration,  pourrait  introduire  la  transcen- 
dante Ai  La?. 

Mais  alors  il  y  aurait  dans  -7—  le  terme  \-.x—r^i  et  comme  ce  terme  n'existe 

■>  dy  dy 

,  CE  A 1  T  •  I  •  A 

pas,  c  est  que  — ^  n^  o,  c  esl-a-dirc  que  Ai  osl  uue  constante. 
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Mais,  d'autre  part,  Aj  doit  changer  de  signe  avec  \/F.  Donc,  Ai  est  nul. 

Nous  n'aurons  donc  ni  la  transcendante  Lx,  ni  pour  la  même  raison  la 
transcendante  hy. 

Donc  l'intégrale  T  est  algébrique. 

Considérons  maintenant  y  comme  une  constante  et  soit  Xu  une  valeur 
quelconque  de  x.  Si  cette  valeur  n'annule  pas  F,  nous  verrons,  comme  plus 
haut,  que  T  est  développable  suivant  les  puissances  de  x  —  Xo]  si  celte  valeur 

annuleF,  nous  verrons  comme  plus  liaui  que  T  est  divisible  par  (a;  —  Xo)'. 

Nous  conclurons  de  tout  cela  que  T  est  divisible  par  F'-,  et  nous  écrirons 

xv-y 
S  étant  un  puljaome.  On  verrait,  comme  plus  haut,  que 

[Jl  =  M,  V  =  6, 

ce  qui  donne 

T=Hi. 

On  voit  que  S  est  un  polynôme  de  degré/*' — m. 

Il  j  aura  autant  de  relations  (22)  que  de  polynômes  S;  c'est-à-dire 

(/)' —  m  ■+-  i)(p' —  m  -+-  ?,) 
2 

11  y  a  donc 

(/'-'-')(/'  -+-2) — -!^ ■ 

combinaisons  distinctes  de  la  l'orme  (3  /cr),  et 

polynômes  distincts  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  l'oriue  (.'3  bis). 

C.     Q.     F.     D. 

Cas  des  racines  multiples . 

Dans  l'exposé  qui  précède,  nous  avons  l'ait  diverses  hypothèses;  nous  avons 
supposé  entre  autres  choses  que  l'équation  F^  =  o  n'avait  pas  de  racines 
multiples. 
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Mais  loutos  ces  hypothèses  ninaii'ul  pas  pour  ctl'ol  de  reslreinch-e  la 
généralité.  C'est  ainsi  que  le  cas  où  l'équalioii  a  tles  racines  miihiples  est  un 
cas  particulier  île  celui  où  clic  n'en  a  pas. 

Mais,  ilans  le  cas  général,   il  y  a  entre  les  eoelficients  du  développement 

de  — -  un  certain  nombre  de  relations  linéaires. 
v/F 

Le  passage  à  la  limite  suffirait  pcnir  uidulrei'  qu'il  y  en  a  au  moins  autant 
dans  un  cas  particulier  quelcou(pie. 

Les  coellicienls  dépendent,  dans  le  cas  général,  d'un  ct'rlain  nombre  de 
transcendantes  distinctes;  dans  les  différents  cas  particuliers,  ce  nombre  peut 
(liiuiuuei-.  mais  il  ne  peut  jamais  augmenter. 

i\ous  a\ons  \u  ipi'il  y  a  m-  pcdvnomes  distincis  luiii  susceptibles  de  se  mettre 
sous  la  forme  (3  bis);  il  y  en  aura  au  plus  ni-  dans  les  cas  particuliers. 

La  discussion  de  chaque  cas  particulier  serait  sans  doute  intéressante,  mais 
je  nie  bornerai  aux  cas  qui  se  présentent  en  Astronomie. 

Application  à  la  fonction  perturbatrice. 

Nous  avons  posé  dans  l'introduction 

u  et  u'  étant  les  deux  anomalies  excentriques. 

Alors  les  coordonnées  de  la  première  planète  sont  de  la  forme 

C| 

1-  C-2+  C3X, 

X 

tandis  que  celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 

Cl 

y 

Le  carré  de  la  distance  des  deux  planètes  D^  sera  donc  un  polynôme  du 
deuxième  degré  en  x,  y,  -  et  -•  C'est  ce  polynôme  que  j'appellerai 
désormais  F  (a:,  y)\  il  contiendra  des  termes  en 

x"-,  y"-,   ^y,   ^,  y,    h   ^-■,  y--,   ^~'/~'.   -«"'i  7~S   ^y~'>   ^~\r- 

Je  poserai  aussi  quelquefois 

a;"-y"-F{x,y)  =  F'(x,y), 

et  F'{x,  y)  sera  un  pohnome  entier  en  x  et  y. 
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Pour  avoir  le  coefficient  de  x- ^  il  siiffii  de  donner  à  u  une  valeur  dont  la 
partie  imaginaire  est  négative  et  très  grande,  ii!  conservant  une  valeur  finie. 
Alors  la  distance  D  est  sensiblement  égale  à  la  distance  de  la  première  planète 
à  l'origine,  c'est-à-dire  à 


"& 


l         ex         e  \ 

a(\  —  e  cos  K 1  =  «     I • I 

\  -1         2X  / 


OU  sensiblement  — 


aex 


Le  coefficient  de  .r- est  donc — —y  a  étant  le  grand  axe  et  e  l'excentricité. 

La  même  analyse  montre  que  le  coefficient  de  x  -  est  le  même. 

De    même    les    coefficients   de  y-    et  y~'-    sont   tous    deux  égaux   à 


4     ' 
a'  et  e'  étant  le  grand  axe  et  l'excentricité  de  la  seconde  planète. 

Pour  trouver  le  coefficient  de  xy  observons  que,  si  les  parties  imaginaires 

de  u  et  de  u'  sont  toutes  deux  négatives  et  très  grandes,  chacune  des  planètes 

se  trouvera  sur  l'ellipse  qu'elle  décrit  en  un  point  très  éloigné  de  l'origine. 

Si  donc   nous  appelons  1  l'angle  de  l'asymptote  (imaginaire)  à  l'une  de  ces 

ellipses  avec  l'asymptote  de  l'autre  ellipse,  le  coefficient  de  "ixy  sera 

aea'e 

—  cos  A. 

4 

L'angle  X  est  toujours  imaginaire  et  cos/  plus  grand  que  i  s'il  est  réel. 
Comme  chaque  ellipse  a  deux  asymptotes,  nous  avons  quatre  angles  ).  qui 
correspondent  aux  coefficients  de 

ixy,     2xy—',     2X—^y,     ■îx—'y—K 

L'angle  À  ne  peul  être  égal  ni  à  o,  ni  à  tt,  puisque  les  asymptotes  sont 
imaginaires  et  situées  dans  deux  plans  réels  difl'érents.  Les  termes  du  second 
degré  de  F{x,  y)  ne  peuvent  donc  se  réduire  à  un  carré  parfait. 

Si  l'une  des  excentricités  est  nulle,  e  par  exemple,  les  termes  en  x-  et  x~- 
disparaissent;  mais  le  terme  en  xy  ne  disparaît  pas,  bien  que  son  coefficient 

ae  a  e 

cos  /. 

4 

contienne  e  en  facteur,  parce  que  cosX  devient  infini. 

Quant  à  F'(a;,  y)  =  :c'-j-F(a;,  y),  c'est  un  polynôme  du  sixième  degré, 
généralement  indécomposable. 

La  courbe 

Y'{x,  y)  =  o 

H.  P.  -M...  ^^7  3<i>^ 


8a  LES    PERIODES    DES    INTEGRALES   DOUBLES. 

est  une  courlu'  du  Mxiùiiic  d('i;ré,  avoc  un  poinl  diiiihle  à  l'origine  el  deux  [ximls 
douilles  à  1  iiilim. 

Celle  C(nirl)e  se  décompose  dans  deux  cas  : 

i"  Si  l'inclinaison  esl  nulle,  elle  se  décompose  alors  en  deux  courbes  du 
troisième  degré; 

2"  Si  les  deux  excentricités  sont  nulles,  elle  a  alors  pour  composanles  les 
deux  axes  tie  coordonnées  el  une  courbe  du  fpialriéme  degré  avec  deux  points 
doubles  à  l'infini. 

Alors  F{x.  y)  admet  des  termes  en 

•^y,     ar,     y,     I,     x-i,    y-\     ^-'>-',     x-^y,     xy-K 

.Mais,  de  plus,  le  polynôme  présente  une  symétrie  particulière. 

Il    ne    change    pas    quand    on    permute   x   et    >',    ni    quand    on    change    x 

en   —  el  y  en  -  • 

X      •  y 

Je  n'examinerai  dans  la  suite  que  le  cas  général  et  celui  où  les  deux 
excentricités  sont  nulles. 

Bien  d'autres  cas  particuliers  mériteraient  quelque  altention  :  celui  où 
l'inclinaison  est  nulle,  celui  où  les  deux  grands  axes  coïncident  entre  eux  et 
avec  l'intersection  des  plans  des  orbites,  celui  où  ces  deux  plans  se  coupent  à 
angle  droit  et  où  linir  intersection  coïncide  avec  le  grand  axe  de  l'une  des  deux 
orbites,  etc. 

Intégrales  de  différentielles  totales. 

Il  paraît  nécessaire  de  revenir  sur  la  démonstration  que  j'ai  donnée  de  ce  fait 
que  les  intégrales  de  difFérentielles  tolales  dépendant  de  yF  ne  peuvent  être 
transcendantes,  afin  de  voir  si  elle  s'applitpie  aux  cas  parliciiliers  que  je  veux 
maintenant  étudier  en  détail. 

Quand  M.  Picard  a  annoncé,  pour  la  première  Ibis,  que  la  surface  la  plus 
générale  de  son  degré  ne  possède  pas  de  cycle  linéaire,  ce  fait  a  causé  un  grand 
élonneiiienl.  On  sera  moins  étonné  maintenant  que  la  surface 

z"-=¥ 

n'en  possède  pas  non  plus  (piand  le  polynôme  F  est  indécomposable. 

Revenons   sur   la    di'-nionslration.    Soit   A    un    point    singulier   quelconque, 
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c'esl-à-dirt'  un  ensemble  de  valeurs  complexes  de  x  el  de  j' qui  annule  F(x,j'). 
J'appellerai  lacet  un  chemin  d'intégration  composé  comme  il  suit.  On  prendra 
pour  point  de  départ  un  point  quelconque  O  non  singulier,  choisi  comme 
origine  de  tous  les  lacets.  On  ira  de  O  à  un  point  A'  infiniment  voisin  de  A  en 
suivant  un  chemin  quelconque;  on  décrira  un  contour  infiniment  petit 
enveloppant  le  point  A,  de  façon  à  revenir  au  point  A',  et  l'on  reviendra  de  A' 
en  O  par  le  môme  cliemin. 

Le  lacet  sera  dit  rectiligne  si  le  chemin  OA'  est  rectiligne. 

Je  représenterai  par  (A)  l'intégrale  prise  le  long  de  ce  lacet  en  parlant  du 
point  O  en  attribuant  au  radical  un  signe  convenu  une  fois  pour  toutes.  Je  la 
représenterai  par  [A]  si  le  lacet  est  rectiligne.  Je  remarque  deux  choses  : 

i"  Une  période  quelconque  de  l'intégrale  sera  une  combinaison  linéaire  à 
coefficients  entiers  de  périodes  de  la  forme 

[A]-[B], 

A  et  B  étant  deux  points  singuliers  quelconques; 

2"  Soient  deux  lacets,  l'un  rectiligne,  l'autre  non  rectiligne-,  enveloppant  un 
même  point  singulier  A.  Soient  [A]  et  (A)  les  deux  intégrales  correspondantes  ; 
la  difl'érence 

(A)-[A] 

sera  égale  au  double  d'une  période. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  le  polynôme  F  indécomposable,  et  supposons 
que  nous  ayons  /(  +  \  points  singuliers  tpil  peuvent  être  distincts 

Ao,     A|,     A2,     A„. 

Nous  pourrons  alors  avoir  /(  périodes  distinctes 

[A„]-[A,],     [A,]-[A.] [A„_,]-[A„]. 

Je  dis  qu'elles  sont  toutes  nulles. 

En  effet,  le  polynôme  P'  étant  indécomposable,  les  points  Ao  et  Ai  peuvent 
s'éclianger.  Je  puis  faire  varier  d'une  manière  continue  Ao  de  façon  qu'il  vienne 
en  Al.  Le  lacet  rectiligne  entourant  Ao  se  ciiangera  en  un  lacet,  généralement 
non  rectiligne,  entourant  Ai,  de  sorte  qu'on  aura 

[Ao]  =  (A,). 
Mais    (Al)  —  [A-i]    est    le  double    d'une    période.   Nous   avons    donc   entre 
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I 

0 

o 

o 

0 

I 

o 

o 

o 

o 

I 

o 

o 

o 

0 

I 

nos    /*    péridilf--    imc    oiiiiulion    linéaire    à    coefficicnls   entiers.    L(^  coefficienl 
de  [Ao]  —  [Ai]  est  impair,  celui  des  autres  périodes  esl  paii-. 

Nous  tronverions  de  même  n  —  i  autres  équations  linéaires.  Le  délerminaul 
de  ces  équations  ne  saurait  être  nul.  En  ell'el,  il  esl 


^i         (modî). 


Donc  les  n  périodes  sont  nulles.  c.   q.   r.   d. 

Qu"arrive-t-il  maintenant  si  le  polynôme  F  est  décomposable?  Si  alors  Ao 
et  Al  appartiennent  à  deux  facteurs  différents  de  F,  Ao  ne  s'échange  plus 
avec  Aj.  Mais  voici  comment  on  peut  raisonner  : 

En  faisant  varier  Ao  et  Ai  d'une  manière  continue,  je  pourrai  les  amener  en 
deux  points  Bo  et  Bi  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre  et  infiniment  voisins  de 
l'un  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  dans  lesquelles  se  décompose 
la  Courbe  F  =  o. 

Alors  les  lacets  rectilignes  [A„]  el  [Ai]  se  changent  dans  les  lacets  non 
rectilignes  (Bo)  et  (Bi),  de  sorte  que 

[A„J-[B„],     [A,]-[B,] 

seront  des  doubles  périodes. 

Maintenant,  en  faisant  varier  d'une  manière  continue  Bo  et  Bi,  je  puis  faire 
tourner  B„  autour  d(!  Bi  ;  alors  [Bo]  et  [Bi]  se  changent  respectivement  en 

3[Bo]-2[B,],     a[B„]-[B,], 

d'où 

|B„]  =  3[B„]-2[B,] 


ou 


[Bo]  =  [B,]. 


On  en  conclut  qui-  [ Ao]  —  [Ai]  est  encore  une  double  période,  et  le  reste  de 
la  di';mon-,lration  se  |)OMisuit  comme  plus  haut. 

Cette  démonstration  suppose  que  Bo  peut  tourner  autour  de  Bi,  sans  qu'aucun 
autre  point  singulier  soit  très  voisin  de  Bo  el  de  Vu.  C'est  ce  qui  arrivera  si  la 
courbe  F  =:  o  se  décf)mpose  en  plusieurs  courbes  irréductibles,  mais  de  telle 
sorte    qu'aucun    p<jinl   d'intersection    de   deux   de   ces   courbes    composantes 
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n'appartienne  à  plus  de  deux  composantes  et  ne  soit  pas  un  puinl  double  pour 
l'une  d'elles. 

La  démonstration  s'applique  donc,  soit  dans  le  cas  général  du  problème  du 
développement  de  la  fonction  perturbatrice,  soit  dans  le  cas  particulier  où  les 
deux  excentricités  sont  nulles. 

Ainsi  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 


fiRdx-^-Sdy), 


où  R  et  S  sont  rationnels  en  x,  y  et 


ne  peuvent  avoir  de  périodes  cycliques,  mais  seulement  des  périodes  polaires. 
Elles  ne  peuvent  donc  ôtre  transcendantes  sans  être  logarithmiques.  Elles 
seront  donc  de  la  forme  suivante  : 

A,  fogR,-t-  A2  logR,-!-.  ..-><-  Kp  logRp+  T, 

où  Ri,  Ro,  .  .  . ,  Rp  et  T  sont  rationnels  en  x.,  y.,  z  et  où  A),  A2,  .  .  . ,  A,,  sont 
des  constantes. 

Mais  il  y  a  plus  :  si  R  (ainsi  que  S)  esl  égal  à  z  multiplié  par  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  de  y,  notre  intégrale  doit  changer  de  signe  quand  on 
change  z  en  — z.,  de  telle  sorte  qu'elle  devra  être  de  la  forme 


P,(:r,j,-.)+^='''°P.(x,r,-^)^---^^'''°"P,(x,.>-,-.-) 


où  U  esl  rationnel  en  x  et  j',  où  les  P  sont  des  polynômes  en  x,  j',  z  et  les  A 
des  constantes. 

Alors  le  dénominateur  commun  île  R  el  S  doit  être  de  la  forme 

P,(x,y,  z)P,(.r,.,-,  -5)P.(x,^-,  3)P2(j;,  r,  -  z) .  .  .V  ^{x,  y,  z)-Pp{x,y,  -  z). 
Nous  sommes  donc  conduits  à  la  règle  sui\ante  : 

Soit 

B  rfj;  -(-  C  r/)' 


/ 


z  ■ 


D 


une  intégrale  de  différentielle  totale,  où  B,  C,  D  sont  des  polynômes  entiers 
en  X  el  y.  Supposons  cette  intégrale  logarithmique  et  soit  Di  l'un  des 
facteurs  de  D. 
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l^ii  coitrbc  gnuchv 

n,  =  o,      ¥  =  Z-- 

doit  se  décomposer  en  deux  autres. 

Dans  les  intégrales  qiu'  nous  avons  à  envisager,  le  dénoniinaleur  est  de  la 
forme  .r*>?,  a  el  j3  ('lanl  îles  entiers;  il  n'y  aurait  donc  aucune  difficulté  si  les 


deux  courbes  gauches 


^  =  0,  F' =3', 

y  =  o,  F'  =  Z- 

étaient  indécomposables.  Mais  ce  n'est  pas  ce  qui  arrive.  Pour  j?=o,  F' se 
réduit  à  a-y'-,  el  pour  j' =-o,  à  b-x-,  a  et  b  étant  des  coefficients  constants. 

La  démonstration  donnée  plus  haut  dans  un  cas  analogue  n'est  donc  plus 
applicable  cl  il  faut  en  chercher  une  nouvelle. 

S'il  existait  une  intégrale  logarithmique,  elle  serait  de  la  forme 


/Xdx  -^-B  r/y    ,—, 


X«-yP 

A  Cl  B  étant  des  polynômes  en  x  el  y. 

Si  nous  faisons  x  =  const.,  elle  deviendrait 


fcdy^F', 


qui  devrait  admettre  une  période  polaire  quand  on  tournerait  autour  de  y  =  o, 
el  ne  devrait  pas  admettre  de  période  cyclique. 

C  serait  un  polynôme  entier  en  y  el  -• 

Comme  F'  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  y,  je  poserai 

el  je  désignerai  par^'o,  J'i,  y^^  J)':i  les  quatre  racines  de  l'équation 

F'=o. 
Nous  aurons  alors 

_         7(  U  tl  )  l(  U  -i-  (l) 

•■'"^  '  <j(ii  —  b)n(u-i-b)^ 

où  k,  a  el  b  sont  des  constantes. 

Alors  CF'  qui  est  un  polynôme  entier  en  y  el      sera  une  fonction  doublement 
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périodique  du  u,  ne  changeant  pas  quand  on  cliange  u  en  — u.  Elle  admettra 
quatre  pôles,  à  savoir  zfc  a  et  ±  b. 
Nous  aurons 

f  Cdysl¥'=  ÇCF'  du. 

Décomposons  CF'  en  éléments  simples,  il  viendra 

CF'  =  «!  i^  (  K  —  a  )  —  in'C,{ii  -^  a)  -ir  n'C,(  u  —  h)  —  n  Ç  (  «  -t-  6  )  -t-  /; 

où  »i.  II.  p.  If,  r  sont  des  coefficients  conslants  et  w\  H  dépend  des  dérivées 
secondes  des  Ç  ou  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé. 
La  partie  transcendante  de  l'intégrale  sera  donc 

rs{u  —  b)                  a(ii  —  l>) 
III  It^S—, h  II  lo"  — ;—  -h  pu 

-i-y[i;((<— «)-t-Ç(  a -Ha)]  + /•[!;(«  —  6)-i-î(  M -1-6)]. 

Notre  intégrale  ne  doit  pas  admettre  de  période  cyclique,  cette  partie 
transcendante  ne  doit  donc  pas  changer  quand  u  augmente  de  2Wi  ou  de  20)2. 

Si    u    augmente    de    20),    Ç(«)    augmente    de    2ifj    et    (t(«)    est    multiplié 

par — e2Yi(u+o>)_ 

Donc  notre  transcendante  augmente  de 

—  ^my\a  —  ^ii-r\b  -+-  2pM  ■+-  4(<7  +  '')'1- 

Cette  expression  doit  s'annuler  qiumd   ou  dcuine  à   w,   soit  l'indice    1,   soit 
l'indice  2,  en  donnant  à  r)  l'indice  correspondant. 
On  aura  ilonc 

ma  -i-  nb  ^  q  -h  r,         /'  =  o- 

Faisons  maintenant  varier  x  d'une  manière  continue;  a  et  b  varieront  d'une 
manière  continue,  /«,  /;,  q  et  /■  restent  constants  et  p  doit  rester  nul. 

Il  y  a  deux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  une  des  racines  de  F'^  o  (je  puis 
toujours  supposer  que  c'est  celle  que  j'ai  appelée  y'o)  devient  nulle.  Si  a?  tourne 
autour  d'une  de  ces  deux  valeurs,  en  décrivant  un  cercle  très  petit,  j'o  tourne 
autour  de  zéro.  Alors  a  se  change  en  — a  el  b  ne  change  pas. 

Comme  notre  relation  doit  toujours  subsister,  nous  aurions 

—  ma  -{-  nb  ^  q  -\-  r,         d'où         m  =  o. 
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ISous  tniiivcrions  de  m(^iiie 

n  =  o,  d'où  q  -i-  r  =  o. 

Ci'la  montre  que  notre  intéf;rale  est  algébrique.  c.   q.   f.   d. 

Cette  démonstration  .s'applique  au  cas  général;  dans  le  cas  particulier  où  les 
excentricités  sont  nulles,  la  démonstration  est  encore  plus  facile. 
En  etVet,  si  l'intégrale  est  de  la  forme 

A  dx  -i-  B  dy    ,—y 


r\dx-hB  dy    ,- 


elle  ne  pourrait  avoir  di'  point  singulier  logarithmique  que  pour  x  =  o, 
ou  y  ^  o,  ou  a;  =  00  ,  ou  y  =  aa  . 

Or  F'  est  égal  à  xy.,  multiplié  par  un  polynôme  du  deuxième  degré  tant  en  x 
qu'en  y. 

Si  donc  on  suppose  x  très  petit  et  qu'on  développe  suivant  les  puissances 
de  X,  on  n'aura  que  des  puissances  impaires  de  \Jx\  on  n'aura  donc  pas  de 
terme  en  —  qui  introduirait  un  logarithme. 

Donc  a;  =  o  n'est  pas  un  point  singulier  logarithmique  et  il  en  est  de  même 
de  y  =  o,  X  =  oQ,  y  ^  00  .  c.   Q.   F.   n. 

Cas  général. 

Nous  avons  \u  que  dans  le  cas  général,   cesl-à-dirc  si  les  excentricités  ne 
sont  pas  nulles,  ni  les  inclinaisons,  F  est  un  polynôme  du  deuxième  degré. 
Désormais,   sauf  avis  contraire,  j\'iiteiids  [xiv  /xtlynomc  de  degré  />,  un 

jxtlynotne  de  degré  p  en  x,  y,      )  ->  de  telle  sorte  ([ue  dans  cliacun  de  ses 

X    y 

termes  la  somme  des  valeurs  absolues  des  exposants  de  x  et  du  y  soit  au  plus 

égale  à  /;. 

Soit  alors  H  un  polynôme  de  degrc'^  q.  Il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  trouver 

deux  polynômes  P  et  Q  de  degré /^  et  tels  que 

^=^UPv/F)-.|;(rQv/F), 


Il  oir 


Nous  généraliserons  en  supposant  qu(^  F  esi  un  polynonu'  de  degré  ni. 
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Si  Ion  a 

q  =  p-^  '". 

nous  dirons  que  le  polynoniu  H  pont  se  inellre  sous  la  forme  (2.3  bis^. 
Si  l'on  a 

<7  </)  -I-  wî, 

de  telle  façon  que  les  termes  de  degré  p  +  m  se  détruisent  dans  le  second 
membre  de  (23),  nous  dirons  que  H  peut  se  mettre  sous  la  forme  (23  ter)  et  ce 
que   nous   avons   d'abord   à   établir,    c'est   que   si   H  peut   se  mettre  sous  la 
forme  (23  ter),  il  peut  se  mettre  sous  la  forme  (23  his). 
Pour  cela,  j'adopterai  la  notation  suivante.  J'appellerai  : 

Hi  l'ensemble  des  termes  de  H  du  degré  le  plus  élevé  (c'est-à-dire  de  degré  (/), 

en  X  et  y\ 
Hj  l'ensemble  des  lermes  de  H  du  degré  le  plus  élevé  (c'esl-à-dire  <lc  degré  y), 

I 

en  X  et  -; 

y 

H;i  l'ensemble  des  termes  de  H  du  degré  le  [ilus  élevé  (c'esl-à-dire  de  degré  q), 
en  \,c\  y, 

H,  l'ensemble  des  lermes  de  H  du  degré  le  plus  élevé  (c'est-à-dire  de  degré  q). 

I        I 
en  -  et  -• 

^     y 

Je  définirai  de  même  F,,  F,,  F,.  V„  P,,  P.,,  P,,  P,.  Q,,  Q.,,  Q,,  Q,. 
Je  remarque  que  Hi  et  IL  ont  un  terme  commun,  le  terme  en  xi\ 
Je  l'appellerai  Hj;,;  je  définirai  de  môme  Hij,  Ho,,  H^,.,  Fj,,  ....  Cela  posé, 
en  prenant  les  termes  du  degré  le  plus  élevé,  en  x  et  y,  on  aura,  siq:=  p  +  m. 

Si,  au  contraire,  H  es!  de  la  forme  (23  (er),  les  lermes  de  degré /^ -|- /«doivent 
disparaître,  el  Idn  aura 


(2'.) 


„    /      «'P,  r/Q,  '  1  /  ^F,  ,^    ^F,\ 


^(.P.v/F.)-|(rQ.v/F.)  =  o. 

Cela  montre  que 

jQi  slV^dx  —  xV,  \lf\dy 
H.  P.  —  VIII. 
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csl  imc  ililliTfiil  icllc  l'Miclc  ([lie  j":i|i|)('ll('riii 

./(Ty/F,). 

(Vi-si  iinr  Idiiclidii  lioiiiof;^!!!'  de  (lof^ré  y>  +  2  H on  x  v\  )".  on  a  donc 

(^  +  2  +  ^^  T  v/f;  =  xy  v/F^(Q,-  P,  ). 
,1c  poserai  Qi — l'i  =  lli,  •'!  je  Iroiivcrai 

(  /^  +  2  +  "'  )  y'h  V^t-'.  =  ^  (^.VR,  y/F,  ) 


2  7  ■     ^  r/.c 

OU 


(25)  //)  +  2-t-  y)'^^''*'^-'''^''''"^    ■^■'   "^  *■''"*"   "■"i''^ 


fl'Rj  ^,        I      ^   ^F, 


Celle   ('final  Ion    inoiilic  (|ne  X-j-^^t  esl   divislhlc  |iar  1'',   (  el   coiimie  Fi   est 

|ii-eniieiavee.r-y-^)  dans  K' cas  général  1,  (|iieRi  est  divisible  par  Fi  (remarquons 

en  passani   (pie,   d'api^'s  leur  d(''linilion,   l''i,   1%,   Qi,   Ri   sont  des  polynômes 
entiers  en  ./'  el  y).  Soil  donc 

H,=  /;,-+-2-4-^')S,F,. 

On  \iiii  (pie  Si  sera  un  polynôme  entier  hoinoj^èiie  et  d'ordrey>  —  m  en  Xfly. 
(  )n  aura  dailleiirs 

■^^'^^  =  ^(^■^*'''')'      '^'''  v/F^  ="  |;(^7SifI). 

Les  lermes  du  def;iv  /)  +  //(  en  X  el  -  df)iv('nl  disparaître,  ce  (pii  donne 

on  liieii 

rQîV^Fs  «/^  —  xPn  v/Fo  dy  =  rf(T  v/F»), 

Ty/Fj  élanl  une  fonction  homogène  de  de^n^  /)  H en  .r  et     ;  on  a  donc,  jiar 

le  thi'-orème  des  fondions  liomogènes, 

(p  +  ^)  T  y/r;  =  xy  v/Fs  (Q2+  P.). 

Si  je  pose  Qj+P2z=K.j,    je   reiroiiverai   une  (jipialion  analogue  à   (:>,.)).  où  le 
coefficienl /;  +  2  H sera  reniplacij  par />  H el  on  l'indice   1   sera  partout 
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remplacé  par  l'indice  2.   Celte  équation  montre  que  R^  e^l   di\isil)lc  par  F2. 
Posons  donc 

52  sera  un  poljnome  homogène  de  degré/»  —  m  en  x  et  -  et  l'on  aura 

^Q,  ^r,  =  ^  {xyS..  fI),        xP,  /Fj  =  -  ^  (xjSîFT). 
On  démontrerait  de  même  qudn  iiiira 

yQ*  s/F"*  =  ;J(^7S4F:),        xP>  v'f;  =-  ^(xjS.fI), 

53  et  Si  étant  des  polynômes  homogènes  de  degré />  —  m  en  —  et  j'  et  en-ci-- 

X  X      y 

Sj  et  Sa  conliennent  un  terme  en  .r''""' ;  soit  S|j  celui  de  S,.  S^i  celui  de  Sn  ; 
je  vais  démontrer  (pie  Si2=  S21. 
De 

R,=  (^/>  +  2+^jS,F„         R,=  (^^H-^'jSîF2, 

on  tire,  en  égalant  les  termes  indépendants  dey, 

(Qi2+Pi2)=('y'-i-  Y)s2iFn; 
il  faut  donc  démontrer  que 


(/>  -I- 1  +  Y  )  ''<-"^  *^|2  = '*• 


Egalons  dans  (24,1  le->  lermes  indépendants  dey;  ces  termes,  dans 

P„     Q,,     F„     x_,     .;_, 

sont  respeclivemenl 

Pi!,     Qiî,     F,..     /«F,5.    yoP,.. 
Il  vieiil  donc 

pPiî-H  P12-+-  Q12-1-  —  P,»=  o. 
2 
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OU 


(  /)  -t-I-r-   —  j  Pl2-4-Ql2=0. 


C.     Q.     F.     D. 


On  (li'iiiimirciMil  de  iiu^mo  (]ue 

Si  et  S3  ont  même  terme  en  y/'~"', 
So  et  S4  »  J'""'') 

S.n  et  Si  »  x"'-/'. 

Il  cxislc  donc  un  [Kilynuine  S  de  degré/;  —  m.  où 

Les  termes  de  degré  p  —  m  en  x  et  >  sont  S|, 
»  a;  et  —     »     S'., 

y 

»  -  et  y     n     S;, 

»  —  ei  —     »     84. 

X      y 


Posons  alors 


y^'^'p-^^'^y^^^')^     ^p"v/F  =  -^(^jSF^). 


On  a  donc 


el  par  conséquent 


^(^PVF)  +  |:(rQVF)  =  o, 


Les  polynômes  P  el  Q  soni  donc  remplacés  par  P  —  P"  el  Q  —  Q"  qui  sont, 
comme  nous  allons  le  voir,  de  degré  moindre.  En  effet,  les  Icrnics  de  P"  et  Q", 
qui  sont  de  degré  p  —  m 

en  jc  et  )'  sont  P,  et  <)|, 

a;  et  -     »     P^  et  Q», 

/ 

et  V     »     Pi  et  O3, 

X       ' 

-  et         »     P4  et  Qi. 
X      y 

Le  degré  des  polynouu's  P  et  Q  peut  donc  toujours  être  abaissé  si  H  est  de  la 
forme  (2.3  ter),  de  sorte  fpie  H  peut  l(jnjours  être  ramené  à  la  forme  (2.3  bis). 

c.    Q.    F.     D. 
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11  suffit  donc  de  chercher  si  H  peut  se  mettre  sous  la  forme  (aS  bù). 
Combien  y  a-t-il  de  polynômes  H  de  degré  q  =  p  -}-  m  ? 
Il  y  en  a 

q--h{q  -hl)-={p  -h  my-h{p-\-  m  -i-l)-. 

Combien  y  a-t-il  de  polynômes  P  de  degré  j>  ? 
Il  y  en  a 

/>2-h(/>-t-I)^ 

et  autant  de  polynômes  Q,  de  sorte  cpi'il  y  :i 

2/»2_)-  2{p  ■+■  l)2 

expressions   de   la  forme  (23  bis).   Mais   toutes  ces  expressions  ne  sont   pas 
distinctes,  parce  qu'il  peut  y  avoir  des  polynômes  P  et  Q,  tels  que 

Celle  équalion  exprime  que 

fiyQ  \l^f'x  —  ^P  V^F  dy) 

est  une  intégrale  de  dill'érentielle  totale.  Celle  intégrale,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu,  ne  peut  être  transcendante;  et,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons 

fait  plus  haut,   on  verrait  qu'elle  doit  être  de  la   forme  x^^'SF',   S  étant   un 

polynôme  entier  en  x,  y,  ~  i  -■  On  aura  donc 

X    y 

(q=       SF-..^F+^^fg 
1  ax  i.     dx 

(27)  { 

(  F=—  SF  —  r-î-F X  -r-  S. 

\  ■'  dy  1     dy 

Ces  équations  montrent  que  S  doit  être  de  degré />  —  m.  Si,  en  effet,  S  était 
de  degré 

il  contiendrait  un  ensemble  de  termes  homogènes  de  degré  h  en  x  et  y  que 

j'appellerais    Si    (et  je   définirais  de  même,   comme  plus  haut,   S2,   S;,,   S/.). 

Les  termes  de  degré  h  -\-  m  devant  disparaître  dans  le  second  membre  de  (27), 

on  aurait 

c   c-  "^Si  3     ûfFi 

0=  S,  Fi  -(-  X— I—  F,  H X— ;—  Si, 

ax  2      dx 

o  =  -S,Fi-j— F,+  ^^— t,„ 
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OU 

doù  Si  ^  o. 

On  déniontrcniil  de  imMnc  ([uc  Sj,  S,  cl  S.,  scinl  nuls. 

Donc  S  esl  de  dcj;ré  p  —  /«,  ol  il  y  a  iiiihinl  de  rclalions  (.'î6)  que  d(^ 
pohniiint's  cK'  degré />  —  m,  c'csl-à-dire 

(/)  —  //()-+ (/j —//( -t- I  )-. 

Comhlcn  V  a-l-il  alors  de  polynômes  H  distincts  non  susceptibles  d'être  mis 
sous  la  l'orme  (aS)?  Il  y  en  a 

(/)  -+-  m)- -h  (p  +  «(  -f- 1)-—  2/>-—  2{p  -t-i)'-  +  (/>—  i>i)--+-  (p  —  m  -+- 1)-, 

c'est-à-dire  ^ni-. 

Dans  le  cas  de  la  lonclion  perturbatrice,  on  a 

///  =  2,         4  '»"-  =  i6- 

Ainsi  les  coejficienls  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
suivant  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques  sont 
des  fonctions  transcendantes  des  éléments.  Mais  ces  fonctions  transcen- 
dantes dépendent  au  plus  de  i6  transcendantes  distinctes. 

Cas  des  excentricités  nulles. 
Alors,  nous  l'avons  vu,  le  polynôme  F  contient  des  termes  en 

J'entendrai  désormais,  sauf  avis  contraire,  par  polynôme  de  degré  p  tout 
polynôme  où,  dans  chacpie  terme,  l'exposant  de  sr,  non  plus  que  celui  de  y, 
n'excèdi!  jamais  p  en  valeur  absolue. 

En  ce  sens,  F  est  un  polynôme  de  degi'é  i.  Je  géiiéialiserai  en  supposant 
(jiie  !■'  esl  un  polynoiiH!  de  degré  m. 

Soit  H  un  polynôme  de  degi'é  «y;  il  s'agit  de  savoir  s'il  peut  se  melire  sous  la 
forme  (23).  Je  dirai  encore  (jue  le  polynôme  est  de  la  forme  (23  bis),  si  le 
degré  p  des  polynômes  P  et  Q  (le  mot  degré  est  entendu  au  sens  nouveau  que 
je  lui  donne;)  est  égal  à  cj  —  m,  et  de  la  forme  (a3  1er)  s'il  esl  plus  grand 
que  q —  m. 
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Je  me  propose  encore  d'tMnMii  (|iic  lout  polynôme  de  la  forme  (28  ter)  est 
aussi  de  la  forme  (28  bis). 

Adoptant    des    notations    analogues    à    celles    du    paragraphe    précédent, 

je  désigne  : 

par  P,  l'ensemble  des  termes  de  P  de  degré/?  par  rapport  à  x, 
P.  »  P  »         jo  »  y, 


P3  »  .    P  »         /)  » 

Pi  »  P  »         p  » 


par  Q, 


Q 

» 

P 

Q 

» 

P 

Q 

» 

P 

Q 

» 

P 

I 
—  ) 

X 

I 

y'' 

X, 


Qî  »  Q.        »       P  »  Ji 

I 

X 


Q* 

par  Fi  l'ensemble  des  termes  de  F  de  degré  m  par  rapport  à  x, 

p„  n  F  ..         //(  >i  y, 

Fa  »  F  ).  m  >i  -) 

X 

Fi  »  F  »  m  »  —  • 

y 

Je  désignerai  toujours  par  Pi^  le  terme  commun  à  Pi  et  à  P..,  qui  est  alors  un 
terme  en  x^y'',  et  je  définirai  de  même  Qis,  .  .  . ,  Fio,  .... 
Nous  retrouverons  alors  l'équation  (24),  qui  montre  que 

/Qi  v^F^  f/-c  —  xP,  <^F\  dy  =  rfT, 

est  une  dilTérenlielle  exacte.  Si  nous  observons  que  par  définition  Pi,  Qi  et  Fj 
sont  égaux  à  xi'  ou  à  x'"  multipliés  par  une  fonction  dey,  nous  voyons  que  Ti 

tloil  iHre  égal  à  x'^  ^  -  multiplié  par  une  fonction  dey,  c'est-à-dire  cpie 


(/>  +  •+  7)t.  =  x'^'=x>'Q,^F, 


En  égalant  les  deux  valeurs  de  — r-^j  on  trouve 
»  dy 


ce  qui  montre  que  Qi  est  divisible  par  Fi  (si,  comme  nous  le  supposons,  F^  est 

rfFA 
premier  avec  y—y—j  • 
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Nous  piMiiTous  nlors  [idscr 

Ti  =  XKS|Ff, 

Si   L'iaul   oi;iil  à  ./''"'   iiuiltiplié  pur  un  poljimiiu'  d'ortirc  p  —  m  en  y  cl  -• 
Nous  trouverons  de  mémo 

Cl 


/ /- +  I -+- •;^- jTî  =  -  a:j  P,  v/F,  ; 
on  (It^iiiontrerait  de  la  iiK^nic  façon  que 

S-.   étant  égal   à    >-/'"'"    niulliplic   |iar   un   [xilynoiuc  d'ortlrc  p  —  //;   en  x  et  -• 
Mais  Si  et  Sj  ont  tous  deux  un  terme  en  ,r/'-"'y/'-'"  ;   j';ij)[)elle  Sio  celui  de  Sj 


el  S^i  celui  de  S-j.  Je  dis  que  Si^=  Sji. 
En  ellft,  nous  avons 


(/'  +  '+^)s.F,  =  Q„         (/>. 


,+  ^     S..F.  =  -P,, 


2 

d  OÙ 

(  /?  +  1+   ^   I   S,2Fi2=   Qlî,  (p-^\-\ j   S2lFl2  =  —   Pl2. 

Ce  qu'il  faut  donc  démontrer,  c'est  que 

P,2-i-Q,.  =  o. 
Mais  si  dans  l'équation 

nn  conserve  seulement  les  termes  en  ^p+"iy/'+"'j  on  iiouxc  |)récisément 

P,2-(-Q,2=0. 

On    définirait    de    ui(^me    S;,    el     S.,,     et    l'on    verrait    comme    ))lus    liaul 
que  Si4  =  S41,   .... 

Il  (!xisle  donc  un  polynôme  S  d'orilre/>  —  m  dont  les  teriucs  dcd('|;ré/->  —  m 

en  X,  en  y,  en  ~i  en  -)  sont  respectivement  .Si,  .S^,  .S,  et  S,,  de  telle  laçon  que 
X       y 


•>''^'^^'=à(^->'^'''')- 


LES   PÉRIODES   DES   INTEGRALES   DOUBLES.  97 

Le  reste  du  raisonnement  se  poursuivrait  comme  dans  les  paragraphes 
précédents  et  l'on  verrait  cjue  tout  polynôme  de  la  forme  (aS  ter')  peut  se 
ramener  à  la  forme  (aS  bis). 

Il  suffit  donc  de  rechercher  si  H  peut  c'ire  mis  sous  la  forme  {l'i  bis). 

Or,  combien  y  a-t-il  de  polynômes  H  de  degré  q  zz^ p  -\-  in'l  11  y  en  a 

{iq  -\-  l)-  =  {ip  -h  1  tu  -h  i)-. 

Il  y  a  (2/^  +  1)-  polynômes  P  de  degré  p  et  autant  de  polj-nomes  Q  et,  par 
conséqueni,  2(2/»  + 1)-  expressions  (aS).  Combi(Mi  entre  ces  expressions 
y  a-t-il  d'équations  (26)? 

Si 


fiyQ'ijFdx  —  xP  s/V  dy) 


est    une     intégrale    de    différentielle     totale,     celte    intégrale     ne    peut    être 

transcendante    et    doit    être    de    la    forme    x)'SF',    S    étant    un    polynôme 

I     I 

en  ar,  r,  ->  -• 

'  J  '  X    y 

Les  équations  (2^)  qui  sont  encore  valables  iiiDnlreraienl  (|ue  S  est  de 
degré />  —  m;  car  si  S  était  de  degré  /<>/j  —  «;,  en  écri\ant  (pie  les  termes 
en  5?'^+'"  disparaissent  du  second  membre  de  (27),  on  trouverait 


,,^v*>-s,p,;.o,      çl,»>-s 

en  appelant  Si  l'ensemble  des  termes  de  S  en  x'^.  On  aurait  donc  Si=o,  et 
l'on  verrait  de  même  (jue  les  termes  de  S  en  y'\  (ui  x"'^  et  en  y^*^  doivent 
disparaître. 

Il  y  a  donc  autant  de  relations   (26)  que  de  polynômes  de  degré  p  —  ;«, 
c'est-à-dire 

(2/>  —  2/n  -h  i)^. 

Combien  alors  de  polynômes  H  non  réductibles  à  la  forme  (aS)?  Il  y  en  a 
(2/1  -H  im  -I-  I )'-  —  2(2/)  -\-  I )- -I-  ( 2/>  —  ini  -t-  I )- . 

Cela  fait  8  m-. 

Dans  le  cas  de  la  fonction  perturbatrice  /n  =  i . 

Il  y  a  donc  au  plus  Iiuit  transcendantes  distinctes. 

H.  P.  -  VIII.  i3 
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Influence  de  la  symétrie. 

Ce  noinhro  peul  encore  ("^tre  ubaissé.  Nous  iivons  vu,  eu  eflcl.  que  le 
polvudiue  F  ne  clinnyc  pas  quand  on  rliange  x  en  )•.  ni  (juanil  on  cluingc  x 

el  Y  en  -  el  -•  Nous  ne  nous  servirons  ciue  île  la  pieniière  de  ces  deux  svnu'liies. 
•'         X       y  '  ' 

Ainsi  F  <■>!  un  polynôme  symétrique  en  x  et  y. 
Soit  alors  H  un  polynôme  symétrique  en  x  el  )'. 
Si  nous  avons 

je  puis  supposer  que  les  polynômes  P  et  Q  se  changent  l'un  dans  l'autre  quanti 
on  change  x  et  y. 

Si,  en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi,  en  permulant  x  et  y,  on  trouverait 

^  =  ^b'P(J,-)v/F]-.£[.Q(.r,.)s/F], 

d'où 

et  il  est  clair  que  les  deux  polynômes 

P(x,  j)+Q(,r,  ar)          QK  r)  +  P(.r,  x) 
i '         ï 

(qui  remplacent  P  et  Q)  se  permutent  quand  on  change  x  et  y. 

Pour  chercher  combien  il  nous  restera  de  transcendantes  distinctes,  il  sulfit 
de  chercher  combien  il  y  a  de  polynômes  H  symétriques  non  susceptibles 
d'être  mis  sous  la  l'orme  (aS). 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit  de  chercher  combien  il  y  en  a  qui  ne 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (23  bis)^  les  polynômes  P  et  Q  se  permulant 
quand  on  change  x  en  y.  C'est  ce  (pu?  j'appellerai  mellre  H  sous  la 
forme  (2.3  quater). 

Ilya 

(2^  -H  l)(5'  +  1)  =  (2/)  H-  2m  -t-  l)(/'  -f-  /"  +1) 

polynômes  H  symétriques  de  degré  q. 

Il  y  a  (2/>  +  I  j-  polynômes  V{x,  y)  de  degré  p.  A  chacun  d'eux  correspond 

le  polynôme 

q_{x,y)  =  \'{y,x). 
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Il   y   a   donc  (2/;  +  !)-    expressions  (28  quater);    mais    toutes    ne    sont    pas 
distinctes,  car  on  peut  avoir  entre  elles  des  relations  de  la  lorme 

d'où 

\j¥{y(^(lx  —  xVdy)  =  r/(sF'^). 

Si  l'on  change  x  en  )',  le  premier  membre  (liante  de  signe;  donc  SF"  change 
de  signe,  et  comme  F  ne  change  pas,  S  change  de  signe. 

Il  y  aura  donc  autant  de  relations  (  26  bis)  que  de  polynômes  S  de  degré />  —  m 
qui  changent  de  signe  quand  on  change  x  en  y,  c'est-à-dire 

{ip  -i-  ■!  m  -t-  1)1  p  —  m  ). 

Le  nombre  des  polynômes  H  symétriques  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme  (2.3)  est  donc 

(2jD  -H   '.m  -^l)(p  ^  m  -hl)  —  (2/>  +  I)--l-  (  2/J  —  2/«  -H  l)  (/)  —  //(), 

c'est-à-dire 

4  "*■  H-  2  /*( . 

Ici  m  =  I  ;  donc  ^m-  -\-  2/?i  =  6. 

Ainsi,  si  les  deux  orbites  sont  circulaires  et  les  deux  excenlricilés  nulles  et 
si  l'on  développe  la  lonclion  perturbatrice  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  des  anomalies  excentriques  qui  se  confondent  alors  avec  les  anoma- 
lies moyennes,  les  coefficients  sont  des  fonctions  transcendantes  des  éléments; 
mais  ils  dépendent  au  plus  de  six  transcendantes  distinctes. 

Tenons  compte  maintenant  de  la  double  symétrie  du  polynôme  F  ;  il  ne 

change  pas,  ni  quand  on  permute  x  et  y,  ni  quand  on  change  x  eu  —  et  y 

I 

en  -  • 

y 

Pour  que  ces  deux  changements  n'altèrent  pas  l'intégrablc  double 

■  H  dx  dr 


/■ 


il  tant  et  il  suffit  qu'ils  n'altèrent  pas  non  plus  le  polynôme 

n'  =  xy\\. 
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Si  H'  osl  im  |iolyiioin('  prési'iiUiul  ceUu  doiibli!  sjinclrie,  cl  si  II  j)i'uL  su  ineltre 

sous  lu  Idriiic  1^  ;>.)),  iiiiiis  aurons 


011  posant 

P'=^)P,        Q'=.r,)Q. 

Si  H'  a  ct'llc  tlouhle  sjuiéirio,  lui  pourra  toujours  supposer  que  P'  se  clianj^e 
en  —  P',  et  que  Q'  se  change  en  —  Q'  quand  x  et  y  se  cliangent  en  -  et  -i  et, 

X        y 
d'autre  part,  que  P'  se  cliange  en  Q'  et  Q'  en  P',  quand  on  pcruiulc  x  et  y. 
Cela  se  dénionlrerait  comme  plus  haut. 

Le  [lolynome  F  est  de  degré  m  (je  veux  dire  par  là,  comme  plus  haut,  qu'il 

est  de  degré  m  par  rapport  à  x  et  -j  tiune  part;  par  rapport  à  y  L't  ->  d'autre 

X  "y 

part). 

Si  P'  et  Q'  sont  dOrdrt'  p,  H'  sera  d'ordre  q  =/>  +  m. 
Il  y  a 

{q  +  iy-={p  +  »i  +  iy- 

polynoines  H'  de  degré  q  présentant  cette  symétrie. 

Il  y  aura,  d'antre  part,   2. p- -\- 7. p  polynômes  P'  de  degré  q  se  changeant 

en  — P'  (piand  a?  et  jk  se  changent  en  -  et  -•  A  ciiaque  ])olvnome  P'  corrcs- 

X        y 

pondra  un  polynôme 

Q'(^,r)  =  P'(j,  ^)- 

il  y  aura  donc  ayy- +  î p  expressions  (aiS).  Il  reste  à  savoir  s'il  n'_y  a  pas  entre 
elles  des  relations  de  la  forme 

d    P'y/F        ^  Q'y/F  _ 
dx      y  dy      x 

ou 

q'v/f:^-p'/f^  =  ,/(s'f^), 

X  y 

d'où 

Q'=       ^/f—  -t--  —  S' 
\     dx        2  dx 

On  voit  (pic  S'  sera  uu  |)olyiiom(!  d'ordrey.»  —  ta]  C(;  polynôme  change  de  sig 
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quand  on  perinule  x  cl  j';   il  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  -  el  y 

-if)- 

Il  y  aura  donc  aulanl  de  relations  analogues  aux  relations  (26)  qu'il  j  aura 
de  polynômes  S'  de  degré  p  —  m  présentant  celle  symétrie  ;  c'est-à-dire 

(p  —  m)'-. 

Le  nombre  de  nos  transcendantes  distinctes  est  alors,  d'aprrs  un  calcul  que 
nous  avons  fait  bien  des  fois, 

{p  -{-  m  -i- 1)-  —  > p"-—  '^p  +  (.p  —  "*)-! 
c'est-à-dire 

2  m-  -I-  2  /?i  -I-  I . 
Si  ni  :=  I ,  on  a 

2  m-  -H  2  m  -t-  I  =  5. 

Donc  les  coejfficiciil.s  du  développement  de  ht  Jonction  perturbatrice 
dépendent  au  plus  de  cinrj  transcendantes  distinctes,  quand  les  deux  excen- 
tricités sont  nulles. 

Relation  avec  la  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles. 

Il  n'esl  peul-êlre  pas  inutile  de  dire  comment  j'ai  été  conduit  à  ces  résultais. 
Les  coefficienis  clierchés  sont  des  périodes  de  l'intégrale  double 

fx^yb  dx  dy 
v/F    ^    r  " 

Soil  A,,/,  le  coefficient  en  question;  envisageons  la  fonction 


ilx  (/y 


xy  >j¥  {i  —  tx){i  —  uy) 

et  éludions  ses  variations  quand  on  fait  \arier  t  et  u  et,  par  conséquent,  sa 
nature  analytique. 

Quand  t  décrira  un  contour  fermé,  les  diverses  périodes  de  l'intégrale 
double  s'échangeront  entre  elles.  Les  nouvelles  déterminations  de  ^{t,  u) 
seront  donc  des  fonctions  linéaires  des  anciennes.  En  d'autres  termes,  la  fonc- 
tion $(<,  u)  considérée  comme  fonction  de  t  satisfera  à  une  équation  diflféren- 
lielle  linéaire  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  uniformes.  L'ordre  de 
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ci'tic  <'(|iiiili()ii  sera  au  plus  N,  si  N  esl  le  iioiui)ix'  des  poriodi's  do  Tinlégrale 
(ioul)li'. 

De  |>lus.  la  Icuicliiin  sous  le  sit^iie    //  élaul  al};éhri<]ue,  loul  jnunl  singulier 

de  4>(/,  u)  sera  un  simple  point  singulier  algébrique  ou  logarithmique.  Donc 
les  coefficients  de  l'équaticui  linéaire  seront  des  fonctions  rationnelles. 

On  arri\eiail  au  même  résultat  eu  considérant  <b{t,  u)  comme  fonction 
de  u;  ou  bien  en  supposant  entre  t  et  u  une  relation  algébrique  quelconque. 

En  résumé,  la  fonction  ^{t,  u)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  ^  et  à  m  satisfont 
à  deux  ou  plusieurs  écjuations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
rationnelles  en  f  et  eu  //. 

On  peut  même,  en  cliassant  les  dénominateurs,  supposer  que  les  coefficients 
des  équations  linéaires  sont  des  polynômes  entiers  en  t  et  en  u. 

Or,  on  sait  que,  si  une  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire  et  si  l'on 
connaît  les  premiers  coefficients,  tous  les  autres  peuvent  s'en  déduire. 

Nous  devions  donc  prévoir  que  tous  les  coefficients  dépendraient  d'un 
nombre  fini  de  Iranscendanles  distinctes. 

M.  Féraud  a  présenté  dernièrement  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  une 
Thèse  où  il  se  proposait  d'étudier  la  valeur  approchée  des  termes  de  degré  élevé 
du  développement  en  modifiant  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  mon  livre  sur 
les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste. 

II  a  introduit  une  fonction  qui  présente  de  grandes  analogies  avec  celle  que 
je  viens  d'appeler  $(<,  u);  il  montra  en  même  temps  le  lien  qu'il  y  avait  entre 
l'étude  de  cette  fonction  et  celle  des  périodes  des  intégrales  doubles. 

Je  fus  ainsi  conduit  à  penser  à  l'analogie  étroite  qu'il  devait  y  avoir  entre 
la  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles  et  celle  des  périodes  des  inté- 
grales simples;  je  pensai  en  particulier  au  Mémoire  de  M.  Fuchs,  du  tome  83 
du  Journal  de  Crelle,  au  sujet  de  l'équation  linéaire  k  laquelle  satisfont  les 
périodes  de  l'intégrale  elliptique.  Il  est  évident  que  l'intégrale 


J-,    (I 


/h- 


{i  —  tx)^\i  —  x-){i—  k'-x'^) 

doit  satisfaire  à  une  r(|iiaiion  analogue  et  que  l'étude  de  cette  équation  condui- 
rait immédiatement  aux  relations  de  récurrence  bien  connues  entre  les  coeffi- 
cients b  de  Laplace. 

Mais  la  théorie  de  ces  coefficients  de  Laplace  n'est  pas  autre  chose  que  celle 
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du  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  quand  les  deux  excentricités  et 
rinclinaison  sont  nulles. 

On  peut  donc  prévoir  que  le  même  procédé,  appliqué  aux  intégrales  doubles, 
donnera  des  relations  de  récurrence  analogues  entre  les  coefficients  du  déve- 
loppement quand  l'inclinaison  n'est  pas  nulle. 

On  remarquera  également  que  la  théorie  qui  remplit  les  pages  précédentes 
est  une  généralisation  toute  naturelle  de  la  réduction  des  intégrales  hjper- 
elliptiques,  réduction  qui  aboutit,  comme  on  sait,  à  la  distinction  des  inté- 
grales de  première,  deuxième  et  troisième  espèce. 

On  peut  donc  entrevoir  une  relation  entre  le  nombre  des  périodes  et  celui 
des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour 
les  intégrales  hyperellipliques  et  abéliennes. 

Ce  n'est  pas  tout;  reprenons  le  coefficient  du  développement  qui  est  repré- 
senté par  l'intégrale 

/x"}-''  dx  dy 
\JY      ^    y  ' 

Cette  intégrale  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  coefficients  de  F 
(et,  par  conséquent,  des  éléments  du  mouvement  elliptique).  Mais,  quand  ces 
coefficients  varieront  et,  après  avoir  décrit  des  contours  fermés,  reviendront  à 
leurs  valeurs  primitives,  les  périodes  de  l'intégrale  double  ne  feront  que 
s'échanger  entre  elles.  C'est  le  même  raisonnement  que  plus  haut  et  le  résultat 
est  le  même;  notre  intégrale,  considérée'  comme  fonction  de  l'un  des  éléments 
elliptiques,  satisfera  à  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aux  développements  procédant 
suivant  les  anomalies  excentriques.  Passons  au  cas  des  développements  procé- 
dant suivant  les  anomalies  moyennes. 

Un  coefficient  quelconque  sera  donné  par  l'intégrale 

^  '  .11     v/F  V^       2        2x'-J  \y       2        2y'-J 

e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens,  s  et  s'  les  deux  excentricités.  C'est 
la  présence  du  facteur  transcendant 

qui  empêche  que  les  résultats  précédents  soient  immédiatement  applicables. 
C'est  ce  que  j'appellerai  le  facteur  exponentiel. 


I04  LES   PÉRIODES    DES    INTEGRALES    DOUBLES. 

Nous  voyons  que  les  deux  entiers  a  et  h  figurent,  d'une  part,  dans  le  l'ac- 
teur .r"  )■''  et.  d'autre  |iarl,  dans  le  facteur  expunentiel;  d'autre  part,  les  deux 
excentricités  i  et  e'  liguient  dans  le  iacleur  exponentiel  et  en  deliors  de  ce 
facteur. 

Si  nous  posons 

(7£  _  ^^    _    ■ 

le  facteur  exponentiel  di'vii'ul 

et  si  nous  considi'nuis  t,  r',  £,  s',  a,  b  coiiiine  des  variables  indépendantes,  ce 
qui  ne  fait  qu'elendre  la  généralité,  T  et  t'  n'entrent  que  dans  le  facteur  expo- 
nentiel, et,  au  contraire,  £,  e',  a  el  b  ne  lit;urenl  (pi\'ii  dehors  de  ce  facteur. 

Celle  convention  simplifiera  l'énoncé  des  résultats. 

On  sait  que  si  l'on  pose 

el  sij\x)  satisfait  à  une  équation  difl'érenliclle  de  la  forme 

lïi  iouclion  u  salisfaît  à  l'équation  conjuguée 

pourvu  que  le  chemin  d'intégration  soit  convenablement  choisi,  cl  en  parti- 
culier si  l'intégrale  définie  u  est  une  période  de  l'intégrale  indéfinie. 
Soit  de  môme  V  une  période  de  l'intégrale  double 

y  =  il  e''^+"y/{x,  y)  dx  dy. 

Si  la  fonction  f\x^  y)  satisfait  à  une  ou  plusieurs  équations  linéaires  de  la 
forme 

Aa;ay3_ y!—  =  o, 

•^     dx""  dy'^  ' 

la  période  V  satisfera  aux  équatif)ns  correspondantes 

(3)  yA(_„..3-^^:;^^7''>^o. 
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Or,  si  f  est  une  fnnctlon  algébrique  quelconque  de  x  el  de  j%  _/' satisfera  à 
deux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  en  x  et  y.  Donc  V  satisfera 
de  même  à  deux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  en  :;  et  u. 

Cela  peut  d'ahurd  s'appliquer  à  la   recherche  des    relatidns   de  récurrence 

entre  les  coefficients  du  développement  de  —=•,  recherche  qui  nous  a  occupés 
dans  les  paragraphes  précédents. 

En  cllet,  la  fonction  — =  étant  algél)rique,  l'ialégrale 

.  dx  cl  y 


V  =  //  e-^'+'O-  — 


satisfera  à  deux  équations  analogues  à  (3).  De  ces  équations   il  est  aisé  do 
déduire  des  relations  de  récurrence  entre  les  coefficients  du  développement 

de  V  suivant  les  puissances  de  z" u''.  Or  le  coefficient  de  ",  .  ,  est  précisément 


l'intégrale 


/ 


x"y''djc  dy 


c'est-à-dire  l'un  des  Cdcfficienls  du  fléveloppemeni  cherclié  de  ^=:' 
D'aulre  part,  posons 

^  —  =  Ç:       y  —  =  ■n  ; 
X  y 

l'inlegrale  (i)  pourra  s'écrire 

i=Jfe''i^-'''i>ii,-n)dldr,; 

^(S)  t"'^)  est  une  fonction  algébrique  de  ^  el  de  o.   I^onc  J,  considéré  comme 
fonction  de  t  et  fh?  t',  satisfait  à  deux  équations  de  la  forme  (3). 

Mais  on  peut  encore  mettre  l'intégrale  J  sous  une  autre  forme  où  le  môme 
résultat  apparaîtra  d'une  façon  non  moins  évidente.  L'intégrale  J  peut  être 
regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  suivante 


/ 


^x-^-i-vy^ll  Hxdv 

y/F 


OÙ  cp(a;,  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  a?  et  de  j'  el  où  t,  Ti,  t',  t',  sont 
regardées  comme  des  variables  indépendantes  entre  elles,  et  indépendantes 
également,  d'après  la  convention  faite  plus  haut,  de  z  et  t'  qui  continuent  à 
figurer  dans  cp  cl  dans  F. 

H.  p.  —  VIII.  i4 
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On  reiruiiu'  1  lulcgnik'  .1  en  laisanl 

-  =  -:,,  -  =  t'i  . 

ÎNous  vdvons  cnsiiiti'  (|ii  à  un  laclciir  cunslanl  près   celle   intégrale  est  une 
|>ério(lt'  (le  1  inli'grale  quadruple 


JgT.r+T,.ri+T'n- ■:;_(■, 


o  dx  dy  dx\  dy 


v'F(.r,  +  i)(,-,+  i 


ou  encore  une  période  de  l'intégrale  quinluj>le 

'  g- r+T,,r,+T>+T;y,  ?  ^-^  '^'"  dx.,  dyi  dz 


/■ 


="->(•"*  iA-'''"*".7 


Je  regarderai  celle  lalégrale  conune  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 


(4)  Ç  g-x+-.,.,;+Vy+'.\y, 


(• 


cp  dx  dy  dx\  dy^  dz 


L'intégrale  se  irouve  ainsi  mise  sous  la  forme  convenable.  Sous  le  signe  / 
nous  avons   le  produit  d'un  facteur  exponentiel  et  d'une  fonction  algébrique 
(et  même  rationnelle)  des  ciiuj  variables  x.  )',  ,ri,  j'i,  z. 

Donc  l'intégrale  considérée  comme  fonction  de  t,  Ti,  t',  t',  et  u  satisfera  à 
cinq  équations  difTérenlielles  linéaires  à  coefficients  rationnels. 

Toutes  les  dérivées  partielles  des  différents  ordres  de  cette  intégrale  par 
ia|)pi]it  à  T,  7i,  t'.  t',  el  u  peuvent  s'exprimer  linéairement  à  l'aide  d'un  nombre 
fini  d'entre  elles;  et  cela  par  le  moyen  de  ces  cinq  équations  différentielles  et 
lie  celles  cpi'on  en  dédiiil  par  diflV'renliation  (je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur 
ce  point). 

Donc,  si  nous  considc'rons  les  intégrales 

(5;  A-" ^dxdydx.dy:dz  „^.,..^..,.. 

où  II  =  Ta- +  TiXi  + -r'y  +  t',  j'i  +  Hs  et  où  a,  b,  c,  Ui,  h^  sonl  des  entiers, 
toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimera  l'aide  d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 
Reprenons  maintenant  l'intégrale  (4)-  Nous  venons  de  la  considérer  comme 
fonction  des  z  et  de  u;  mais  nous  regarderons  maintenante  et  les  t  comme  des 
constantes  et  nous  ferons  varier  les  éléments  elliptiques  (et  entre  autres  e  et  e') 

dont  dépend  la  parlie  rationnelle  de  la  fonelion  sous  le  signe  /  . 
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T,a  clt'rivt'C  de  .(  pnr  rapport  à  iun  de  ces  éléments,  ou  une  dérivée  partielle 
d'ordre  ipielconque  de  .)  par  rapport  à  ces  divers  éléments,  sera  de  lii  Idiiiie 

dx  dy  _, 


(fi) 


/•" 


(l/F)" 


ni  r"  représente  le  fadeur  exponentiel  et  où  P  est   un  polynôme  en  x,  y.  - 


et  -• 

y 

De  même  que  l'intégrale  (i)  a  été  ramenée  à  l'intégrale  (4),  de  même  cette 
intégrale  (6)  se  ramènerait  à  une  combinaison  d'intégrales  de  la  forme  (5). 

Donc  les  diverses  dérivées  partielles  de  ,1  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  d'un 
nombre  fini  d'entre  elles. 

Un  dernier  point  (pu'  j'avais  réservé  reste  à  examiner.  Soil  linlégrale 
triple 


(7) 


-M 


e'x+uy+vz  R  (3;^  y^  -  )  clx  dy  dz, 


où  R  est  rationnel  en  x,  j'  et  s;  je  dis  que  les  dérivées  partielles  de  J  par  rap- 
port k  t,  k  u  ci  k  V  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 
J'ai  énoncé  plus  liant  cette  propriété,  sans  la  démontrer,  en  ce  qui  concerne 
l'intégrale  (4);  établie  pour  l'intégrale  triple  (7),  elle  s'étendrait  évidemment 
à  l'intégrale  quintuple  (4)-  Soit 

-.^ 

I'  et  Q  étant  des  polynômes. 

R  satisfera  aux  équations  difrérenlielles 


~  dx  \  "  dx  dx  j 


PQ 


dy 


-<"-% 


r 

,dQ\ 

dyr 


,  ^  dy  dy  /  dx        dy  \  ^  dx 


dW  dR  dR 

dx  dy  dz 

dP  dP  dV 

dx  dy  dz 

dq  dQ  dq 

dx  dy  dz 


-s> 


Cherchons  à  former  les  équations  correspondantes  auxquelles  satisfait  J  et 
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qui  so  cléduiscnl  dos   premières  ctiiuine   l'équalion  (^i)  se   déduit  de  l'équa- 
tion (2). 

A  chaque  pol^nllm('  imi  .r,  y.  z  correspondra  un  opérateur. 

Au  polynôme 

correspond  Topera  leur 

^      ~        '  dt'"  du"  dvP 

Soifiil 

A,     A,,     A«,     D,,     D,,     D, 

les  operaleurs  qui  correspondent  aux  polynômes 

dy   dz        dz    dy  '       dz    dx        dx  dz 

_dP  dQ  _dP  dq 
dx  dy         dy  dx 


Alors  les  équations  aux(pielles  satisfait  .1  s'écriront 
(8) 


A(«J)  =  A,J, 

A(î<J)  =  A,.!, 
A,(mJ)  =  A2(<J), 


Pour  dénionircr  (pic  loulcs  les  dérivées  de  J  d'ordre  suflisanuiient  élevé 
peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des  dérivées  d'ordre  moindre,  il  suffira  de  uionlrer 
qu'une  combinaison  linéaire  quelconque  des  dérivées  d'ordre  M  peut  être 
regardée  comme  obtenue  de  la  façon  suivante  : 

Parmi  les  équalions  que  Ton  peut  déduire  des  équations  (8),  par  difleren- 

tiation,  distinguons  celles  qui  sont  d'ordre  M. 

Soient 

H]  =  o,        H2=o,         ...,         Hr  =  o 

ces  équations.   Soient  H',,   H'^,    ...,   H'k  les  termes  de  IIi,  IL.,   ....  TI^  qui 
contiennent  des  dérivées  d'ordre  M. 

.Je  dis  f|iH;  toute  combinaison  linéaire  des  dérivées  d'ordre  M  de  la  fonc- 
iion  .1  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

p,ii',  +  p.n'2  +  ...+  pRHk, 
les  |3  étanl  des  fonctions  de  t,  u,  v. 
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Les  termes  de  l'ordi-e  le  plus  élevé  des  équations  (8)  sont  : 

<A'J,    uXJ,     u^\  J  —t\'.,i, 
/D'i  J  ■+-  mD;  J  -I-  pD;  J, 

où  A',  A',,  A',,  Dj,  D',,  D'.  représentent  les  opérateurs  obtenus  en  conservant 
les  dérivées  de  l'ordre  le  plus  élevé  dans  les  opérateurs  A,  Ai.  ...  ;  ils  corres- 
pondent respectivement  aux  polynômes  P',  Q',  S',,  S,,  T, ,  T,,,  T,j  obtenus  en 
conservant  dans  les  polynômes  P,  Q,  Si,  Sa,  Ti,  T2,  T3  les  ternies  du  degré  le 
plus  élevé. 

Dans  une  équation  d'ordre  M  obtenue  en  différcntiant  et  combinant  les 
équations  (8),  les  termes  d'ordre  M  seront  de  la  forme 

( 9 )     pi  '  D 1  A'  J  -t-  >2 (  "  Dî  A',  J  —  '  n2  a;  J  )  +  [ils  ( <  D^;  D'i  J  -^  «  D:!  D  2  J  -t-  "  Ds  D'n  J  ), 

où  ;3i,  pa,  ,3;,  sont  des  fonctions.  Di-  Dî,  Du  des  opérateurs  quelconques. 

Ce  qu'il  s'agit  de  démontrer,  c'est  que  toute  combinaison  des  dérivées 
d'ordre  M  peut  se  mettre  sous  la  forme  (9),  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  que 
tout  polynôme  homogène  d'ordre  M  en  x,  y  et  s  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p,«P'Q'V,-4-  p2Vo(«S2—  «S'O  +  h^i(t'V\  -H  uV,  +  PT3), 

où  ^'^1,  V.j,  V:,  sont  des  polvnonics  arbitraires  correspondanl  aux  opc'ra- 
leurs  Di,  n-i.  D:)- 

Or,  pour  cela,  il  suffit  que  les  trois  polynômes 

P'Q',     «S',  —  ^So,     lT\-{-u'ï'..-\-vT, 

ne  puissent  s'annuler  à  la  fois. 

C'est  justement  ce  qui  a  lieu  quand  un  attribue  des  valeurs  quelconques  aux 
trois  indéterminées  t,  u  ai  v  et  quand  les  polynômes  P  et  Q  sont  les  plus  géné- 
raux de  leur  degré. 

Le  théorème  démontré  quand  les  polynômes  P  et  Q  sont  les  plus  généraux 
de  leur  degré  sera  vrai  (et  pourrait  se  déinonti-cr  par  passage  à  la  limite)  pour 
des  polynômes  quelconques. 


SUR 

LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOUBLES 


ET 


LE  DÉVELOPPEMENT 


FONCTION  PERTURBATRICE 


Bulletin  astronomique,  t.   14,  p.  353-354  (septembre  1S97). 


On  sail  (|iie  le  (lév(>lop|)(>inenl  de  IVxpression 

(0 


(a-  —  ■!  ail  cos  s  +  a'^  )* 

.suivant  les  cosinus  des  multiples  de  cp.  a  été  très  bien  étudié.  Les  coefficients 
de  ce  développement,  qui  sont  connus  sous  le  nom  de  coejfficienls  de 
Laplace,  jouissent  de  propriétés  curieuses. 

Ce  sont  des  fonctions  transcendantes  du  rapport  — ;  mais  ces  Iranscendanlos 

sont  liées  par  des  relations  de  récurrence,  de  telle  façon  ([u'ciics  s'expriment  à 
l'aide  de  deux  transcendantes  distinctes  seulement. 

D'autre  part,  chacune  de  ces  transcendantes  satisfait  à  une  équation   diilé- 
rentielle  linéaire  à  coefficients  rationnels. 
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L'expression  (i)  n'est  autre  chose  (pour  i-  =  i)  que  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  oiî  les  deux  excentricités  et  l'inclinaison  sont  nulles. 

La  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles  montre  que  le  développement 
de  la  fonction  perturbatrice,  dans  des  cas  plus  généraux,  peut  encore  jouir  de 
propriétés  analogues. 

Supposons  d'aliord  les  deux  excentricités  nidles,  mais  l'inclinaison  dillé- 
rente  de  zéro. 

On  verrait  que  les  coefficients  de  développement  sont  des  fonctions  trans- 
cendantes des  éléments,  mais  ces  fonctions  sont  liées  entre  elles  par  des 
fonctions  de  récurrence,  de  telle  façon  qu'il  n'y  a  que  cinq  transcendantes 
distinctes. 

Si  les  excentricités  ne  sont  pas  nulles,  il  j  a  plus  de  difficulté.  Mais  suppo- 
sons que,  au  lieu  de  développer  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des 
anomalies  moyennes,  on  développe  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 
des  anomalies  excentriques.  (Dans  le  cas  précédent,  les  excentricités  étant 
nulles,  l'anomalie  excentrique  se  confondait  avec  l'anomalie  moyenne.)  Les 
coefficients  de  ce  développement  sont  encore  des  fonctions  transcendantes  des 
éléments,  mais  entre  lesquelles  il  y  a  des  relations  de  récurrence,  de  telle  façon 
qu'il  n'y  ait  au  plus  que  seize  transcendantes  distinctes. 

D'autre  part,  ces  coefficients  satisfont  à  des  équations  différentielles  linéaires 
à  coefficients  rationnels,  de  telle  façon  que  leurs  dérivées  partielles  des  divers 
ordres  puissent  s'exprimer  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 

Revenons  au  développement  procédant  suivant  les  multiples  des  anomalies 
moyennes.  Il  n'y  aura  plus  entre  les  coefficients  de  relations  de  récurrence  à 
coefficients  rationnels,  ou  du  moins  je  n'en  ai  pas  trouvé.  Mais  les  coefficients 
du  développement,  considérés  comme  fonctions  des  éléments,  satisfont  encore 
à  des  équations  différentielles  linéaires,  de  telle  façon  que  les  dérivées  par- 
tielles des  divers  ordres  de  l'un  de  ces  coefficients  puissent  s'exprimer  à  l'aide 
d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 


SUR 

LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOURLES 


Journal  de  Malliématiques,  G'  série,  t.  2,  p.  ijS-iSy  (igo6). 


Vuir  Œm'ies  de  Henri  Poincaré,  t.  III,  p.  493-539- 


DEUXIÈME  l'ARTIE.  —  FIGURE  DE  LA  TERRE. 


SUR 

LA  THÉORIE  DE  LA  PRÉCESSION 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  13'«,  p.  5o-5j  (i.'i  janvier  1901). 


Slockwell  a  chorché  à  dcMi/iiiiiiK-i-  les  variations  séculaires  de  réqualenr 
terreslre  qui  sonL  la  conséquence  des  variations  séculaires  de  l'écliplique. 

Mais,  récemment,  M.  Backlund  {Bulletin  de  V Académie  kle  Saint- 
Pétersbourg,  mai  1900)  a  repris  ces  calculs  par  la  méthode  de  Gyldén  el  est 
arrivé  à  des  résultats  entièrement  dilTérents.  C'est  ainsi  que  le  coefficient 
d'une  de  ces  inégalités  serait,  d'après  Stockwell,  2o438"  et  d'après  notre 
éminent  correspondant  568 1". 

Le  principe  de  la  méthode  employée  par  M.  Backlund  consiste  à  ne  pas 
supprimer  tout  de  suite  dans  ses  équations  les  termes  à  courte  période  qui 
produisent  la  nutation  ;  dans  les  équations  qu'on  obtient  après  quelques  trans- 
iurmations  figurent  certains  coefficients  périodiques  qui  dépendent  de  ces 
termes;  el  pour  l'intégration,  au  lieu  de  supprimer  purement  et  simplement 
ces  coefficients  périodiques  comme  on  le  fait  d'ordinaire,  M.  Backlund  en 
conserve  la  partie  constante,  qu'il  appelle  vl  et  ni. 

Pour  apprécier  la  légitimité  de  cette  analyse,  il  suffira  d'étudier  l'équation 
simple 

(i)  -j-^  =  n  sin(n< -I- i")  +  6  sin/)/, 

considérée  par  M.  Backlund  (p.  397).  Nous  supposerons  que  a  el  11  sont  très 
H.  P.  —  VIII.  i5 


Il4  THÉORIE    DE   LA   PRÉCESSION. 

potils.  mais  iiiio  b  e\  />  snloiil  IxMiiciiup  plus  [iclils  cl  cela  do  Icllc  façon  f|ue  — ; 

soit  notablonu'iit  plus  grand  (juo  -^  )  et  que/»-  soit  du  niOnie  ordre  de  grandeur 
a'- 

Le  premier  terme  du  second  nienihrc  de  (i)  est  alors  un  terme  à  courte 
période  et  le  second  un  Ici  nie  séculaire.  Les  cqualioiis  Ai'  la  prccessicm 
pcu\ent  être  ramenées  à  cette  l'orme,  avec  cette  dillcrence  (ju'il  j  a  un  grand 
nombre  de  termes  à  courh'  période  cl  un  grand  nondire  de  termes  séculaires. 

Soil  alors 

(i  bis)  -j—  =  a  sin(  ni  ■+- i-n), 

une  équation  analogue  à  (i),  mais  où  l'on  a  l'ail  b  =  o,  cl  |)iisons 

l'  =  ('0-1-  £. 

Nous  aurons  alors  en  négligeant  £'- 


0'"C)^ 


(l)  -yj  =  aBcos{nt  ■+- t'o) -h  b  s'in p/. 

Si  l'on  appli(piali  la  méthode  de  StockwcU,  on  négligerait  le  premier  terme 

cl  l'on  Irouverait 

d'E       ,    .  b    . 

— —  =  b  siii  pt,         £  = sin  pt. 

al-  p- 

>L  Backliind  tiouve  d'ahord  en  première  approximation 


d'où 


('0  ^ sin  lit, 


co?,( ni  +  co)  =  cosn/  h sin-;i/. 


L'équalion  (a)  devient 

rf'£  /  a-    ■    „      \        ,     ■ 

-; —  =  £  (  a  cos  ni  -i sm-nt    -f-  6  sin  pt, 

dt^  \  n-  /  ' 

ou,  eu  c(Miservaiil  la  \alour  mojcnn(î  du  coefficient  de  £, 

d'-e.        «2  ,    .      ^ 

-r-r  =  — -  £  -H  o  sin  pt, 
df-         ini  ^  ' 

d'où 

b  sin  /(/ 


a'- 

— ■;  -^  P 
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Telles  sont  les  deux  analyses  entre  lesquelles  il  s'agit  de  décider;  la  chose 
est  d'autant  plus  facile  que  les  équations  (i  bis)  et  (2)  peuvent  s'intégrer 
rigoureusement. 

Posons,  en  eflet, 

lit  +  ^0=  2  W, 


tt  siiiW  cûsW, 


l'équation  (i  bis)  devient 

d'où 

~  =  /  y/p(u)  —  e,,         sin  w  =  — =  \!p{ii)  —  «2.         cosW  =  --^  vVC')  — "2, 
e-i — e3=a,         ei -1- e^ -i- e.-.  =  o, 
c<3i{nt  -t-  v^)  =  ~[2p{u)-^-  ei], 

où  />(?<)  est  la  fonction  doublement  périodique  de  Weierstrass  el  où  u  est  ('-gai 
à  l  plus  une  constante  imaginaire. 

L'équation  (2),  qui  peut  alors  s'écrin; 

{ibis)  -—  =  z[-i.p{u)-^  ei]-^  b  i\n  pt, 

a  ses  coefficients  périodiques. 

Nous   S(jmmes  ainsi   ameni's  à   envisager  des  équations   lin(!'airos  à   second 
membre  de  la  forme 

(3)  ■        s"-î£  =  X, 

où  cp  est  périodique  en  t  (et  où  je  désigne  les  dérivées  par  des  lettres  accenluin^s). 
D'après  un  théorème  bien  connu,  l'équation  sans  second  membre 

£"—  ?£  =  O 

admettra  deux  intégrales  de  la  forme  suivante  : 

£i  =  e="i}/,,         £2=e-«''J;2, 
^j^i  el  "j/o  étant  périodiques.  Je  puis  toujours  supposer  que  Vun  a 

(4)  £'i£2— £',  £1  =  I, 

el  l'on  trouve  alors,  pour  l'intégrale  de  l'équalion  (3), 

(5)  £  =  3i£i+fio£j, 

avec 

dt. 


<ii,=  fxs.dt,         p,  =  -rX£, , 
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JNous  [nmvous  tl'ailleui's  Iraitor  séparémenl chacun  tics  termes  de  X;  prenons 

alors 

X  =  e'7". 

Soit  (on  suppdsnni  (pic  runitc  de  temps  ail  été  ^clioisic  de  telle  façon  que  la 
période  di'  la  t'oucliiui  cp  soil  égale  à  271) 

d'i  =  ~ai:  e"^',        ti.>  =  Zck  e'i''. 

Ilaus  les  intégrales  (3i  et  (So,  les  seuls  termes  sensibles  son!  ceux  qui  contien- 
tlront  nu  petll  diviseur  (en  considérant  p  et  a  comme  très  petits).  Ces  termes 
sont 

pi  =   : )  U-2  =    : • 

-JL  -\-  ip  OL  -\-   ip 

.Si  Yan  ne  conserve  dans  ,3,  et  pa  que  ces  hnines  à  [lelil  diviseur,  le  terme 
en  e'i''  dans  £  sera,  d'après  la  l'ormule  (5), 

—  2aoCoœ  e'/"' 
o'-'  -I-  p- 

Dans  le  cas  où  la  toucliou  9  est  petite  (ce  qui  arrive  ici,  puisque  le  facteurs 
est  petit),  les  t(!rmes  a„  et  c„  sont  notablement  plus  importants  que  les  autres 
termes  de  (j^i  et  ij^o;  de  tous  les  termes  de  e,  le  plus  important  est  le  t(;rmc 
en  e''"  que  je  viens  d'écrire;  enfin,  à  cause  de  la  relation  (4),  on  a  sensi- 
idemcnt 

2  «0  fo  X  =  I , 

de  sorti'  qu'il  reste  si^iisildement 

—  e'i" 

Dans  1(!  cas  où  a  s'annule,  il  y  a  une  dégénérescence  et  l'intégrale  gén(''rale 
de  1  l'ipiiiiion  sans  second  meuihre  serait  de  la  forme 

Ç  étant  périodique  comme  i^i,  tandis  que  les  y  sont  les  constantes  d'intégration. 
Mais  à  la  limite,  la  formule  (6)  subsiste. 

Comparons  maintenant  cette  formule  (6)  avec  celles  de  Stockwell  et  de 
Backliind.  Nous  voyons  que,  pour  obtenir  celle  de  Stockwell,  il  faut  faire  a  =  o, 
cl  poui-  oljieulr  celli'  de  Backlund, 


ti 


n  \j->. 
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Or,  quelle  est  la  véritable  \alcur  de  a?  Ou  le  vuit  toiil  de  suite  :  l'équa- 
tion (2  bis),  quand  on  j  supprime  le  second  membre,  admet  pour  intégrale 


£,=  sjp{u)  —  ei, 

qui  est  une  fonction  périodique.  Donc  a  est  nul;  donc  c'est  Stockwell  qui  a 
raison. 

Il  faut  attribuer  aux  inégalités  en  question  les  coefficients  de  Stockwell,  dont 
quelques-uns  sont  quatre  fois  plus  forts  que  ceux  de  Backlund. 

La  critique  qui  précède  ne  saurait,  en  aucune  façon,  s'adresser  à  notre 
savant  correspondant,  puisqu'il  n'a  fait  qu'appliquer  une  méthode  classique 
que  tout  le  monde  croyait  correcte. 

Mais  c'est  là  une  raison  de  plus  pour  que  j'aie  cru  devoir  mettre  en  évidence 
le  vice  fondamental  de  la  méthode  de  Gjldén,  dont  on  pourrait  être  tenté  de 
faire  d'autres  applications. 

Il  est  singulier  que  Gyldén  soit  tombé  dans  cette  erreur,  puisqu'il  avait  lui- 
même  intégré  les  équations  (i  bis)  et  (2). 


SUR  LA  PRÉCESSÏON^^ 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  132,  p.  291-292  (11  février  1901). 


Se  V(jiis  suis  très  reconnaissaiil  pnur  a\(iir  appelé  ralloiilinii  sur  l'erreur 
coimnise  dans  ma  Note  sur  la  précession.  En  elFel,  il  m'avait  échappé  que, 
par  des  approximations  successives,  le  second  terme  du  niendne  droit  dans 

-^-j-  =  a  s\i\{at  -h  £)  -t-  a(ci  -1-  Vt.)cos{at  -H  £)  —  avii\  s.m{at  -i-  t).  .  . 

donne  naissance  à  un  terme 

■+-  av,  ('2  sin(a<  -4-  e), 

ce  qui  rc'duil  vj  à  zéro  (au  moins  aux  quantités  d'ordre  supérieur). 
Cette  erreur  élémentaire  m'appartient  exclusivement. 
Dans  volrc  Noie  vous  considérez  l'équation 

-J-;  =  ae  cos( nt -h  i>o) -*- b  s\n pi. 

Gjldén  considère  au  début  des  appro\iiiiaii(jus  l'écjuation 

-J-;  =  ae  cos(nt  -I-  l'a)  —  -  «£-  sin{/U  +  Vo)  —  t:  «£''  cos(nl  ■+-  co)  +  b  siii  /</, 


et  parvient  à  déterminer  v^  dans 

h 


'ô  -!-/>• 


ïiii  pi. 


(')  Extrait  d'une  lettre  de  M.  O.  IJacklund  à  M.  Poincarc. 
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La  valeur  de  pi  ainsi    délerniiiiée   est   évidemnienl   beaucoup    plus    petite 

a- 
que  — ;• 

Gjldén  dit  expressément  qu'il  est  mt^me  inutile,  pour  la  détermination  de  p'^, 
de  partir  de  l'équation,  où  l'on  a  négligé  la  deuxième  et  la  troisième  puissance 
de  £.  C'est  justement  ce  que  vous  avez  démontré. 

Je  serais  1res  reconnaissant,  si  vous  vouliez  bien  faire  insérer  ces  lignes  dans 
les  Comptes  rendus.  Je  le  dois  à  la  mémoire  de  Gyldén. 


SUR 

LA   FIGURE   DE  LA  TERRE 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  107,  p.  G7-71  fg  juillet  188S). 


Est-il  possible  (le  trouver  une  lui  do  la  varialioii  de  la  densité  à  l'intérieur  de 
la  Terre  qui  satisfasse  à  la  fois  : 

1"  A  l'équalion  de  Clairaul  ; 

2°  A  la  valeur  observée  — r  de  l'aplatissement; 
290!  ^ 

3"  A  la  valeur  observée  3o5,6  de  la  constante  de  la  précession? 

Depuis  quelque  temps  déjà,  les  géomètres  considèrent  comme  vraisemblable 
que  cela  est  impossible;  si,  en  efTel,  on  admet  que  la  compressibililé  diminue 
rapidomenl  (jiiand  la  pression  augmenic,  M.  Callandreau  a  montré  que  l'on  a 

;7^<«'      ^>°' 

el,  si  rj  est  croissant,  M.  Radau  a  démontré  qu'il  doit  y  avoir  entre  l'aplatisse- 
ment et  la  constante  de  la  préccssiou  une  relation  à  laquelle  les  valeurs  obser- 
vées ne  satisfont  pas. 

Quelques  doutes  pouvaient  sidisisler  cependant;  pour  établir  cette  relation, 
M.  Radau  est  obligé  de  supposer  que  la  quantité  (pi'il  a  appelée  Y)  est  comprise 
entre  o  et  0,54.  Son  résultat  subsiste-t-il  encore  quand  on  s'allrancliil  de  cette 
hypothèse  ? 

Celle  Noie  a  pour  but  de  monti'er  que  h;  tlu'orèuie  de  Al.  lladau  est  encore 
vrai,  sans  qu'on  ail  à  faire  aucune  hypothèse. 
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Rappelons  tl'abord  les  iiolalions  liabiluellemenl  employées. 

Nous  appelons  s  l'ellipticilé  d'une  couclie  sphéroïdale  quelconque;  a  le 
rayon  de  cette  couche,  celui  du  globe  entier  étant  pris  pour  unité;  p  la  densité 
de  cette  couche;  D  la  densité  moyenne  du  sphéroïde  limité  extérieurement  par 
celte  couche  ; 

a  dz  .,         .dn 

£   da  da^ 

Di,  £(  et  r)i  les  valeurs  de  D,  i  et  u  à  la  surface. 
L'équation  de  Clairaut  s'écrit 

i-a-i'—  £JD  -+-(a£'-i-  £)p  =  o, 
ou  bien  encore 

(1)  (Î-1--1-— -n  — 6)/  -  —  I  j  -l-(i;  +  -ri=+5ri)  =  D. 

De  plus,  on  doit  avoir  à  la  surface 

Enfin,  les  observations  de  la  précession  nous  donnent 

Si  la  densité  est  constamment  décroissante,  on  a 

£<.,    ^     p<D,  p-.>o, 

et  l'équation  (i)  donne  alors 

(?  +  V-  T,  _  6  )(?  -I-  V+  5ïi)<  O. 
Comme  l'aplatissement  va  constaiiiiiicnl  en  croissant,  on  a 

^n  >o, 
de  sorte  que  l'inégalité  précédente  se  décompose  en  deux  : 

(2)  ?+'l-+ 5-ri  >o,         ï -f-Ti^— Yi  — 6  <  o. 

Je  vais  me  proposer  maintenant  de  démontrer  qu'on  a  constamment 

H.  P.  —  VIII.  i6 
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l'.ii  ililliTculiaiil  Frijualiou  (i),  un  Imuvo 

f/;-4-(2T,  —  i)<i'ïi  _  f/;  +  ( a ■>!  -f-  5 )  dr\  _  3f/fi  ^  y  p/ 

Ç  +  7)2  —  ï]  —  (i  ^  -4-  r/i  +  [)  T,  ;  ^  D 

P 

LursijiU'  «  csl  croissant,  -  csl  aussi  croissant,  ce  qui  enlraînc  l'incgalilé 

(il  ^  {lr^  —  l)  drt         (il -\- {-ir^  +  b)  dr^         ^ '^^^   ^  p 

Posons 

\    Ç -+- Tj-^ -+- 5 71    /    \Z,  —  r{'—'jr^  —  io) 
Le  preniior  mcnilire  de  l'inégalité  (3)  pourra  s'écrire 

_  j^  ./F(  ;  -  y  +  3-^)  (^  -  y--  7-0  -  iq) 

20  FÇ(7)  +  i)-^ 

Les  inégalités  (2)  entraînent  la  suivante  : 

i;  —  T)!—  77)—  IO<0, 

de  sorte  que  l'inégalité  (3)  peut  s'écrire 

dV  i;-  ri^+371    ^^ 

(4)  -p    ^ <o- 

Pour  les  valeurs  très  petites  de  «,  Ç  et  rj  sont  très  petits  et  tous  deux  positifs  ; 
par  conséquent,  F  est  ipositif.  Je  dis  que,  quand  on  fera  croître  a,  F  restera 
toujours  positif. 

En  cfTet,  en  vertu  des  inégalités  (2),  F  est  de  même  signe  que  Ç  —  r)-+  3rj. 
Donc,  pour  les  petites  valeurs  de  «,  F  et  Ç  —  f]'^ -\-  3rî  sont  tous  deux  positifs. 
Pour  que  ces  deux  fonctions  [)usscnt  devenir  toutes  deux  négatives,  il  faudrait 
d'abord  qu'elles  fussent  toutes  deux  positives,  décroissantes  et  très  voisines 
de  zéro. 

Mais,  si  l'on  suppose 

F  >  o,        (^  —  T,--+- 3ïi  >  o,        rfF  <  o, 
l'inégalité  (4)  nous  donne 

ce  qui  cslincomj)aiiI)le  avec  les  inégalités  (2)  et  la  supposition  que  Ç  —  r)'-+3r) 

est  très  voisin  de  zéro. 

Nous  avons  donc  toujours 

l  —  7,2-1-  3-1  >  o. 


LA    FIGURE    DE    LA    TERRE.  123 

En  résuiiiL',  les  cleiix  tjuantilés  ïî  cl  Ç  doivcnl  salisfaire  aux  inégalités  sui- 
vantes : 

l  >  o,  C  H-  Tr  —  T|  —  6  <  O,  ;  —  r,5  -H  3  T)  >  o, 

el  ces  inégalités  sont  les  seules  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Il  est  aisé  d'en  déduire 

Yl  <  3. 

On  sait  (jue  Clairaul  a\ait  déjà  démontré,  mais  seulement  pour  la  valeur 
de  ri  à  la  surface,  l'inégalité 

■ni  <  3. 

Cela  posé,  reprenons  le  raisonnement  de  M.  Radau.  Ce  sa\ant  étalilil,  par 
un  calcul  ingénieux,  l'identité  suivante  : 

I  I 

I  -H 

■da 


^— •'/§-. 


d'où  l'on  déduit 


>'---:{- ^)(q^). 


5  étant  une  des  valeurs  que  peut  prentlre  r),  quand  a  varie  de  o  à  i  . 
L'observation  donne 


^^^^'-li'-Û 


d'où  l'on  détluirait 


,■^  2  10  I.9><7 

(3)  = =   ^^-^=I,OlS. 


1  — 


,9^3 


Or,  quand  a  varie  de  o  à  i.  ri  reste  compris  entre  o  et  o;  il  en  est  donc  de 
même  de  ^,  ce  qui  entraîne  l'inégalité 


H--Ç ?2  l-f-- 

2  lo       ^  6        90 


i/rn 


\/-l 


L'équation  (5)  est  donc  impossible. 

En  résumé,  aucune  hypothèse  sur  la  loi  des  densités  ne  peut  satisfaire 
aux  observations. 

.le   m'abstiens  de   toute   tentative  d'interprétation   de    ce   résultat  el  je  ne 
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recherche  pas  si  1  nu  il<iil,  |i(Mir  i'\|ili(jiier  (■clic  Miiomalic,  rc|ircuilrc  la  tlisciis- 
sion  des  <ibs<'r\aliiiiis,  mi  supixisiT,  avec  quelques  géologues,  un  uuiuvcuienl 
relatif  du  no3au  lluide  inlerne  par  rapport  à  l'écorce  solide;  ou,  enfin,  si  la 
petite  diflérence,  entre  l'aplatissement  observé  et  l'aplatissement  calculé,  est 
due  simplement  aux  irrégularités  de  la  surface  et  à  celles  qui,  selon  les  idées 
de  M.  Faye,  existeraient  dans  la  distribution  des  uialières  solides  et  liquides  à 
l'intérieur  du  globe. 

Dans  les  hypothèses  envisagées  par  M.  Radau,  cl  où 

lii  \alcur  de  1  reste  sensiblement  constante  et  égale  à   1,987.  Dans  le  cas  plus 
général  où  je  me  suis  placé,  I  peut  prendre  d'autres  valeurs,  mais  il  res 
toujours  plus  grand  que  1,987;  j'ajoute  qu'il  est  toujours  plus  petit  que  2,04 
On  voit  que  les  limites  entre   lesquelles   peut  varier  I  sont  encore  très  rap 
prochées. 


le 
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Bullelin  iislronomi(jue,  l.  6,  p.  5-ii  (janvier  1889). 


1.  Les  récenls  travaux  de  MM.  Slielljes,  Tisserand,  Piadaii  cl  Callandreaii 
ont  appelé  de  nouveau  l'allonliun  sur  la  question  de  la  figure  de  la  Terre,  que 
l'on  croyait  épuisée.  Ces  travaux  semblent  monlrer  qu'il  est  difficile  de  trouver 
une  loi  des  densités  qui  satisfasse  à  la  fois  à  la  valeur  observée  de  l'aplatisse- 
ment et  à  la  valeur  observée  de  la  précession.  J'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas 
inutile  de  reprendre  le  problème  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau. 

J'adopterai  les  notations  de  M.  Radnu;  j'appellerai  donc  : 

a,  le  rapport  du  rayon  du  sphéroïde  considéré  au  rayon  du  globe  (Milier; 

£,  l'aplatissement  de  ce  sphéroïde; 

p,  la  densité  de  la  couche  sphéroïdale  envisagée; 

D,  la  densité  moyenne  du  sphéroïde  entier. 

Je  désignerai  par  les  indices  o  et  i  les  valeurs  de  ces  diverses  quantités  au 
centre  et  à  la  surface,  et  les  dérivées  par  rapport  à  a  par  des  accents. 
Je  poserai,  comme  M.  Radau, 

eu' 


s    =•'>' 


et  je  poserai  de  plus 
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Dans  ces  coiiilllioiis,  I'OcjumIuhi  iliirérculiclli'  tic  Cliiiraiil   pciil  .se  lucllre  suiis 
Vunc  dos  torinos  siiiv;mles  : 


^  rt-  £'  —  £  j  D  +  (  a  £' 


-+-£)?  =  O' 


(rtT|'-i-  ')T|  -I-  T|-)  D  -I-  2a(i  -I-  ■i)D'  =  o, 

'jr\  -)-T,- 


iliM'ivcc  loyaiilhmi(|ue  de  D  y' i 


2rt(n-Tl) 


l)':iiilr('   |>Mr{,   l;i   ("oiulilioii  qui   (Icli'iiiilnc   riiphilisscnu'nl   à   la   siirlarc  |i(miI 

si'crin- 

•fl,  =  0,543. 

Le  problî'iDc  csl  ainsi  (Milièrcnienl  déU'rmiiu'. 

Après  avoir  ôlahli  ri's  formules,  M.  Radau  luoulre  (|uo,  si  ïî  va  ronslamiiicul 
en  croissant  du  centre  à  la  surface,  il  est  impossible  de  salislaire  à  la  t'ois  aux 
observations  de  précession  et  aux  observations  géodésiques. 

J'ai  ('té  ainsi  conduit  à  me  poser  les  deux  (jueslions  suivantes  : 

i"  Serail-il  possible  de  satisfaire  aux  observations  en  renonçant  à  l'Iiypo- 
llièsc  que  ri  doit  (Mre  C(Uislamment  croissant  ? 

2"  Si  cela  est  impossible,  quelle  sera  la  distribution  des  densités  (pii,  p(jur 
une  valeur  donnée  de  la  constante  de  précession,  conduira  à  une  valeur 
maxiuiMMi  (le  laplatissement,  c'est-à-dire  à  une  valeur  aussi  rapprocliée  que 
possible  de  la  valeur  observée. 

2.  Voici  le  système  de  représenlation  dont  je  ferai  usage.  Je  représenterai 
un  mode  quelconque  de  dislrii)iilioa  <les  densités  par  unf  courbe  C  doni  les 
diflerenls  poinis  auront  pour  cijordonnées  les  valeurs  de  ri  et  de  Ç  dans  les 
diflérenlos  couclies  qui  composent  le  sphéroïde  terresire. 

Dès  que  cette  courbe  C  sera  connue,  on  possédera  toutes  les  données  du 

problème.  On  a,  en  elTel, 

da  _  di\ 

omme  nous  connaissons  Ç  en  fonction  do  ïj,  nous  pouvons  écrire; 

log  «  =  /       -=-  ) 

"'0,513  ' 

ce  qui  nous  donne  a  en  fonction  de  r). 
L'éqnalion  de  Clairaul  donne  ensuite 

log(lJ  v'i  -+-  1)  =  coiist.  —  / ■ T-  <lri. 
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ce  qui  nous  ilonne  D  en  fonction  de  r,  (et  par  conséquent  de  a)  à  un  ("acteur 
constant  près  ;  ce  facteur  constant  se  détermine  d'ailleurs  sans  peine,  puisque 
Dj  est  une  donnée  de  la  question. 

Connaissant  D  en  fonction  de  a,  on  en  déduira  p  en  fonction  de  a.  La 
courbe  C  définit  donc  la  loi  des  densités.  Voyons  maintenant  à  quelles  condi- 
tions doit  satisfaire  celte  courbe  pour  être  acceptable. 

Supposons  qu'on  parcoure  cette  courbe  C  depuis  le  point  A,  qui  correspond 
au  centre  de  la  Terre,  c'est-à-dire  à  a  =  o,  jusqu'au  point  B,  qui  correspond  à 
la  surface  du  globe,  c'est-à-dire  à  «  ;=  i . 

Alors  a  devra  aller  constamment  en  croissant,  et  par  conséquent  dt)  devra 
être  constamment  de  même  signe  que  Ç. 

Si  donc  nous  imaginons  que  les  axes  des  r;  et  des  Ç  soient  placés  coinuie  !<■ 
sont  d'ordinaire  les  axes  des  x  et  des  y  dans  le  plan,  la  courbe  devra  être  par- 
courue de  gauche  à  droite  si  l'on  est  au-dessus  de  l'axe  des  r],  et  de  droite  à 
gauche  dans  le  cas  contraire. 

En  dehors  de  l'axe  des  r;,  la  courbe  C  ne  pourra  pas  avoir  de  tangente  serti- 
cale  (c'est-à-dire  parallèle  à  l'axe  des  Ç);  on  pourrait  cependant  admettre 
exceptionnellement  une  tangente  verticale  d'inflexion. 

Sur  l'axe  des  v),  la  tangente  à  la  courbe  C  est,  au  contraire,  toujours  verti- 
cale (à  moins  qu'on  n'admette  que  cette  courbe  a  un  point  anguleux  ou  un 
point  de  rebroussement),  excepté  toutefois  au  point  A. 

Au  point  A  on  doit  avoir  «  =  o;  le  point  B  est  défini  par  la  condition 

Y]  =  0,543. 
de  sorte  qu'on  doit  avoir 


f 


ç  =-- 


Cela  montre  d'abord  qu'au  point  A,  Ç  doit  s'annuler,  sans  cjuoi  l'intégrale  serait 
finie.  Supposons  qu'au  point  A  nous  ayons  rj  ^  rj^,  et 

1 1  m =  /( . 

■r\—r\„ 

11  vient  alors 

f    ^~r. 7--^?(^)' 

ï  1  —  flo 

cp(r))  restant  finie  pour  yj  =  ï)„  ;  d'oii 

«  =  (-i  — •oo)'"M'i)> 
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<\i  (t))  rostani  linic  pour  rj  =  n,,.  l'our  (|iie  a  s'anniik'  pour  n  ;=  /)„,  il  faut  cl  il 
suffit  que  h  soit  positif. 

Cela  veut  (lire  que  la  laugentc  au  point  A  à  la  courl>ê  C  doit  jêlrc  comprise 
dans  l'angle  formé  par  l'axe  des  y)  positifs  et  par  une  parallèle  à  l'axe  des 
Ç  positifs,  c'est-à-dire  dans  le  premier  quadrant. 

Aous  devons  niainleuant  nous  poser  la  question  suivante  :  Quelles  sont  les 
discontinuités  que  peut  présenter  la  courbe  C?  Observons  que  la  densité  p 
peut  être  discontinue,  mais  doit  ùlre  toujours  (iuie,  et  par  conséquent  que  D 
est  toujours  continue.  De  nièuie,  Ç  peut  (^Ire  discfmtinue,  mais  doit  rester  finie, 
de  sorte  que  ïj  doit  être  continue. 

Si  donc  la  courbe  C  présente  une  discontinuité,  c'est-à-dire  si  elle  se  décom- 
pose en  deux  arcs  de  courbe  Al)  et  EB  ne  se  raccordant  pas,  les  deux  points 
extrêmes  D  et  E  seront  sur  une  même  verticale;  on  pourra  supposer  les  deux 
arcs  de  courbe  raccordés  par  un  segment  de  verticale  DE. 

3.  Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  pas  préoccupés  de  la  condition 

'Il 
da 

nous  allons  maintenant  en  tenir  compte.  Posons 

>- 

d'où 

i  -  f!Ë  _    :i 

et,  en  tenant  coiii]p|e  de  la  iclalion  r/(rt''D)  =  ^  da'\ 


On  doit  donc  avoir 


S^;<*'' 


c'est-à-dire  que  fi  doit  croître  de  la  surface  au  centre. 

iNous    sommes    donc    conduits   à    construire   les    courbes   ^  =  consl.,    qu( 
j'appellerai  courbes  de  densité. 
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I^'éqiialidii  de  Clairaut  umis  ddiiiio 

l  -t-  -u-  —  -n  —  6   ^_ 

Si   iiims  rogardons  f/.  cdinnic  iiiic  rdiistanlc  cl  quo  iKiiis  |ironi()ns  la  (l('Ti\(''r 

,  .  ,       .  ,  (la        d't\ 

lonaril  liiiiiqur  en  obscrvaiil  (lue  —  ;=  -?-)  nous  Irouvorons 
'^  '  'ai; 

rf;;  +  (  2  r,  —  I  )  rfr,         (/^  -h  (  2  T|  -(-  5  )  f/r,         3  f/r| 


î  +  rjî  —  7)  —  6  Ç  -H  7,2  -H  â  T| 


<)) 


(111,  en  dévc'ldppanl, 

lX,( -r^  -\- l)  dX,  =  f/ri(3j^-— l()!;  -+-  -ri''  -H  4  T|-i  —  1 1  r,-^  —  So'fi). 

Telle  esl  l'équalion  différenlùdlc  des  courbes  de  densité. 

Celte  équation  admet  trois  solutions  particulières  remarquables  : 

i"   La  droite  r)  :^  —  1; 

2"   La  parabole  Ç  +  r;-  —  r;  —  G  =  o,  qui  correspond  à  ;a  =  o  et  ((iie  j'appid- 
lerai  la  parabole  P  ; 

,')"   La  parabole  Ç  +  r/-  -\-  ot)  ^=  o,  qui  correspond  à  ,u  =  oo  et  que  j'appellerai 
la  parabole  P'. 

Celte  équation  difTérentielle  admet  les  points  singuliers  sui\anls  : 

1"   Le  point  0  = — I,  Ç  ^  4-   que  j  appellerai   N   el   fpii   ap|)arlii'Ml   à    la    luis 
aux  paraboles  P  et  P'  el  à  la  droite  rj  = — i  ; 

2"   Le  pcunl  y)  ^ — 1,  Ç=-,  (pic  j'appidlcrai  Sel   (pii  apparlicul  sciilcmeut 
à  la  droilc  Y]  z=  —  i  ; 

3"  Les  points  rj  :=  o,  Ç  =  o;  r)  = —  5,  Ç  =  o,  que  j'a|)pellerai  O  cl  R  et  qui 
apparlicuiicul  à  la  parabole  P'; 

4"   Les  points  r,  ^  3,  Ç  =  o  ;  77=  —  2,  Ç  =  o,  que  j'appellerai  ()  cl  (V  cl  (pii 
apparlicunciil  à  la  parabole  P. 

Une  discussion  facile  iiionli-c  (pic  par  les  points  N,  O  el  Q'  passent  une  inli- 
iiil('  (^Ic  courbes  de  dcnsilc,  laiulis  (pic  par  les  |ioinls  S,  R  et  Q  passent  deux  de 
ces  courbes  seulcuicnl.   Eu  d'autres  termes,   |>our  employer  les  dénoniiiialioMs 
H.  P.  —  VIII.  n 
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iiiK' j";n  iuliddiiilc!-  ihiiis  iiu's  Mcnioircs  sur  les  coiirbcs  définios  par  des  équa- 
tions dilléicnliolles,  les  |U)iiils  siiii^uliers  N,  O  et  Q'  suul  dos  nœuds,  tandis 
que  S,  R  et  Q  sont  des  cols  {voir  Jig.  i). 

Comme  t)  reste  toujours  positif  et  (|ue,  d'autre  pari,  y.  est  essentiellement 
posilii,  on  n'aura  jamais  à  sortir  de  la  région  du  plan  que  je  couvre  de  hachures 
sur  la  ligure  i  et  qui  est  limitée  par  l'axe  des  Ç  et  par  les  paraboles  P  et  P'. 

i\ous  devons  donc  tout  d'aliord  nous  proposer  de  construire  les  courbes  de 
densité  qui  sont  contenues  dans  cette  région. 

Il   existe  d'abord    une   courbe  de    densité  exceptionnelle  OMQ   qui    \a   du 


Fig.  1. 


point  (  )  au  point  Q  el  qui,  par  conséquent,  partage  la  région  hachurée  en  deux 
régions  partielles.  11  importe  de  remarquer  que  cette  courbe  OMQ  ne  va  pas 
couper  l'axe  des  r;  entre  le  point  O  et  le  point  Q  ;  en  effet,  il  est  aisé  de  démon- 
trer que  sa  tangente  au  point  Q  a  pour  coefficient  angulaire 


=  3, 


ce  qui  montre  (pie  celte  tangente  est  parallèle  à  \\\u'  droite  du  premier  qua- 
drant. Si  1m  couibr  OMQ  allait  couper  la  droite  ()()  eu  un  j)oinl  M  situé 
entre  O  l't  Q,  il  v  aurait  (d'après  un  théorème  cpu'  j'ai  d('montré  dans  mon 
Mémoire  sur  les  courbes  définies  par  les  équations  difl'érentielles)  entre  Q  et  M 
un  point  où  l'axe  des  r,  sérail  tangent  à  une  courbe;  de  densité,  ce  qui  est 
impossible;  car,  en  tous  les  points  de  cet  axe,  la  tangente  à  la  courbe  de 
densité  est  verticale. 
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On  démonlierait  tic  môme  que,  si  l'on  excepte  le  point  O,  aucune  cuurbe  de 
densité  ne  peut  couper  la  droite  OQ  en  plus  d'un  point. 

Les  courbes  de  densité  présentent  donc  l'aspect  que  leur  donne  la  figure  2, 
où  elles  sont  représentées  en  trait  plein,  pendant  que  les  axes  sont  en  pointillé. 


Fig.  2. 


SUR 
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Uulletiii  astronomique,  t.  6,  p.  49"^"  (février  iS8y). 


•4.  (^)ii:iii(l  on  j)ai('()iiil  la  courljc  C  du  point  A  an  |)oinl  B,  d  doil  croître 
di'  i]  à   1  cl.  par  consûquent,  [x  doit  décroîtrf  ;  on  doil  donc  avoir 

dC,  +  {ir\  —  \)dr\        f/Ç  +  ( 2 71 -H  5 )  «?1         ^d-r\_d\i. 

ç  -*-  ■n-  —  'i  —  tj  C  +  'i-  +  â  T,  ;        fx 

Si  l'on  fait,  par  exemple, 

rlt\  =  0,         <if?  >  o, 
celle  iiK'galité  est  satisfaite. 

Il  laut  alors  que  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  C,  en  tenniit  compte 
du  sens  dans  lequel  celle  courbe  doil  êlre parcourue,  soit  du  même  côté  de 
la  tangente  à  la  cdiiiIx-  de  densité  cpi'une  droite  verticale  parcourue  de  bas  en 
haut. 

i'our  exprimer  ce  résullal  d'une  taçon  plus  nette,  faisons  la  conveiilioii 
suivante  :  Mous  avons  vu  tpio  la  n'igion  comprise  entre  les  deux  paraboles  P 
et  P'  est  partagée  par  la  courbe  OMQ  en  deux  régions  partielles  et  que  chacune 
des  courbes  de  densité  est  comprise  tout  entière  dans  l'une  do  ces  régions 
partielles,  dont  elle  ne  pcul  soilir. 

Celles  d(!  ces  couriies  de  disnsilé  (pji  iip|iarlienueal  à  la  région  partielle  OMQN 
coupent  la  droite  ()()  en  un  point  cl  un  seul. 

Si  une  couil)c  de  dcns|t('  coupe  la  dioile  ()(^  en  iVI'  et  (pTuue  aulrt;  courbe 
Coupe  UQ  en  M',   cun\enons  de  dire  ipie  la  première  courbe  est  plus  avancée 
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que  la  seconde  si  M'  est  à  droite  de  M".  De  cette  façon,  une  courlîe  de  densitt'' 
appartenant  à  la  région  ONQM  sera  d'autant  plus  avancée  qu'elle  s'éloignera 
davantage  de  la  parabole  P  et  se  rapprochera  davantage  de  la  parabole  P  et  de 
la  courbe  OMQ. 

Cela  posé,  on  voit  cpie,  si  l'on  parcourt  la  courbe  G  du  point  A  au  point  B, 
celte  courbe  ira  couper  nécessairement  des  courbes  de  densité  de  plus  en 
plus  avancées  si  Ç  est  positif  et,  au  contraire,  des  courbes  de  densité  de  uioins 
en  moins  avancées  si  Ç  est  négatif. 

Il  résulte  de  là  que  la  courbe  C  ira  en  s'éloignant  de  la  courbe  OMQ  dès 
qu'elle  sera  au-dessous  de  la  droite  OQ  ;  elle  ne  pourra  donc  franchir  celte 
courbe  OMQ,  ni  sortir  de  la  région  OMQN. 

En  particulier,  ri  est  toujours  plus  petit  que  3. 

5.  Occupons-nous  uiaintenant  de  la  condition  relative  à  la  densité  à  la 
surface.  On  peut  admettre  qu'à  la  surface  on  a  à  peu  près 

P  _  ' 
D-i' 

d'où 

|ji  =  I ,        (1  =  1 

et 

Si  r)i^  0,543,  on  trouve  à  peu  près 

?  =  i,7; 

le  point  B  devrait  donc  avoir  pour  coordonnées 

•r)  =  0,543,        !;  =  I,7. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  point  du  sphéroïde  terrestre  très  voisin 
de  la   surface,  il    pourra   arriver,    si   la  densité   varie  très  rapidement  dans  le 

voisinage  de  la  surface,  que  la  densité  de  ce  point  ne  soit  pas  égale  à  -;  mais, 

comme  la  densité  va  toujours  en  croissant  de  la  surface  au  centre,  elle  devra 

être  toujours  plus  grande  que  -;  on  a  ainsi 

et 

2ÇH-2V--t-  4'"i  —  6<0,  Ï<I,7- 
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I.a  courbe 

■2  Ç  +  2  fl"  -t-  4  "H  —  (1  =  o 

est  une  paraliole  que  j'appellerai  la  parabole  P",  qui  est  comprise  entre  les 
deux  paraboles  P  et  P'  et  qui  va  passer  par  le  point  N. 

Comme  nous  connaissons  la  valeur  de  l'aplatissement  à  la  surface,  nous 
savons  que 

r\i  =  0,543, 

et  nous  en  concluons  que  le  point  B  est  à  l'intersection  de  la  parabole  P"  et  de 
la  droite  y)  =  o,543.  Mais,  si  nous  ne  connaissions  pas  l'aplatissement,  nous 
saurions  seulement  que  le  point  B  est  sur  la  parabole  P"  et  sur  l'arc  EF  de  cette 
parabole  compris  entre  le  point  E,  intersection  de  P"  et  de  l'axe  des  Ç,  et  le 
point  F,  intersection  de  P"  et  de  la  courbe  de  densité  OMQ. 

Nous  saurions  ainsi  que  vi  est  plus  petit  que  ri  du  point  F,  ce  qui  nous 
donnerait  une  limite  de  l'aplatissement.  C'est  là  un  résultat  bien  connu,  dû 
à  M.  Tisserand. 

6.   Cherchons  maintenant  l'équation  des  courbes  en  termes  finis. 
Quand  on  suppose,  comme  au  paragraphe  3, 

D  =  ^  +  XiJi 
et  que  l'on  fait  /ji  =  1 ,  l'équation  de  Clairaut  s'écrit 

On  trouve  facilement  une  intégrale  particulière  de  cette  équation  :  c'est 

a' 

l  = 


d'où 

^  =  3-7:^:^3'         î  =  9(e=-£)      - 
OU 

C'est  encore  l'équation  d'une  parabole  et  celte  parabole  n'est  autre  chose 
que  la  courbe  de  densité  OMQ  ;  on  vérifie  aisément  qu'elle  passe  par  les 
points  O  et  Q  et  que  sa  tangente  au  point  Q  a  bien  pour  coefficient  angulaire 

d-t\ 
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Une  autre  intégrale  particulière  de  l'équation  de  Clairaut  est 


a~ 


I  -+-  a'' 


d'où,  pour  l'intégrale  générale, 


(  X  constante  d'intégration) 


et,  pour  l'équation  générale  des  courbes  de  densité, 

7.  Jusqu'ici  nous  avons  admis  que  le  point  A,  extrémité  de  la  courbe  C, 
pouvait  se  trouver  en  un  point  quelconque  du  segment  de  droite  OQ.  Cela 
n'est  pas  possible,  si  l'on  veut  que  la  densité  au  centre  de  la  Terre  soit  finie. 
Nous  avons  en  effet 

log ^,  =—  /      —H ^  --=-         et         loga=  /      -jr- 

D,s/m^        \  2(1-+- in)   Ç  \    S 

Au  point  A  la  première  de  ces  intégrales  doit  être  finie  et  la  seconde  infinie. 
Cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si,  en  ce  point,  le  rapport  des  quantités  sous  le 

signe    /   est  nul,  c'est-à-dire  si 

5T1-+-V- 


2(1-)- Ifl) 


=  o; 


d'où 


Ainsi,  le  point  A  se  confond  avec  le  point  O  et,  si  l'on  supposait  que  ce  point  A 
fût  tout  autre  point  de  la  droite  OQ,  il  faudrait  admettre  également  que  la 
densité  au  centre  est  infinie,  ce  qui  ne  peut  pas  être  le  cas  de  la  nature. 

Je  dois  maintenant  expliquer  pourquoi  je  n'ai  pas  cru  devoir  laisser  complè- 
tement de  côté  les  lois  de  densité,  inadmissibles  au  point  de  vue  physique,  qui 
correspondent  à  des  courbes  C  se  terminant  en  un  point  de  OQ  différent  du 
point  O.  C'est  que,  s'il  est  impossible  que  la  densité  suive  exactement  une  de 
ces  lois,  elle  peut  du  moins  les  suivre  à  très  peu  près,  sauf  dans  le  voisinage 
immédiat  du  centre  de  la  Terre.  C'est  ainsi  que  G.  Darwin  a  cru  pouvoir 
examiner  le  cas  où  la  densité  est  proportionnelle  à  une  certaine  puissance 
négative  de  a;  il  admettait  évidemment  que  la  densité,  après  avoir  suivi  cette 
loi  jusqu'à   une  très  faible  distance  du  centre,   suivait  ensuite  une  loi  toute 
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iliHi'ii'iili'  |ii-iniini  crrilic;  (|ii  il  v  iiviiil  ;iiiisi  ;ni  cciilic  ilc  l.i  Tcirc  mit'  sdiIc 
t\c  iiovMii  ni'i  lu  diMiMli'  xnriail  siiivaal  uiio  lui  iiicoiiiiiu',  mais  Irop  prlil  pour 
i|iir  la  ili>lriliuliiiii  tir  la  malirrc  à  riiitcriciir  de  ce  noyau  pùl  iuiliier  dunt' 
l'açoii  sensiMc  ^m-  ra|)lalisscin(Mil  ou  sur  la  |)récessioii. 

Dnns  noire  mode  di'  rcprOsiMilation,  la  loi  de  H.  Darwin  scrail  ri'prt'sonti'c 
l>ar  une  conrlic  C  réduite  à  un  point  unique,  à  savoir  au  point 

Ç  =  o,        T)  =  0,543. 

Quand  donc  la  courbe  C  aboutira  à  un  point  de  OQ  autre  que  O,  il  restera 
sons-entendu  que  celle  courbe  ne  représente  qu'approximativement  la  loi  des 
densités,  cl  que  la  courbe  véritable,  après  avoir  suivi  la  courbe  C  jusqu'à  un 
point  très  voisin  de  A,  s'en  détache  ensuite  et  va  aboutir  au  point  (),  sans 
jamais  s'éloigner  sensiblement  de  la  droite  OQ. 

ITne  dernière  remarque  au  sujet  du  mode  de  représentation  adopté. 

.Si  la  courbe  C  coupe  la  droite  OQ  en  un  autre  point  que  le  point  A  (l'inter- 
section se  faisant  à  angle  droit  comme  nous  l'avons  vu),  elle  peut  représenter 
une  infinité  de  lois  de  densité  difl'érentes. 

Imaginons,  en  cirol,  une  courlie  C  parlant  du  point  A,  confondu  ou  non 
avec  O,  coupant  ensuite  la  droite  OQ  en  un  point  D  et  aboutissant  enfin  au 
point  B,  et  cherchons  ensuite  comment  varie  «  quand  on  parcourt  celte  courbe. 
Au  point  A,  a  est  nul;  quand  on  |)arcourl  l'arc  AD,  a  va  en  croissant,  et  tend 
vers  une  certaine  limite  «„  quand  on  se  rapproche  indéfiniment  de  D.  Au 
point  D,  on  a  rj  =  yj,,,  Ç  =  o;  si  l'on  suppose  que  l'on  stationne  quelque  temps 
en  ce  point,  on  aura  pour  l'accroissement  de  iog«,  pendant  la  durée  de  ce 
stationnement, 


f 


Z 


dn  est  nul,  parce  que  r/  ne  varie  pas  [lendant  le  stationnement  ;  Ç  est  nul  :  donc 
l'intégrale  est  indél(!rminée,  de  sorte  que,  quand  on  quitte  de  nouveau  le 
point  D.  la  valeur  de  n  peut  ne  plus  être  égale  à  a„  et  être  devenue  «i.  Quand 
ensuite  on  parcourra  l'arc  DB,  on  croîtra  de  «i  à  i. 

Le  rapport  de  ai  à  «„  est  indéterminé. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  u„  et  ai,  la 
densité  varie  en  raison  inverse  d'une  certaine  puissance  de  la  distance. 

Il  peut  arriver,  en  particiiliei-,  (jiie  le  point  A  se  conf(jnde  avec  le  point  D  : 
dans  ce  cas,  a„  est  nul. 
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8.    M.  Rafliiii  n  déiiiontit'  l  Kiciilitc  suivante  : 


v^-X'oV' 


2  lO 


y/ 1  -+-  ri 
I) 


d'où  il  est  pormis  de  conclure,  puisque  j=r-  est  essentiellement  positif. 


V  ■  -+-  ^1  = p== /     n  '/«% 


?  étant  l'une  ries  valeurs  (jue  peut  prendre  r,  <piiind  k  varie  de  o  à  1.  Comme  r/ 
reste  toujours  compris  entre  o  et  3,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  liant,  il  y  a 
lieu  de  chercher  comment  varie  la  fraction 

quand  ^  varie  de  o  à  3. 

On  trouve  que  la  dérivée  de  cette  expression  ne  s'annule  que  pour  Ç=  o  el 

pour  ^=  1. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  substituer  dans  l'expression  les  valeurs 

o,    ^    et    3, 

ce  qui  nous  donne 

I,     1,0008     et     0,8. 

On  voit  lie  plus  que  l'expression  devient  égale  à  i  pour 

1  =  5  —  v'2Ô  =  0,53. 

Ainsi,  5  variant  de  o  à  ^j  l'expression  croît  de   i   à   i  ,0008;  ^  variant  de  5 

à  0,53,  l'expression  décroit  de  1  ,0008  à  1  ;  ï  variant  de  o,  53  à  3,  elle  décroît 
encore  de  i  à  0,8. 
On  a  donc 

v/i -I- ri,  <  1,0008  /  d;     • 

Les  observations  de  la  précession  exigeraient 

''  D 


Il  est  donc  impossible  d'y  satisfaire. 

H.  P.  —  VIII.  18 
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0.  Avant  ainsi  reconnu  rim|)(issiliilil(''  do  satisfaire  exactement  aux  obser- 
vations, nous  devons  niainlonanl,  par  le  calcul  des  variations,  chercher  quelle 
est  la  loi  des  densités  qui  y  satisfait  le  mieux.  Je  dois  ajouter  toutefois  que  cela 
n'a  o;u(î're  qu'un  intérêt  de  curiosité,  car  un  grand  nombre  de  lois  trùs  difTérentes 
V  satisfont  presque  également  bien,  et  celle  qui  y  satisfait  le  mieux  n'est  pas 
pour  cela  sensiblement  plus  probable  que  les  autres. 

Il  faut  chercher  la  variation  de  l'intégrale 


,1 


A  cet  effet  nous  allons  poser 

d'où 

(I) 

et,  d'autre  part. 


D  y/i  +  Ti  =  e", 

/  ^      5-ri-<-->i"-     ^ 
2a(i-l-'i) 


(2)  s/     T>da^=l         -— =  =  /        S«-=--on j 

Jn  ^0      V^'  +  l       '^o      L        V'-+-^         ^        (H--ri)^_| 

On  trouve  en  outre,  en  différentiant  l'équation  (i), 


(Va'  =  o. 


^       T12-1-2Ï1-1-  6 


ce  qui  donne 

(3)  —  -    r  e"rfa5Sïi(i-+-Ti)~2  =  re"a_XL±Jl_SM'rfa6. 

2^0  ^  ^-4-211+ 2 

L'intégration  par  parties  montre  ensuite  que  le  second  membre  de  l'égalité  (3) 
se  réduit  à 


( 


v/i  -+-  ïi  6  m  \' 


•  2-ri  -t-  3/o 


—  ;     e"  s  uda^      nu  — —7  +  5  —-^ -H  at\  — ,  , 

J„  y       ■i'-i-2'n -+-3       •i2-H2-n-i-5  2  v/n-'n('n''+  a^i  -*-  5)'  ] 


Le  terme  tout  connu  s'annuleaux  deux  limites;  en  elfet,  il  contienlrt  en  fac- 
teur, il  s'annule  donc  pour  «  =  o;  de  plus,  pour  a  ==  1 ,  ôf^  est  nul;  caria  valeur 
de  M  pour  a  =  I ,  qui  est  log(Diy/i  +r)i),  est  une  donnée  de  la  question. 

Si  l'on  observe  ensuite  que 


,  lo-t- 5-n  — ïi2  , 

«M  -H  5=  -, r «T)=Ç, 
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on  verra  que  le  second  membre  de  (3)  se  réduil  simplement  à 

—  /     e"  ûuc/a'     — — = ■ ■ h  Ç  — ==: ) 

Jo  L  2  V^H-  •r)(T|2-4-2-f)-l-  5)  2  v'H-  Tl(vi2-+-  a-T)  H-  ^1)2  J 

de  sorte  que  l'équation  (2)  se  réduil  à 

/'  e''ou  da^  V  l o  -1-  5  n  —  O'        r    3ti'+  6Tri  —  l    "j  _ 

Jr'  e^àuda^  /^    .  „  Sri^-i- 6iri  —  l  \ 

Si  l'on  veut  que  cette  équation  soit  satisfaite  quel  que  soit  fin,  il  (aut  que 

l'on  ait 

(3V--^)(V-+- 2-^-5) 


ou 


ç  = 


3ifi2-(-6r,  —  i 


C'est  là  l'équation  d'une  certaine  courbe  que  j'appellerai  la  courbe  R. 
Les  valeurs  remarquables  de  r\  entre  y)  :=  o  et  r)  =  3  sont  les  suivantes  : 

I  \/l2— 3 

T)=-,         -ri  =  ^ =o,i55. 

Pour  T)  =  o,  on  a Ç  =  o,     —  =  5 

Pour  o  <  ï)  <  o,  i55,  on  a Ç  >  o 

Pour  7)  =  o,i55,  on  a Ç  =  » 

Pour  o,i55<T)<  ^)  on  a s<o 

Pour  7)  =  -  )  on  a Ç  =  o 

Pour  7i>-,  on  a ?>o 

Ainsi  la  courbe  K,  qui  possède  une  asymptote  verticale 

71=0,  i55, 

coupe  la  droite  OQ  en  deux  points,  à  savoir  au  point  o  et  au  point  /);=-•  Il 

est  aisé  de  voir  quelle  est  la  portion  de  cette  courbe  qui  convient  à  la  question; 
c'est  l'arc  compris  entre  le  point  A,  qui  a  pour  coordonnées 

^  =  r     ^  =  °' 

et  le  point  B,  qui  a  pour  coordonnées 

T|  =  0,543,  î  =  0,8. 


l4o  LA    FIGURE    DE    LA    TERRE. 

Calculons  onsuilo  I)  cl  p;  on  Irmivo 

, ;  •       (  5  Ti  +  T|2  )  (  3  T|=  -I-  6  ïi  —  I  )  </ti 

lo":  Pi    I  -t-  iri  =  COnSt.  —    /     — ; -— ;:; — — — ; j-r  • 

!.i)r.s(|ii"on  |i;iroi>uii  M  lii   comité  K  <Im   poiiil  A  nn  |i()inl   15,   la  ([iiiuililé  sous  lo 
>ii;ui"    /   restera  essenlielleiiieul  positive;  donc  Dyi  +  ry  iia  en  décroissant  et, 


couinie  \  1  +  ri  est  croissant,  D  sera  décroissant. 
L'équalion  de  Clairaul  nous  donne  ensuite 

P       6-+-in  —  i\"-  —  Z  _  —  6-n*— 8ti3-+-i2ïi--i-4oti  —  6 

D  ^  (ÏTTTvi  ~  6(1  ■+■  ■ri)(3ï)=-t-  i;r^  —  1) 

ou 

p         -2^+3^,-»--  373-^-63 


D  6(i-t-Ti)  6(i  +  Ti)(37i!-t-(iïi  —  i) 

Dans  la  première  fraction,  le  numérateur  décroît  et  est  [tositif,  le  dénominateur 
croît  :  donc  la  fraction  décroît;  il  nous  reste  à  examiner  la  seconde  fraction. 
La  dérivée  logarithmique  de  cette  seconde  fraction  s'écrit 

37^ 


^'3  3 


—  II2T1Î-I-  3  2ïl  —  5^ 


Sous  cette  forme,  il  est  aisé  de  voir  que  celte  dérivée  logarithmique  est  négative 
et.  par  conséquent,  que  .^  décroit  et  que  p  est  dccroissant ,  ce  qui  est  la  condi- 
tion pour  qu'une  loi  des  densités  soit  admissible. 

La  courbe  K,  ou  plutôt  la  portion  de  cette  courbe  comprise  entre  les 
points  A  et  B,  représente  donc  une  loi  des  densités  admissible,  et  cette  loi 
est  celle  qui  correspond  au  minimum  de  la  quantité  que  Von  a  coutume 
d^appeler  I  et  qui  est  définie  par  V égalité 
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10.  Il  peut  èlve  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  loi  qui  répond  au 
maximum  de  celte  même  quantité  I;  l'existence  de  ce  maximum  est  certaine, 
puisque  M.  Tisserand  a  démontré  (Bull,  astron.,  t.  1,  p.  4'!*)  l'inégalité 

I  <  2,0288. 

Cependant,  le  calcul  des  variations  ne  nous  donne  aucun  maximum;  il  n'y  a 
qu'une  loi  des  densités  pour  laquelle  la  variation  ôl  est  nulle,  c'est  celle  tpii 
correspond  au  minimum  dont  nous  avons  parlé  dans  le  paragraphe  précédent. 

Nous  devons  donc  conclure  que  I  n'aurait  pas  de  maximum  si  la  loi  des 
densités  était  complètement  arbitraire,  et  que  si  I  est  limité,  c'est  parce  (pic  la 
densité  est  assujettie  à  être  décroissante. 

Pour  qu'il  y  ait  maximum,  il  faut  que,  quelle  que  soit  la  variation  op  de  la 
densité,  la  variation  ôl  ne  soit  jamais  positive.  Or,  si  ôp  était  entièrement 
arbitraire,  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si  ôl  était  toujours  nulle,  et  nous 
venons  de  voir  que  cette  hypothèse  conduisait  à  une  solution  inadmissible. 

S'il  y  a  maximum,  c'est  donc  que  ôp  n'est  pas  entièrement  arbitraire; 
comment  cela  peut-il  se  faire  ?  Si  p  était  constamment  décroissant  et  qu'on 
donnât  à  ôp  des  valeurs  suffisamment  petites  mais  d'ailleurs  arbitraires,  p  +  ôp 
serait  encore  décroissant,  de  sorte  (|ue  ces  valeurs  de  ôp  seraient  admissibles. 
Ainsi  ôp  est  arbitraire,  à  moins  que  p  ne  soit  constant;  si,  au  contraire.  0  est 
constant,  dp  doit  être  décroissant  et  n'est  plus  arbitraire. 

Le  maximum  de  I  correspond  donc  à  une  courbe  de  densité.  11  ne  reste  plus 
qu'à  comparer  entre  elles  les  difTérentes  courbes  de  densité.  Comme  l'équation 
générale  de  ces  courbes  ne  contient  qu'un  seul  paramètre  arbitraire,  I  n'est 
plus  (onction  que  de  ce  paramètre.  Alors  1  atteindra  son  maximum  soit  lorscpic 
sa  dérivée  par  rapport  à  ce  paramèlrc  s'annulera,  soit  quand  la  courbe  de 
densité  se  réduira  à  une  des  courbes  extrêmes  qui  correspondent  aux  cas 
de  pt  =  o  ou  fx  =:  00  . 

On  vérifierait  que  la  premièic  doit  êlie  rejetée;  parmi  les  trois  courbes 
extrêmes  (fi  :=  u,  fi  :^  00  j  qui  sont  les  trois  paraboles 

;=  — T,î—  5-1,  ;  =|— T,2-|- T, -1-6,  i;  = -ri?  —  3  ri, 

la  dernière  est  seule  admissible. 
Elle  correspond  au  cas  suivant  : 
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La  ilciisile  ilii  i;liilic  est  (•(iiislaiilc  cl  c^alc  à  lij.i;  de  [iliis,  lui  piiiiil  ninli-rit'l  dt 
masse  tinio  égali'  à  ^  tîX  sf  IruiiM;  au  cuiilic  de  la  Tcirt'  ;  on  a  alors 


p  =  X(I,  D  =  x(-î-+,a), 


et  I  on  trouve 


on  a  à  la  suitace 


T)  =  3— 


^1=  — —  )         U,=  >,((ji-+- I). 


D'ailleurs,  d'après  la  définition  de  I,  il  vient 

3^_5(j'-t-i_       5 


I  3        |Ji  3  —  r. 


5P 


H  J  —  T,, 


Mais  on  sait  que 


ce  qui  donne 


5» 

2£i 


I  =  ! —  =2,0288 


Le  maximum  de  I  est  donc  précisémenl  la  limite  supérieure  trouvée  par 
M.  Tisserand.  Cette  limite  peut  être  atteinte  ou  j)lutôt  on  peut  en  approcher 
autant  (pie  l'on  veut. 

IL  L'analjse  (pii  précède  est  celle  par  laipielle  j'avais  été  conduit  aux 
conclusions  énoncées  dans  une  Note  récemment  insérée  aux  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences.  Depuis,  M.  Callandreau  a  montré  (Bull,  astron., 
t.  5,  p.  'I73)  que  le  résultat  le  plus  important,  c'est-à-dire  l'inégalité  r]  <  3, 
peut  être  déduit  presque  immédiatement  des  équations  de  Clairaut.  J'ai  cru 
néanmoins  devoir  reproduire  mon  analyse  primitive,  parce  qu'elle  me  conduit 
à  d'autres  inégalités  importantes  et  qu'elle  me  fait  connaître  entre  autres  le 
système  complet  des  inégalités  auxquelles  satisfont  les  quantités  rj  et  Ç.  Les 
mômes  principes  jKJiiiiiiicnt  d'ailleurs,  comme  je  me  réserve  de  le  faire  voir 
plus  liird,  conduire  au  système  complet  des  inégalités  auxquelles  satisfont  les 
quantités  r/,  Ç,  i,  a,  0  et  D. 


LES  MESIIRKS  DE  GRAVITÉ 


ET 


LA    GÉODÉSIE 


Bulletin  astronomique,  t.  18,  p.  5-3ij  (janvier  1901). 


I.  Tout  le  monde  regarde  les  observations  du  pendule  comme  le  complé- 
ment nécessaire  des  mesures  géodésiques;  mais  on  ne  s'est  pas  toujours 
rendu  exactement  compte  des  véritables  relations  qui  relient  ces  deux  séries 
de  données  obtenues  par  des  moyens  si  différents. 

Il  y  a  une  circonstance  qui  a  probablement  déjà  été  remarquée,  mais  sur 
laquelle  on  n'a  peut-être  pas  suffisamment  insisté  :  c'est  que  les  observations 
du  pendule  ne  viennent  pas  seulement  nous  fournir  un  complément  aux 
mesures  géodésiques,  mais  elles  pourraient  les  remplacer  complètement  si  elles 
pouvaient  être  assez  multipliées  et  si  elles  étaient  suffisamment  exactes. 
De  même,  d'ailleurs,  les  mesures  géodésiques,  si  elles  étaient  parfaites, 
pourraient  dispenser  des  observations  pendulaires. 

Bien  entendu,  je  ne  veux  pas  dire  qu'il  faut  renoncer  aux  mesures  géodé- 
siques. Les  deux  méthodes  d'observation  ne  sont  ni  l'une  ni  l'autre  assez 
précises  pour  qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  de  les  contrôler  l'une  par  l'autre. 

Mais,  pour  que  ce  contrôle  soit  possible,  il  faut  justement  se  rendre  bien 
compte  de  la  nature  de  leur  dépendance  mutuelle.  C'est  là  le  but  du  présent 
travail. 

Je  me  suis  donc  proposé  de  donner  une  formule  propre  à  déduire  la  forme 
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lia  i^eoïilo  lies  sciili'^  nlisriNMliims  [n'inliihiircs,  cl  en  parliciilii'i-  la  (Icliii-maliiiii 
locale  du  géoïdc  pruvoiianl  dune  peiliiihalKui  lomle  ilc  la  gravité.  Ccllu 
lormulo  est  celK'  (jiio  je  doiiiii'  pins  Iciin  |  5;  1\  .  Iiinn.  (  i  i  |. 

Une  remarque  avnnl  ilalliT  pins  Idin  :  dans  un  arlnle  r<''(einincnl  pnhlu'' 
dans  la  Revue  iiéncra/c  ih's  .SVvV/^rr.v,  M.  Hrillduin  a  expose  (piid(pies  idées 
originales. 

Il  a  tait  reniariniei-  tpie  la  definilion  lialiiluelle  du  géoïde  rinnpdrle  une 
anibignïlé.  On  dil  d'ciidinalre  (pie  e'esl  la  priikingalion  idéale  de  la  surface  des 
mers  au-dessous  du  sol  des  continenis.  Mais  qn'entend-oii  par  là  ? 

Esl-ee  la  surface  quiiii  nivellcmenl  opéré  sous  terre  dans  des  galeries  de 
mines  montrerait  être  partout  de  niveau  avec  les  océans  ?  C'est  là  une  première 
(léfinilion,  et  j'appellerai  Gi  le  géoïde  ainsi  défini. 

Mais  esl-ce  liien  là  le  véritable  prolongement  de  la  surface  des  mers  ?  Il  est 
permis  d'en  douter.  Dans  tons  les  cas  où  la  forme  de  la  [ilanète  est  susceptible 
iriine  tléiînition  géométrique  et  où  la  densité  est  supposée  donnée  par  une 
formule  aiialvlique,  il  est  aisé  de  constater  que  la  surface  des  mers  et  celle  du 
géoïde  Gi  sont  définies  par  des  équations  dont  les  premiers  membres  soni  des 
fonctions  analytiques  entièrement  différentes. 

Faisons,  par  exemple,  une  hypothèse  aussi  simple  que  possible.  Le  noyau 
s(dide  de  la  planète  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  el  sa  densité  est  constante.  Il  n'y 
a  pas  de  rotation.  Le  noyau  est  partiellement  recouvert  par  uiu'  masse  liquide, 
<pii  joue  le  rôle  de  nos  mers,  mais  dont  (a  densité  est  négligeable. 

Il  est  aisé  alors  de  définir  le  géoïde  Gi  qui  prolonge  la  surface  de  celte 
mer  sous  la  partie  du  iiovaii  solide  qui  n'est  pas  reconverti^:  on  constate  alors 
que  la  surface  (ii  esi  un  ellipsoïde,  tandis  que  la  surface  de  la  mer  est  une 
surface  transcendante. 

J'appellerai  donc  Go  le  géoïde  ipu  esl  la  coiiliniial  ioiw///^^/)7/yhc  de  la  suitace 
des  mers  au-dessous  des  continents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  différence  entre  les  deux  géoïdes  nous  allons 
prendre  un  exemple  sliii|ile,  aii([iiel  d'ailleiii's  Ions  les  autres  cas  peuventy;r(^///- 
(/uenienl  se  ramener. 

Imaginons  que,  dans  une  légion  delerminée,  la  surface  tie  la  Terre  s'élève 
au-dessus  du  géoïde,  ijue  dans  celle  région  celle  surlace  se  réduise  à  une 
portion  de  sphère,  dont  h;  rayon  sera  l*i  el  doiil  le  ceiilie  ne  coïncidera  pas  en 
général  avec  celui  di-  la  Terre;  et  enfin  (|ireiilrc  celle  snilace  split'iirpie  cl  le 
géoïde  la  densité  soit  constante  et  égale  à  o. 


MESURES    DE   GRAVITÉ    ET    LA   GEODESIE.  l45 

SoilW  le  potentiel  total;  il  se  composera  du  potentiel  U  dû  à  la  force  cenlri- 

l'uge  et  du  potentiel  V  dû  à   l'attraction.   Ce  dernier  pourra  lui-même  être 

décomposé  en  deux  parties  :    i"  le  potentiel  Vi  dû  à  une  sphère  attirante  S 

homogène  de  densité  p,  de  centre  C  et  de  rayon  R;  2°  le  potentiel  V.,  dû  aux 

masses  attirantes  supplémentaires,  c'est-à-dire  à  la  partie  de  la  planète  cpii  est 

extérieure  à  la  sphère  S  et  de  masses  réparties  à  l'intérieur  de  celte  sphère  et 

dont   la   densité  p'  sera  égale  à   la  densité  réelle  de  la  Terre  au   même  point 

diminuer    de     la    constance  p;    cm    peut    d'ailleurs    concevoir    qu'en    certains 

points  p'  soit  négatif. 

On  aura  alors 

W  =  U-^V,-hV2. 

Dans  la  légion  envisagée,  entre  la  surface  sphérique  qui  est  celle  de  la  Terre 
et  celle  du  géoïde,  la  densité  de  la  Terre  est  supposée  égale  à  p  ;  par  conséquenl , 
p'  est  nul;  il  n'y  a  donc  dans  cette  région  aucune  des  masses  supplémentaires 
qui  engendrent \\. 

Donc  V2  est  dans  toute  cette  région  une  fonction  analytique  et  peiii 
toujours  être  représentée  analytiquement  par  la  même  formule. 

De  même  U  est  fonction  analytique  dans  tout  l'espace. 

Venons  à  Vi  ;  soit  /•  la  distance  du  point  (x,  y,  z)  À  C;  on  aura 

Vi=     —  (pour  r>  R)  ) 

,,        3  M        M  r--  ,,  J  3    '^ 

Si  donc  j'appelle  V,  la  continuation  analytique  pour  r<R  de  la  valeur 
de  \  1  pour  /■  >  R,  on  aura 

3  M        M  r'        m 

Si  j'appelle  de  même  W  la  continuation  analytique  à  l'intérieur  de  la  surface 
sphérique  de  la  valeur  de  W  à  l'extérieur  de  cette  surface,  nous  aurons 

Soit  maintenant  /■  ^  R  —  t;  celle  différence  £,  qui  sera  très  petite,  représentera 
à  peu  de  chose  près  l'allitude  de  la  surface  de  la  Terre  au-dessus  du  géoïde.  Or 
on  trouve,  en  négligeant  e^, 

2  R-" 

H.     P.    —     Vltl.  ,g 
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Siiil  iiiniiilcnaiil  ô  la  différence  île  nl\('iiii  entre  le  géoïde  Gj  dont  l'équation 
est  W  =  cdiisl.,  et  le  géoïde  (jj  dont  récjuation  est  W  =  const.  Nous  pourrons 
écrire 

d'où 

3Me'^  4n3ps2 


Or  un  a  sensiblement 


^      ■     ■-',£' R3  3    2 


=  l^tARo, 


A  étant  la  densité  moyenne  de  la  Terre  et  R„  son  rayon;  il  vient  donc 

~  _  _  3   p   e^ 

Ainsi  la  distance  des  deux  géoïdes  est  proportionnelle  au  carré  de  l'altitude; 
elle  est  d'un  peu  moins  de  o"',i2  |)our  une  altitude  de  i*""  et  d'un  peu  moins 
de  2'"  pour  une  altitude  de  4'""- 

L'influence  sur  la  gravité  est  plus  grande. 

On  a,  m  (dTet,  sensiblement, 

_       ^W 

et  si  j'appelle  g'  la  continuation  analytique,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  de  la 
valeur  de  g  à  l'extérieur  de  cette  sphère  on  aura 


S  =  — 

d'où 


6/W—  W)        r/    VV'-VV  ,  .,       p     E 

*        *  //r  <ll  ^     '^  *  A  Ro 

L'allérali(ui  de  la  gravité  est  proportionnelle  à  la  première  puissance  de  la 
gravité. 

Rappelons  qu'on  a  proposé,  pour  réduire  le  |)('udule  au  niveau  de  la  mer, 
deux  corrections  : 


i"  La  correction 


■^■'^r;- 


Je  rappellerai  correction  de  Fayc^  bien  fpi'cdie  soit  connue  dej)uis  f'(ut  long- 
temps, parce  que  M.  Faje  a  le  jiremic'i'  proposé  de  ne  pas  faire  d'autre  correction. 
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2"  La  correction 

_  3      p  j_ 
2^A  Ro 

qui  est  connue  sous  le  nom  de  correct/o/i  de  Bouguer  et  qui  est  ileslin(''e  à 
tenir  compte  des  masses  cuutinenlales. 

Nous  devons  donc  envisager  : 

1"  La  valeur  de  la  gravité,  atleclée  de  la  correction  de  Faye  seule,  c'est  ce 
que  serait  la  pesanteur  à  la  surface  du  géoïde,  si  les  masses  continentales 
étaient  condensées  sur  celle  surface,  ou  plutôt,  pour  plus  de  précision,  dans 
une  couciie  inlinimeul  uiiiK  e  située  au-dessous  de  cette  surface.  Ce  n"('l^l  pas 
aulrc  cliose  que  ce  que  nous  avons  appelé  g' . 

a"  La  valeur  de  la  gravité,  afTectée  des  corrections  de  Faye  et  de  Bouguer, 
c'est  ce  que  serait  la  pesanteur  à  la  surface  du  géoide,  les  niasses  conlincnlalcs 
étant  rasées;  c'est  ce  que  j'appellerai  g". 

'6"  La  valeur  qu'aurait  la  gravil(''  à  la  surface  du  géoide,  si  les  masses 
conlincmlales  suLsistaieul  iciles  qu'elles  sont.  C'est  ce  que  j'ai  appelé^''. 

Dans  le  premier  cas.  les  niasses  conliuentales  sont  au-dessous  du  géoïde, 
elles  allirent  de  liant  eu  l)as:  dans  le  second,  elles  sont  siippriiiK'es,  elles 
n'attirent  pas  du  loul;  dans  le  lioisièine.  elles  soni  an-dessus  du  géoïde,  elles 
attirent  de  bas  en  haut.  On  aura  donc 


On  s'explique  ainsi  p(pnr(pi<)i  la  diilerence  g'  —  g  est  le  double  de  la  coiin'c- 
lion  de  Bouguer. 

M.  Brilloulu  ad()[ile  le  géoïde  ()._,,  on  plutôt,  afin  d'enlever  à  la  définiliou  ce 
(pi  elle  a  d'un  peu  alisliail,  il  rapporte  tout  à  une  surface  de  référence  (î.,  luii 
n  est  plus  la  surface  des  iiieis.  mais  une  surface  de  niveau  extérieure  à  toutes 
les  masses  attirantes. 

Outre  les  géoïdes  Gi  et  G^,  il  conviendrait  de  considérer  le  géoïde  de 
M.  Helmert,  dont  la  définition  est  ])lns  compliquée. 

Le  choix  de  M.  Brillouiu  me  ])arait  tout  à  fait  judicieux;  je  remarquerai  tou- 
tefois que,  dans  ce  qui  va  suivre,  je  n'aurai  pas  à  me  préoccuper  de  la  difTérence 
des  deux  géoïdes,  puisque  je  négligerai  £^.  J'aurai,  au  contraire,  à  tenir  compte  de 
la  diflérence  entre  les  deux  valeurs  de  g  qui  contient  £  à  la  première  puissance, 
et  nous  verrons  plus  loin  que  c'est  la  valeur  g'  (c'est-à-dire  la  valeur  afi'ectée  de 
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la  correclion  île  Fayo  seulo)  qui  iiilcrv  it'ul  dans  la  tlétcrminalion  de  la  forme 
du  géoïdc. 

Quand  ji'  parle  de  la  ihHerinlnalion  de  la  tmine  du  géoïde,  je  ne  me  pré- 
occupe pas  seulement  de  rechercher  la  meilleure  valeur  de  l'aplatissement. 
Cette  considération  passerait  plutôt  au  second  plan  et  il  s'agit  avant  tout  de 
rechercher  de  combien  le  géoïde  s'écarte  de  la  forme  ellipsoïdale. 

L'incertitude  sur  l'aplalissenKMil  doit  en  efïet  être  aujourd'hui  regardée 
comme  du  nièiiie  iirdi'e  de  giandeur  que  les  coefficients  des  ternu^s  non  ellip- 
soïdaux. 

II.  Une  des  difficultés  (jue  nous  rencontrerons  est  la  suivante  :  si  nous 
voulons  développer  le  polenliel  en  une  série  de  fonctions  sphériques,  le  déve- 
loppement ne  sera  valable  qu'à  l'extérieur  d'une  sphi^'re,  extérieure  elle-même 
à  toutes  les  masses  attirantes.  11  en  résulte  qu'il  n'est  pas  valable  sur  la  surface 
même  du  volume  attirant,  si  l'on  excepte  celui  des  points  de  cette  surface  qui 
est  le  plus  éloigné  du  centre  de  la  sphère. 

On  peut  se  débarrasser  de  cette  difficulté  grâce  à  l'artifice  de  la  condensation 
imaginé  par  M.  Helmert,  ou  grâce  à  des  artifices  analogues.  Imaginons  d'abord 
que  l'on  décrive  une  sphère  complètement  intérieure  au  volume  attirant,  mais 
qui  s'écartera  très  peu  de  la  surface  de  ce  volume,  puisque  celle  surface  est 
sensiblement  sphérique;  la  distance  de  cette  surface  à  la  sphère  est  de  l'ordre 
de  l'aplatissement.  Nous  prendrons  pour  unité  le  rayon  de  celle  sphère. 
Supposons  ensuite  que  les  masses  attirantes  extérieures  à  cette  sphère  soient 
condensées  sur  la  surface  de  cette  sphère,  c'est-à-dire  transportées  sur  la 
surface  de  la  sphère  au  point  le  plus  voisin  de  la  position  qu'elles  occupent 
réellement. 

La  masse  totale  ainsi  condensée  est  de  l'ordre  de  l'aplatissemenl  ;  la  dislance 
de  la  position  réelle  de  chaque  masse  partielle  à  la  position  fictive  (jiii  lui  esl 
attribuée  par  suile  de  la  condensalion  est  aussi  de  l'ordre  de  raplatissemenl. 
On  conclut  aisément  de  là  que  l'erreur  ainsi  commise  sur  le  potentiel  V  est  de 
l'ordre  du  carré  de  l'aplatissement.  Nous  pouvons  donc  la  négliger. 

Mais  il  faut  nous  rendre  compte  de  l'erreur  commise  sur  i,',  ou  plutôt,  ce  qui 

,,.,,,  .  d\ 

revient  au  meiiie,  comme  on  le  verra  plus  loin,  de  I  erreur  commise  sur  —j-,- 

.Soit  donc  v  le  potentiel  dû  aux  masses  attiranli^s  extérieures  à  la  sphère. 
.Soient  M'  une  des  masses  attirantes,  M  le  point  attiré,  ()   le  centre  de  la 
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sphère,  /•'  la  dislaace  OM',  r  la  dislance  OM,  ']>  l'angle  M'OM,  p  la  distance  MM', 

de  telle  sorte  que 

p2=r''--i-r- — 2rr'cosi\i; 

il  viendra 

'  8r'-  si n  '\i  d>\i M  dr 


-f 


OÙ  0  désigne  la  densité  de  la  maitière  attirante  et  0  l'angle  du  |>laii  MOM'  avec 
un  plan  fixe  passant  par  OM. 

Nous  pourrons  |)oser 

h- 

cos'i  =  I ,  r  =  l-hE^,  r=i-+-£3, 

2 

£  étant  une  ninstanle  de  l'ordre  de  l'aplatissement,  de  telle  sorte  (pic  ;  et  :■' 
sont  finis. 

TNous  aurons  sin'];  d'\i  ^^  h  dh ,  et  d'ailleurs,  si  je  pose 


/i), 


/>■  sera  une  fonction  de  r'  et  de  '\i,  doni  je  ne  veux  retenir  qu'une  chose,  c'est 
qu'elle  est  finie.  ÎNdtrc  équation  devient  ainsi 

r  kh  dh  dz 
J  P 

d'où  (') 

dv  r  kh  dh( r  —  r  cos 'i^)dz' 


Ou  a  d'ailleurs, 


h"-       i.h-z' 

r  -   /■  r.os 'il  =  iz  —  £2  H 1 ) 


p-  =  E-(3  z')--i-  h-{l~  Ez){\-i-  ZZ'  ). 

iVous  poserons  ensuite  h  =  £^,  et  nous  remarquerons  qu'on  doit  alors  faire 
varier  \  depuis  zéro  jusqu'à  ~  qui  est  une  très  grande  quantité.  Nous  trouverons 


ainsi 


£2p 
r'  cos  i|/  =  £(;  —  3')-(-(I-H£Z  )  — ; —  • 

f-  =  e-  [(z  -  z'y-+  ir-]  ^  £\=H-  -^-s'H-  £3z'). 


(  '  )   L'expression  qui  figure  au  deuxième  membre  de  l'équation  est  en  réalité  la  valeur  de  —  -j-  ■ 
Il  suffit,  pour  rectifier  le  calcul  qui  suit,   d'y  substituer  partout  —  j^.  ^  j  ,  ' 


dr      dr 
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iSoiis  poserons 

d'où   p'-=  £^R^+  £'/Jl. 


'j 


{XKl^vxy 


Soil  alors 


nous  aurons 


dv 


\oiis  aurons  il  examiner  les  diliérenls  termes  de  l'inléurale  -.    qui  répondent 

aux  diliérenls  ternies  de  G.  Remarquons  d'abord  que  tous  ces  termes  restent 
finis  pour  ^  =  o,  ^  =  s'.  En  effet,  si  \  et  ;;  —  z'  sont  des  infiniment  petits  du 
|irii]ner  ordre,  /.  sera  du  second  ordre,  p.  du  troisième  ordre,  R,,  du  premier 
ordre.  Le  terme  général  de  la  première  jiarlie  de  G  (je  veux  dire  celui  qui 
figure  sous  le  premier  signe  i)  sera  d'ordre  /(  —  i;  le  terme  général  de  la 
deuxième  partie  de  G  sera  d'ordre  n.  Tous  seront  donc  au  moins  d'ordre  — i, 
cl  les  intégrales  correspondantes  qui  sont  des  intégrales  doubles  resteront 
finies. 

Voyons  maintenant  comment  toutes  nos  intégrales  se  com|)orteronl  pour  H 
très  grand.  .Si  ç  est  regardé  comme  un  infiniment  grand  du  premier  ordre,  À  est 
du  second  ordre,  [x  du  second  ordre,  R,,  du  premier  ordre.  I^e  Icrme  général 
de  la  première  partie  de  G  est  de  l'ordre  — 2;  l'intégrale  reste  tlonc  finie  et, 
comme  elle  contient  en  (acteur  £"+',  elle  est  de  l'ordre  de  £""^'. 

F^e  terme  général  do  la  second  partie  de  G  est  de  l'ordre  o,  l'intégrale  est 
donc  très  grande,  de  Tordre  de  ;,  ou  plutôt  de  l'(»rdre  des  £"^^i. 

Comme  l;i  liiiiili'  Mi|ierieurc  de  ^est-j  l'intégrale  sera  fiuaienieni  de  1  ordre 

de  £"^' .  Si  nous  négligeons  donc  le  carn';  de  £,  ikjus  pouvons  réduire  G  au 
premier  terme  de  cliaque  partie  et  écrire 

G  =  £(2-s')ÇRô--4-£2^Kô'. 

Le  second  terme  lui-m^'Hie  peut  considérablement  se  simplifier;  en  efiel,  les 
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seules  parties  sensibles  de  rinlégralc  sont  celles  qui  correspondent  aux  grandes 
valeurs  de  ^;  nous  pouvons  donc  prendre 

La  différence 

est  d'ordre  —  2  pour  ^  très  grand,  de  sorte  cpic  l'intégrale  correspondante  reste 
finie  pour  Ç  ^  00  ;  elle  est  donc  de  l'ordre  e-,  c'est-à-dire  négligeable. 
Nous  pouvons  donc  écrire,  en  négligeant  e-, 


di'  ror'-'-l{z  —  z')(H\dz'd'ç, 


clv  /   or  -H  s  —  z  ) an  az  ai  /   or  ■■ 


dlir/z'dh. 


Le  premier  terme  représente  l'attraction  des  masses  les  plus  voisines  :  c'est 
la   correction   topograpliique   ordinaire.    Quant   au    second    terme,   il  peut  se 

simplifier  encore.  On  peut,  en  ellel,  remarquer  que  -  est  sensiblement  égala  i , 
et  il  reste  alors 

'  r,d%dz'd/i. 


e/ô. 


expression  qui  :  i"  est  indépendante  de  /•  et  2°  reste  la  même  avant  et  après  la 
condensation. 

Quelle  est  donc  l'influence  de  la  condensation  sur  g-  ?  Cette  influence  ne 

s'exerce  que  sur  le  [jrcniicr  terme  de  -j- ■  Il  faut,  non  pas  faire  la  correction 

topographique  à  la  façon  ordinaire,  c'est-à-dire  supprimer  les  masses  les  plus 
voisines  ou  bien  encore  supprimer  le  premier  terme  du  second  membre  de  (i), 
mais  condenser  ces  masses. sur  la  sphère  de  rayon  i,  c'est-à-dire  remplacer  ce 
premier  terme  par  ce  qu'il  devient  après  la  condensation,  soit  par 

,    ,                                                                    rr.r'-^'czdiit/z'd'- 
(2)  £/    ■■ ^■ 


[Remarquons  en  passant  que,  dans  le  premier  terme  du  second  meud)re  (  1) 
comme  dans  l'expression  (2),  nous  pourrions  au  numérateur  remplacer  le 
facteur  /■'-  par  i,  l'erreur  commise  serait  de  l'ordre  de  £-.] 

Ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  correction  de  M.  Helmerl. 

Mais  on  peut  employer  également  l'artifice  de  M.  Brillouin.  Si  l'on  n'a  pas 
recours  à  la  condensation,  les  développements  en  fonctions  sphériques  seront 
encore  valables,  mais  seulement  à  l'extérieur  de  la  sphère  Si  de  rayon  i  +  eÇ, 
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qui  onvfli)[)pi'  loiilcs  les  masses  altiruules.  Le  j;t'oïdt'  qui  nous  servira  de 
surface  de  ri^fiVence  sera  alors  choisi  de  façon  à  envelopper  cette  sphère. 
(  hiaul  à  i'.  nous  lui  attribuerons  sa  valeur  véritable  pour  les  points  extérieurs 

à  la  sphère;  cette   \aleur  (ou  plutôt  celle  (ie  —j-,  qui  en  diffère  de  quantités  de 

l'ordre    de    i-\   sera    dans    cette    région    développaiile    en   séries   de   fonctions 

sphériques.  Nous  ferons  au  contraire  subir  une  correction  aux  valeurs  observées 

à  l'intérieur  de  la  sphère.  La  valeur  corrigée  sera,  par  définition,  la  valeur  de  ^' 

au  point  de  la  sphère  Si   le  plus  voisin  du  point  d'observation,  cette  valeur 

étant   affectée   de  la   correction  de  Faye  (sans  celle  de  Bouguer^   pour  tenir 

compte  de  la  différence  d'altitude. 

Soient  V„  le  potentiel  dû  à  l'attraction  des  masses  intérieures  à  la  sphère  de 

rayon    i ,   U   le  potentiel   dû   à   la   force  centrifuge,   la   valeur  de  g  sera    (en 

négligeant  e^) 

_      .-/Vo       d\i       dv 
^  ~        dr         dr        dr' 

Nous  désignerons  par  P(  :;)  et  Q  les  deux  termes  du  second  membre  de  (i); 
par  P„  [z)  l'expression  (2).  On  a  donc 

La  valeur  corrigée  de  M.  Helmerl  est 

-^iF--d?-^'^^>-^- 

Voyons  ce  -qu'est  la  correclon  de  M.  Brillouin.  Soient  M  li'  poini   d'obser- 
vation. Ml  le  point  de  la  sphère  Si  le  plus  rapproché  de  M. 
D'un  autre  côté,  si  M  est  la  masse  totale  de  la  Terre,  on  aura 

rfVo  ^  M    ^   ^ 
dr         r"-  ' 

T  étant  de  l'ordre  do  s.  L'équation  Ç.i)  devient  alors 
n6»)  .=  ?5^T-g-Pr.)-Q, 

ou,  en  faisant  /•  =  i  —  ss  et  négligeant  £'-, 
(3ter)  ^=  M  — 2M£;-(-T-  ^  -  P(2)-Q. 

Les  équations  (.3)  et  (.'3  bis)  nous  donnent  la  \aleur-  observées  de^au  point  M. 
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l'our  en  ch'dnirf  hi  \;ilr'ur  ili'  ff  :ui  poiiil  Mi,  11  mjI'IIi  d'v  l'aire  ;  =  Ç;  P(-)  so 

change  ainsi   en  P(Ç).   Les  irois  termes  -t~i   Q  et  T  ne   subissent  que  des 

changements  insensibles,  de  l'ordre  <le  £^. 

,^            ,    M     .,                111               M         .    1         1               M  -   r 

Ouant  a  --)  il  passe  de  la  valeur —  a  la  \aleur ^v:;  ou  en  negli- 

geaiil  £-,  de  la  valeur  M  —  aMs::  à  la  valeur  M  —  sMeJ:.  Nous  trouvons  ainsi 


(4)  ^  =  M-jM£S-hT-^-P(0-Q. 

Pour  passer  de  celle  valeur  vraie  au  [loinl  AIi  à  la  valeur  eorrigi'e  au  poinl  ^f. 
il  faut,  d'après  la  convention  que  nous  venons  de  l'aire,  lui  laiie  subir  la 
correction  de  Paye  qui  est 

2M£(?-S). 

On  trouve  ainsi 

^,  =:M-2M£;-+-T- ^  -  r'(Ç)-Q- 

En  ((uiiparant  cette  équation  à  (3/er),on  voit  ipie  la  correclion  de  M.  Bril- 
louln  est  P(-î)  —  P(Ç),  tandis  que  celle  de  M.  Helmert  était  V{z) — P„(  =  )- 

Les  deux  corrections  conduiraient  d'ailleurs  à  une  analyse  toute  semblabb' 
et  à  des  résultats  qui  ne  différeraient  que  de  quantités  de  l'ordre  de  £-. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  afin  d'éviter  la  difficulti-  signalée,  j'adopterai  l'hypo- 
thèse de  la  coiidriisal  1(111.  I>es  valeurs  de  .;> ,  dont  11  sera  (pieslioii  dans  la  suile, 
seroni  donc  loujouis  le^  \aleurs  observées,  (ifferli'cs  tir  lu  correction 
de  M.  Helmert. 

On  peut  trouver  cependant  que  l'approximation  adoplée,  (jui  est  celle  du 
carré  de  raplalissemenl,  n'est  pas  toujours  suffisante.  Pour  la  pousser  plus  loin, 
on  peut  développer,  non  plus  en  séries  de  fonctions  sphérlques,  mais  en  séries 
de  fonctions  de  Lame.  T^'approxiniatlon  est  alors  le  carré  des  différences 
d'altitude  et  non  plus  le  carré  de  l'aplatissement.  C'esl  ce  que  j'ai  fait  dans  le 
dernier  paragraphe  de  ce  travail. 

Il  convient  alors  de  faire  la  condensation  non  plus  sur  une  sphère,  mais  sur 
un  ellipsoïde,  homofocal  à  ceux  qui  engendrent  les  fonctions  de  Lamé.  On 
prendra  cet  ellipsoïde  très  peu  différent  d'un  géoïde. 

L'analyse  précédente  s'appliquerait  sans  changement  à  ce  nouveau  cas,  el  le 
résultat  ne  serait  pas  sensiblement  modifié. 

Nous  pouvons  donc,  à  condition  de  faire  la  correction  de  M.  Helmert, 
employer  sans  crainte,  soit  les  développements  en  fonctions  sphériques,  soit  les 
développements  en  fonctions  de  Lamé. 

H.  p.  —  VIII.  20 
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III.    Nous  di.sposoiiN  (le  Irois  .sctics  trobservalions  : 

i"  Le.'i  nu'siires  de  iiendiili',  qui  nou.s  (uni  conuiiilic  la  valeur  de  if  aux 
différents  poiuls  de  la  surface  lerreslre; 

2"  Les  iineraliims  di'  ui\elleuieul,  qui  ikuis  loiil  coimailre  lalliludedu  [mini 
d'observalKin.  nu  plus  exacleinenl  la  xalcur  du  |)iil<  utud  \\    eu  ce  point. 

Je  dis  (piil  V  a  équivalence  entre  ces  deux  énoncés.  Soit,  en  efVel,  dh  la  difl'é- 
rence  d'altitude  de  deux  points  Miisins,  mesurée  flirectenu'ul  par  le  nivellenienl; 
soil  i^  l'inlensité  niovcnne  de  la  pesanteur  entre  ces  deux  points,  le  travail  dW 
de  la  pesanteur  quand  tui  [lassera  d  un  pcuul  à  l'autre  sera 

dW  =  —  ffdh. 

3°  Les  oiiservalions  géodésiques,  qui  nous  font  connaître  la  forme  du  géoïde, 
c'est-à-dire  la  distance  d'un  point  de  la  surface  du  géoïde,  c'est-à-dire  de  la 
surface 
(i)  W  =  const. 

au  centre  de  la  Terre. 

Je  désignerai  cette  distance  par  H  +  Ç,  rapportant  ainsi  le  géoïde  à  une 
sphère  de  référence  de  rayon  R;  de  sorte  que  Ç  sera  la  distance  du  géoïde  à  cette 
sphère,  coni|)lée  siii'  le  i^non  vecteur.  Nous  nous  arrangerons  loujouis  pour 
que  celte  sphère  de  référence  soit  tout  entière  extérieure  à  la  planète,  de  telle 
façon  que  Ç  soit  négatif. 

Je  désignerai  par  W,,  la  constante  du  second  membre  de  l'équalit)!!  (1). 

Ce  que  je  veux  remarquer,  c'est  que  ces  trois  séries  d'observations  ne  sont 
pas  indépendantes  et  même  que  si  les  observations  de  deux  des  séries  étaient 
complètes  et  parfaites,  elles  nous  dispenseraient  de  la  troisième. 

.le  luigligerai  d'abord  le  eari(''  de  l'aplatissement;  dans  ces  conditions, 
notre  proposition  et  les  conséquences  ijue  j'en  veux  tirer  sont  aisées  à  établir. 

Désignons  |)ar 

j:  =  r  sinO  cos  9,         y  = /■  sinO  sin  9,         ;:  =  rcosO, 
les    coordonnées    d'un    poiiil  (pudeonque;  par  \     le  |)olenl  lel  dû   à    l'attracliiui 
seule;    par   IJ  =    —  (x'^-i-y-)    le    polenlicl     ilû     à     la      force     centrifuge;     par 

W  =  V  H- U  le  potentiel  total,  (iràce  à  la  condensation,   le   dévelo|ipeuient  de 
V  sera  de  la  forme 

V  =  S  «„/-("+' iX„, 
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X„  étant  une  fonctidii  splifriquc  d'ordro  n  de  0  et  de  cp  et  o„  un  coelTicienl. 
Un  seul  des  coefficients  «„  est  fini,  c'est  rt,,,  qui  est  tel  que  «„X„  représente  la 
niasse  M  de  la  Terre;  un  autre  est  de  l'ordre  de  l'aplatissement,  tous  les  autres 
sont  encore  beaucoup  plus  petits. 
Nous  aurons  d'autre  part, 

U   =   Uo+U2, 


ou 


D'autre  part.   j(>  développerai  de  la  même  manière  Ç,  qui  est  lonction  de  0  et 
de  cp,  et  j'écrirai 

les  bu  cliinl   des  coefficients  dunl   deux  seulement  sont  de  l'iinlrc   de  laplatis- 
somenl  et  les  autres  beaucoup  jilus  petits. 

Soil  luiiinlenanl  /■  ^  R  +  o  le  rajon  vecteur  d'un  point  dr  la  suiface  Icrresirc  ; 
nous  aurons  encore 

les  Cn  étant  encore   des    eoelticieiil>    de    Tordre   de   1  aplatissement   ou   d  or(bi' 
plus  petit. 

Quant  à  '>■,  c'est  une  force  dont  les  trois  composantes  sont 

d\\       </\\       d\\ 
dx         i/y         dz 

La    composante   dirigée   suivant   le   rayon  vecteur  est  —j—  ;  s(ut  1  la  compo- 
sante perpendiculaire  à  ce  rayon,  on  aura 


T  est  de  Idrdre  de  l'aplalissement,  (ui  peut  donc  écrire,  en  négligeant  K'  carré 

de  l'aplalissement, 

„  -       ^/W  _       dW       d\] 
^  ~        7/?  ~"~   ^r~  ~d7' 

Or 

dW 

^  =  - i;  («  +  !)«„. -i«+-^ix„, 

rfU  2  0)'-/'  (0-    X'- -¥■  )■- —  2  2- 


dr  3  3  r 

Dans  les  ternies  du  développement  de  \  ,  je  mets  en  évidence,  en  le  faisant 
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siirlir  (lu  .sit;ii('   i,    le   |ii('inu'r  Icrmc    ([ni   l'sl   li'   seul  (|iii   s<iil   liiii  cl   qui    [u'ul 
s'écrire 

r 
li  N  it'iit  iiinsi 

M  2(0-  (0=  (.r-+ )•-— 2:'-) 

»"=(H-T^ -  —  (■'  +  •'')- y 7^- c'^-^) 

CiDiiiiiie  ï),   w-   cl  les  f«,i   sont  an  plus  d(^   l'ordre  -de   riiphilisseinenl,   nous 
pouvons  écrire,  on  négligeiinl  le  carré  de  l'aplatissemenl, 

,    ,  M  /  2T,\        '.'(o-R        (o-R  X'- -h  y- —  1 Z'        ^,,  ,,    ,,    ,  ^,, 

Développons  ^'  en  série  liarmoiii(pie,  il  vient, 

En  i-emplai^anl   o  dans  l'e(|ualu)n  (a)  par  son   développement  et  identifianl, 
les  deux,  développements,  il  vient 

(3)  „o.„  =  _i^'  +(„-^,)„„R-(«+.:. 

11  y  a  exception  pour  deux  coefficienls  :  ^i,  (coefficient  de  Xy=:  i)  et  celui 
(pie  j'appellerai  o-^,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  (') 

x'-h  y- —  2  2- 


Cj  Les  notations  employées  pourraient  engeniliei-  quelque  confusion  II  y  a,  en  efTet,  2n-f-i 
fonctions  spliériques  d'ordre  n  et  par  ronséquenl  i>n  -t-i   coefficients  ;,'„. 

Il  y  a,  en  particulier,  cinq  coefficients  g,.  Celui  que  je  désigne  spécialement  par  i,',  (de  nnénie 
que  ceux  que  j'ai  désignés  ou  que  je  désignerai  par  a,,  6.,  c,,  g',,  . . .  )  est  celui  de 

■r--i-y'—  iz'- 


I.es  quatre  autres  pourront  être  désignés  par 

S 
et  les  roefflcients  correspondants  par 

«'/',     6'/),     C</),     g'^k)^      ...). 

On  remarquera  alors  que  les  formules  (3  <e;),  (5  <e(\),  {>i  1er),  etc.,  s'appliquent  à  ^,  seulement, 
tandis  que  les  coefficients  ^1*)  satisfont  aux  formules  (3),  (5),  (8)  où  l'on  doit  faire,  bien 
entendu,  «  =  2.  * 
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On  n,  en  efTel. 

M/         2C„\       2co^R 
{ibis)  ^.„=_(^:___j _, 

(i'e/-;  g-j  = ^5 ^-t-3a.K-'. 

D'aiilri'  part,  |joiii-  /■  :=  R  +'Ç,  ^^    iloil  se  rétliiiro  à  A^  „  :  on  a  ihinc 

n.  H-  -,  j  o 

on  en  négli^CHnl  lo  nwvé  do  l'aplali'^scmenl 

Dans  cetlc  (•(|iiali()n,  du  ri'niplacorail  Ç  par  son  (Icxclojipciiicul  cl  Idii 
li'onxi'iail  ensuilc  en  idcnlilianl  los  di'iix  dévf'loppoinonls 

(5)  ^6„  =  «„R-("+>l. 

Il  y  a  exceplioii  [lour  /*„  cl  f/.j.  qui  soiil  donnés  par 
(ihis)  W„  — — -f- jp  Ao=  H —J 

n-  o 

Venons  aux  n]\cllciuciils  cl  reprenons  la  torniule 

d\\  =  —gdli. 

Celle  tormule  nous  apprend  que  (Z\\  élaul  une  dillérenlielli'  exacte,  il  n'en 
est  pas  généralement  de  même  de  dh,  de  sorte  que  les  polygones  de  nivellement 
ne  se  ferment  pas  exacteineni,  à  moins  qu'on  n'y  fasse  une  correction  appro- 
priée. On  sait  que  les  expériences  ont  montré  jusqu'ici  que  cette  correction  est 
à  peu  près  de  l'ordre  des  erreurs  d'observation,  de  sorte  qu'on  n'a  pasa\antage 
à  la  faire. 

Pour  le  moment,  je  me  hornerai  à  remartjuer  ([ue  dh  conlienl  des  facteurs 

de  l'ordre  de  l'aplatissement  et  que  g  est  égal  à  ^-^i  à  des  quantités  près  du  même 
ordre:  on  aura  donc,  en  négligeant  le  carré  de  cet  aplatissement, 

rfW  =  -  ^,  dh, 

n- 
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il  "où 

W-W„  =  -^, 

(>ii  appt'hml  //  1  :illilii(lt'  au-ilossiis  du  j;0(i'ùle. 

V.n  im  poiiil  Je  l<i  siirt'iicf  iloiil  l'altitude  est  //,  un  aura  donc 

d'où  réquation 

(6)         wo--p;,  =  j^(.-;;)+^-  +  -^^+sa„x„R-<-» 

dont  le  second  menihre  difltre  de  celui  de  (4)  par  la  substitution  de  Ç  à  -ri. 

M     •       • 
En  relranclianl  (Gj  de  (4)  '-'^  divisant  pui' '- >  il  vient 

(7)  A  =  n  -  ç. 

Pour  (U'uiontrer  cette  formule  (7),  au  carré  de  l'aplatissement  près,  il  sulTirail 
d'ailleurs  de  considérations  géométriques  1res  simples. 

Les  opi^raticms  de  nivellement  nous  donnent  h;  c'est-à-dire  les  coefficients 

c„  -  b„  =  c„  -  1^'  R-l«-<). 

Les  opérations  géodésirpies  niuis   donnent  les  coefficients  6„  et  par  consé- 
quent a„. 

Les  mesures  de  pendule  donnent  ff,  c'est-à-dire  les  coefficients 


On  voit  que  deux  cpielconcpies  des  trois  séries  donnent  tout  ce  (pie  donne  la 
troisième.  C'est  ce  que  nous  avions  annoncé. 

Voyons  ce  que  cela  signifie.  On  fait  ordinairement  suhiraux  ol>ser\atious  du 
pendule  d(;ux  corrections  pour  tenir  compte  de  l'altiliide.  La  picmière  correc- 
tion (que  j'appellerai  correction  de  Faye)   provient  de  l'augmentation  de  la 

distance  au  centre  de  la  Terre.  Elle  est  égale  à       .^    • 

La  seconde  correction,  dite  curreclion  de  Bouguer,  est  destinée  à  tenir 
COinpt(;  d('  l'attraction  des  masses  placées  entre  le  point  d'oliser\atl<)n  ci  le 
niveau  de  la  mer. 
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Soil  g'  lu  \  iilciir  de  la  pesanteur  alFectée  de  la  correction  de  Kaye,  non  affectée 
de  celle  de  Bouguer;  on  a 

2/iM 

et  SI  l'on  |)ose 

il  vient 

(8)  ^'„  =  -ï^  +  («  +  i)a„R-("+^)=(«-i)a„R-("+'-). 

Pour  j?'„  et  g',,  cette  équation  doit  être  remplacée  par 
,„,.,  ,        M/        2b„\       2(o2R  2W0      M        4w''R 


R^  \  R  /  3  R  R'-  3      ' 

,0  .     ,                         '            262M       w-K                                          210°- R 
(8  ter)  g',_  = j^3 —  +  Sa.R-*  =  "2R-' 3 

Nous  nous  servirons  de  ces  formules  pour  montrer  etunmcnl  on  peut  calculer  le 
relèvement  du  géoïde,  Ç,  en  fonction  de  g'  (intensité  corrigée  de  la  pesanteur). 
Soit  p  la  densité  d'une  couche  attirante  quelconque  répandue  sur  une  spliére 
de  rayon  R;  le  potentiel  dû  à  cette  couche  sera  à  la  surface  de  la  sphère 

V  =  £«„X„R-i"+') 

et  les  valeurs  de  l'attraction,  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur,  seront 

i:(n-i-  i)«„X„K-l"+--!',     _  S«a„X„R-(«+2), 

dont  la  différence 

S(2n-i-  i)a„X„R-i''+2l  =  4Kp. 

Or 

X^l  g'n  R^>i  _  y         M         20)2  RîX, 
Zu  ^r^n~  -^  ~\\  3  ' 

le  développement  (hins  le  premier  membre  commençant  par  les  termes 
où  /(  =  2  ;  car  on  peut  supposer  que  l'origine  a  été  choisie  de  telle  façon 
que  ai  ^  bi  ^^  g\  =  o.  Nous  poserons 

M  _2C02R2X! 

~R  3 

et  nous  écrirons 

V_IN  =  "V       '^'"  ^^"      =  "V  '■^^'"  ^^" 
.AJ[(2«-i- I)  — 3]       ^    -m-hi 

^3y;^^;,RX„       ,y  2^;rx„  ^ 

Jjd  (ïTl  -I-  I  )-  .^  (  2«  -h  I  )•' 

Soit  alors  P„  le  potentiel  d'une  couche  répandue  sur  la  sphère  et  ayant  pour 
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densité  ^'  —  ^„  ;   soicnl    l'i    le   [xiU'iiliel  (lune   comcIic  de  dciisile  P„,  l'.j  celi 
(111110  couche  (le  dciisilc  l'i,  etc. 
Sdil,  ;i  la  Mirfacc  de  la  .sphère, 


il  \  leiidi 


el 


d  (Ml 


r,  —    -I  "en- 


y  g'r,  ^^"  ^  ^ 

^  2n  -t-  1        4-  ' 
Y    g-'„RX„     ^      Pi 

Zu  {211  ■+- 1  y     (4':)'''R' 

2.A-'„RX,.  p.. 


Cette  formule  nous  permet  de  déduire  des  mesures  de  pendule  la  valeur  de  V 
cl,  par  conséquent,  le  relèvement  du  géoïde. 

En  général,  la  série  (9)  converge  avec  la  méine  lapidité  fjuune  progression 

3 
géonKJtrinue   dont  la  raison  serait--  La   convergence   serait  donc   assez  lente, 

mais  on  peut  l'augmenter  en  calculant  à  part  les  premières  harmoniques.  Soit, 
en  effet, 

n=/) 

Soient  ensuite  P'„  le  potentiel  dû  à  une  couche  de  densité  "",  P",  celui  (jui  est 
dû  à  une  couche  de  densité  P'J,,  etc.  ;  il  viendra 

XJ  n  —  i 

OÙ 
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...  3 

La  série  S  convcrsre  alors  comme  une  proirression  dontla  raison  serait -• 

°  1         O  2/1  +  3 

L'emploi  de  la  série  (9)  sera  surtout  avantageux  quand  on  voudra  évaluer 
l'influence  d'une  perturbation  locale  de  la  gravité. 

Supposons  en  effet  que,  dans  une  région  R„  assez  limitée,  la  gravité  subisse 
des  variations  considérables  et  irrégulières;  nous  pourrons  alors  poser 

g'  —  ^'0  =  g"  +  g'"-, 

oi'i  g"  sera  une  i'imclion  dont  les  variations  seront  petites  et  lentes  dans  la 
région  R,,,  tandis  que  la  fonction  g'"  sera  nulle  on  1res  petite  en  dehors  de  R„, 
et  prendra  au  contraire  des  valeurs  considérables  et  à  variations  irréguliôres 
dans  la  région  R,,.  D'ailleurs,  g"  doit  être  choisi  de  telle  façon  que  son  dévelop- 
pement harmonique  commence  par  des  fonctions  sphériques  du  second  ordre. 
Nous  représenterons  par  P'^.  et  V'I  des  potentiels  qui  seront  formés  avec  g" 
et  g'" ,  comme  les  P/;  l'étaient  avec  g'  — g\,  et  nous  poserons 

v-¥[n(^)-;(^)'--.j 

d'où 

V"h-V"'  =  V-N. 

Alors  V"  représentera  ce  que  serait  V  —  N  si  la  perturbation  locale  de  la 
gravité  n'existait  pas,  tandis  que  V"  représentera  l'influence  de  cette  pertur- 
bation locale. 

Voyons  quel  est  le  relèvement  de  géoïde  dû  à  cette  perturbation  locale. 

On  a  sur  la  sphère  de  référence  de  rayon  R 

dr  2   dr- 


Avec  le  degré  d'approximation  adopté,   nous  pouvons  négliger  les   termes 

dr 


en  Ç-,  Ç^,  .  .  .  ,  et  remplacer —r—  par  g\  ;  nous  aurons  donc 


W=  Wa-H«-'„Ç. 

D'autre  part, 

W  =  V  -h  U  =  -t-  V"  -H  V"  -+-  U  -t-  N, 
d'où 

^'„  Ç  =  -  Wo  H-  V"  +  U  -h  V"  -.-  N. 
H.  P.  —  VIII. 
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Nous  pouvons  alors  séparer  la  partie  du  rolèvemenl  du  géoïde  qui  esl  indé- 
pendante de  la  perlurhation  locale,  et  celle  (pii  est  due  à  l'iutluence  de  celle 
perlurbalion  en  posant 

^  =  ^"  +  C", 

„-'or  =  V"'. 
Alors 

représenle  la  partie  du  relèvcmenl  du  yéoïde  qui  est  due  à  l'iniluence  de  la 
perlurbalion  locale. 

La  série  (9  bis)  converge  en  général  avec  une  assez  grande  rapidité;  mais 
nous  remplacerons  au  paragraphe  suivant  cette  série  par  une  intégrale  définie 
dont  la  discussion  esl  plus  facile. 

Je  voudrais  seulement  faire  deux  remarques  : 

i"  Les  coefficients  g\  (qui  sont  au  nombre  de  trois  puisqu'il  y  a  trois  fonc- 
lions  sphériques  du  premier  ordre)  doivent  être  nuls.  C'est  là  une  condition  à 
laquelle  les  observations  du  pendule  doivent  satisfaire; 

2"  M.  Faye  a  remarqué  que,  si  l'on  fait  subir  aux  observations  du  pendule  la 
correction  de  Faye,  en  s'abstenant  de  faire  la  correction  de  Bouguer,  ces  obser- 
vations se  réduisent  sensiblement  à  la  valeur  théorique.  Cette  proposition  n'est, 
bien  entendu,  que  grossièrement  approchée.  Voyons  néanmoins  quelle  consé- 
quence on  pourrait  en  tirer  au  sujet  de  la  forme  du  géoïde,  si  elle  était  rigou- 
reusement exacte. 

La  valeur  théorique,  c'est  celle  qui  résulte  de  la  formule  de  Clairaut,  suppo- 
sant la  Terre  formée  de  couches  concentriques  en  équilibre. 

Comme  le  relèvement  du  géoïde  Ç  ne  dépend  que  de  la  valeur  de  ff',  si  g'  a  la 
m6me  valeur  que  dans  l'hypothèse  de  Clairaut,  ce  géoïde  aura  aussi  la  même 
forme  que  dans  celle  hypothèse,  c'est-à-dire  que  ce  sera  rigoureusement  un 
ellipsoïde  de  révolution. 

Je  le  répète,  cette  conséquence  n'est  que  grossièrement  approchée,  si  la  pro- 
position d'où  on  l'a  déihiile  n'esl  elle-même  que  grossièrement  approchée. 

IV.  Pour  aller  plus  loin,  nous  allons  chercher  à  donner  à  la  formule  (9)  une 
autre  forme. 
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Nous  prendrons  R  pour  unité  de  longueur,  afin  de  simplifier  les  calculs 
algébriques,  quitte  à  rétablir  à  la  fin  l'hoinogénéité. 
Nous  avons  alors,  pour  r  =:  R, 

^  n  —  I 

Tous  ces  développements  commencent  par  des  ternies  du  second  onh-e  {ii  =  2). 
Romarf|uons  maintenant  que  l'on  a 

I  2  3 


Soit  alors 


n  —  I  2«  -h  I  (  2«  -H  I  ) (  «  —  I  ) 

-'^    '       Aà{ïn+  \){n—  I)' 


de  sorte  que 


on  aura 


a.(i)  =  V-N,         P„  =  4-e(i;; 


*(/■)  =  2e(r)-f-3/(/-). 


Or  4^1  0(r)  n'est  autre  cliose  (|iie  le  potentiel  d'une  couclie  sphérique  ayant 
pour  densité^'  —  g\^  par  rapport  à  un  point  inl(''rieiir  à  la  splière  dont  les 
coordonnées  seront 

X  =  /■  sin  6  cos  tp,         J'  =  rsin0sin9,         z  ^  r  cos  0. 

Nous  aurons  donc 

4xe(r)  =    /  , 

où  l'intégration  est  étendue  à  tous  les  éléments  <ico'  de  la  sphère,  où  D'  désigne 
la  valeur  de  la  fonction  g'  —  g'^  au  centre  de  gravité  de  l'élément  rfoo',  et  où  p 
désigne  la  distance  de  cet  élément  au  point  attiré  x,y,  z. 

Soit  ij'  l'angle  sous  lequel  cette  distance  est  vue  de  l'origine;  on  aura 


P  =  \Ji  —  2rcos  'ji  +  r"-. 
Remarquons    maintenant   que,    le    développement   harmonique  de  g'  —  g'^ 
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commençant  par  des  fonctions  sphiiriques  du  second  ordru,  on  a,  quel  que  soit 
le  pointa;,  j,;;, 

/   DV/(o' =    /  D' cos  i}/ r/io' =  o. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

avec 

F(r, ']/)  =  —  ==-  I  -rcos<\,. 

\/i  —  ir  cusi)/  -H  ;•■' 

Nous  avons,  d'aulre  part, 

d/{r)_e(r)_  r'-e(r),/r 

dr-T-l^'  ■'^'~J,         r'-       ' 

d'où 

l'intégration  devant  s'étendre  d'une  part  à  tous  les  éléments  f/w'  do  la  sphère, 
d'autre  part  à  toutes  les  valeurs  de  r  depuis  o  jusqu'à  ;•. 
Je  puis  donc  écire 

47:/(r)  =  ,yD'H(r,<l/)fl'u)', 

avec 

H{r,^)=  f' 


■Ur^,,r. 


Nous  devons  donc  calculer  l'intégrale  H  (/',  <])).  Pour  cela  nous  poserons 

2(«-t-COs4')  1  -\-  2tC0S<\i  -h  t- 


r  = 


1  —  r-  •  1  —  f^ 

d'où 

dr         1  dt 


p         I  —  «2 

et 

_,,      ,  ^   dr  I — V-  \ -\- -ilcoi^ -\- C-       cos^(  I -t- 2/costLi  + /-) 

r  (  r,  '1'  ) := • • • 

'  ^  '  r'Ut       2(<  H- cosJ;j2  2(<  +  cosij;)2  ( ,  _ /2)(t  _^  cosJ;) 

ou,  en  décomposant  en  éléments  simples, 

^,       ,  ^   dr  cos  'h        cos  (l 

'^  '  r^ilt  t—i       t  -h  \ 

L'intégrale  indéfinie  est  donc: 

—  /  +  COSl{'log(l  —  <2). 
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Pour  avoir  H  (  i ,  <]i),  il  fiiuL  inlégrcr  depuis  r  ^  o,  c'csl-à-dirc  f  =  —  cos  t^t, 
ce  qui  donne 

cosii(  1  -I-  2  log  sin  ^) 

jusqu'à  /•  =:  1  ;  d'où 


-  z 

ce  qui  donne 


P  =  2  sin  -  )  i  =  2  sin  -^ i  )  i  —  t-  =  A  sin  —  (  i  —  sin  —  )  ] 

'^2  2  2\  2  / 


I  —  2  sin 


-  ■+-  cos'iloe  (  4  siii- —  4  sin--  |  ■ 

2  '  \  2  2  / 


d'où 


,  ,  sin  —  (  I  —  sin  —  ) 

ù  'b  2    \  2  / 

H  (  I ,  'i  )  =  2  sin-  —  —  2  sin  —  -l-  cos  'l  log ; ; < 

2  2  .„*»* 

sm--^cos2-!- 


ou  cniin 


'1/                 'i  /à  il;\ 

H(  I,  i|/)  =  2sin--^  —  2  sin cosip  log  I  sin  —  ■+-  sin''  -  \  • 

Si  nous  remarquons  que,  pour  r  =  i ,  on  a  p  =  2  sin-j  cela  peut  s'écrire 
H(.,^)  =  J-p-(.-9log(^-.9. 

V-N  =  *(i)  =  2e(i)  +  3/(i). 


On  a  ainsi 
Or 


d'où 


Or 


V-N  =  ^-^yDWco'[2F(i,^)  +  3H(i,.;)]. 


I  i!/       I  p* 

F  (  '  J  ?  )  =  i 2  C0S=  -  = 2  +  —  • 

.il  2  p  2 

2  Sin  -^  '^ 

2 

Si  donc  nous  posons 

G(p)  =  2F(i,.j-)  +  3H(i,4-), 
il  vient 


G(p)  =  =  -4-3p-.^-3(,-Qlogg.9 
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Cl  nous  pouvons  Ocrire  fiualemenl 

V-N  =  ^yD'G(p)r/co', 

ou,  en  rélahlissaat  l'Iioniogénéité, 

En  il'aulrcs  lornios,  la  parlie  complénienlaire  ilii  potonliol  d'où  dépend  le 
relèvement  du  géoïde  nous  sei'a  donnée  par  le  potentiel  d'une  couclie  attirante 
dont  la  densité  est  ^'  —  ff'^;  la  loi  d'attraction  en  fonction  de  la  dislance  p  étant 
représentée  par  la  fonction 

Nous  avons  obtenu  les  foiiiiules  précédentes  en  supposant  cpie  D'  est  la  valeur 
de  g'  —  g'g  sur  l'élément  d'W.  Il  eu  résultait  ijuc  le  développement  de  D'  com- 
mençait par  des  fonctions  sphéri(]ues  du  second  ordre. 

Qu'arriverait-il  si,  dans  l'intégrale 


/' 


D'G(p)o'o/, 

on  remplaçait  D'  par  une  fonction  dont  le  développement  contiendrait  des 
fonctions  sphériqucs  d'ordre  o  ou  i  ? 

Soient  D'„  et  D',  deux  fonctions  analogues  à  D',  mais  se  réduisant,  la  première 
à  une  f(mclion  spliériquc  d'ordre  o,  c'est-à-dire  à  une  constante,  la  seconde  à 
une  fonction  sphérique  d'ordre  i,  c'csl-à-dirc  à  une  fonction  linéaire  des  coor- 
données rectangulaires  de  l'élément  d'W. 

Je  dis  que 

/  D'o  Grfio'  =  /  D',  Gdot'  =  o. 

En  effet,  le  développement  de 

F(r,.i)  =  !:,'■¥„, 

où  Y„  représente  une  fonction  sphérique  d'ordre  n  dépendant  de  •{/,  commence 
par  des  termes  du  second  ordre  («  =  2).  Il  en  est  de  môme  du  développe- 
ment de 


'■H(.,6)=2;,7^Y„. 
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II  vient  ensuite 

G(p)  =  2F(  i,.^)  +  3H(i, .})  =2^?:^'  Y- 
11  suffît  donc  de  démontrer  que 


/ 


D'„Y„<-/(o'  =  /  D',Y„o'io'  =  0        («  ^  2). 


Or  cela  est  évident,  si  D',,  et  D',  sont  des  fonctions  d'ordre  o  et  i  et  ¥„  une 
fonclion  sphérique  d'ordre  supérieur. 

Supposons  maintenant  que  l'on  étudie  l'effet  d'une  perturbation  locale  de  la 
gravité  limitée  à  une  région  R,,.  Nous  poserons  comme  au  paragraphe  précédent 

S       §n  "^^  S  ~^  ë  1 

de  lelle  façon  que  ^'  varie  régulièrement  et  lentement  dans  la  région  R„  et 
que  g"  ne  prenne  de  valeurs  sensibles  qu'à  l'intérieur  de  celte  région.  Seule- 
ment, comme  nous  ne  serons  plus  forcés  de  supposer  que  le  développement 
de  g'"  commence  par  des  fonctions  sphériques  du  second  ordre,  nous  pourrons 
admettre  que,  en  dehors  de  la  région  R,,,  g'"  est  non  seulement  très  petit,  mais 
nul. 

Soient  Dj  et  D^  les  valeurs  de  g"  et  de  g'"  au   centre  de  gravité  de  l'élé- 
ment û?fi)';  nous  poserons  : 

i^'"=riTj^'^^(R)'^-'' 

(  I  bis)  ( 

d'où 

V  -  N  =  V"  -\-  V". 

La    formule    (i  bis)    est  l'équivalent  do  la  formule   (9  bis)  du  paragraphe 
précédent. 

Nous  aurons  de  mémo 


(  I  ter) 


où  Ç"  représente  ce  que  serait  le  relèvement  du  géoïde   sans  la  perturbation 
locale,  et  t,"  le  surcroît  de  relèvement  dû  à  la  perlurbation. 

C'est  la  formule  (  i  ter')  qu'il  convient  d'étudier  de  plus  près. 

Supposons  que  la  région  Rj  soit  contenue  dans  un  petit  cercle  de  rayon  'k. 
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l,"iiiU'^r;ilo  lia  ji'iniul  iiu'iiibrr  dv[t  /cr)  ri,'pri'',st'iilera  le  |>ot(_'iilicl  d  une  C(nich(3 

alliranle  répaiuliie  sur  la  région  R,,  cl  agissant  siiivanl  la  loi  G(  ^  j  •  Mais,  on 

général,  l'ai iracl ion  de  celle  couche  ne  sera  sensible  que  dans  le  voisinage  de 
la  région  R„  el  principalement  dans  cette  région  elle-même.  Nous  n'avons  donc 
à  nous  préocuper  que  des  valeurs  très  petites  de  p;  mais  si  p  est  très  petit,  le 

lerme  prépondérant  est  le  lerme  en-»  qui  est  très  grand,  tandis  que  le  terme 

en  logp,  quoicpie  1res  grand,  est  beaucoup  plus  petit  que  le  premier  el  tandis 
que  les  autres  termes  sont  finis. 

Précisons  davantage.  Soit  K  la  plus  grande  valeur  de  g'"  et  distinguons  les 
trois  parties  de  V"  qui  sont  dues  respectivement  : 

1°  Au  terme  en-; 

P 

2°  Au  lerme  en  log  p  ; 

3°  Aux  autres  termes  de  G  (  ^  |  • 

Ces  trois  parties  seront  respectivement  du  même  ordre  de  grandeur  que 

TT'     iR^     °r'     ~R^* 

Comme  le  rayon  X  du  cercle  fpii  enveloppe  la  région  R,,  a  été  supposé  très 
petit,  les  deux  dernières  parties  seront,  en  général,  tout  à  fait  négligeables,  de 
sorte  que  l'on  aura  simplement 

ou,  en  reprenant  les  nolalions  du  paragraphe  précédent, 

P' 

c'est-à-dire  que  la  série  (g  bis)  du  paragraphe  précédent  pourra  ôlrc  réduite  à 
son  premier  lerme. 

Remarquons  que  la  formule  (  i  ier),  étant  homogène,  peut  être  enqjlojée 
avec  n'importe  quelles  unités.  En  effet,  D',  cl  i^'„  représentant  des  quantités  de 

même  nature,  —^  est  un  nombre  abstrait;  il  en  est  de  même  île  G,  de  sorte  que 
l'intégrale 


ifA'.y-'- 
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esl  le  carré  d'une  longueur  el  (jue 
est  une  longueur. 


^&"- 


V.  Cheichons  maintenanl  à  lairc  le  calcul  en  négligeant  non  plus  le  carré  de 
l'aplatissement,  mais  le  carré  du  relèvement  dugéoïde  au-dessus  de  l'ellipsoïde, 
qui  esl  une  quantité  Ijeaucoup  plus  petite. 

Nous  n'aurons  pour  cela  (pi'à  faire  jouer  aux  fonctions  de  Lamé  le  rôle  des 
fonctions  sphériques. 

Nous  adopterons  un  ellipsoïde  de  référence  qui  jouera  le  rôle  de  notre  sphère 
de  référence  de  rayon  R;  et  nous  nous  servirons  de  cet  ellipsoïde  pour  définir, 
à  la  manière  ordinaire,  un  système  de  coordonnées  elliptiques  p,  p.,  v.  (Si 
l'ellipsoïde  est  de  révolution,  l'une  des  variables  v  devient  illusoire,  il  convient 
de  la  remplacer  par  la  longilude  géographique.)  On  sait  que  l'on  considère  un 
système  de  fonctions  de  Lamé  que  j'appellerai 

R,-,     S,-,     M,-,     Ni. 
R,  et  S,-  sont   fonctions   de  p.   M,-  de  jjl,   N,    de  v.    R,-  est   un  polynôme  en  p 
et  \/p''  —  a-,  \/p-  —  /y-,  \/p-  —  c^(si  l'on  désigne  par  a,  b,  c  les  trois  axes  de 
l'ellipsoïde);  M,-  est  formé  avec  fx  et  N,-  avec  v  comme  R,-  avec  p. 

On  sait  également  que,  quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  N,-  n'est  autre 
chose  que  le  cosinus  ou  le  sinus  d'un  nuilliple  de  la  longitude  géographique. 

Enfin,  toute  fonction  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  à  l'extérieur  de 
l'ellipsoïde  peut  se  développer  en  série  procédant  suivant  les  produits  S,M,N,-. 
De  m(^me  toute  fonction  qui  satisfait  à  r(''C[uation  de  Laplace  à  l'intérieur  de 
l'ellipsoïde  peut  se  développer  en  série  procédant  suivant  les  produils  R/,M/,N/. 

Je  supposerai  que  l'ellipsoïde  de  référence  a  pour  équation  p  =:  o.  Je  désignerai 
par  R°  et  S°  les  valeurs  de  R,-  et  S,-  pour  p  =  o;  par  R',.  et  S',,  les  dérivées  de  R,- 
et  S,-  par  rapport  à  p;  par  R'?  et  S'°  les  valeurs  de  R',  et  S',-  pour  p  =  o. 

Je  distinguerai  : 

i"La  fonction  d'ordre  o  que  je  désignerai  par  l'indice  o,  R„,  .  .  .,  elle  se 
réduit  il  une  constante; 

2"  Les  trois  fonctions  d'ordre  1  que  je  désignerai  par  les  indices  i,  2,  3; 

3"  Celles  des  cinq  fonctions  du  second  ordre  qui  sont  des  polynômes  en  p; 
H.  P.  -  VIII.  22 
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elles  soal  uu  nombre  de  deux,  el  je  les  désignerai  par  R4  el  R, .  On  a  alors  à 

l'extérieur  de  la  planète 

V  =  Sa/SiMiN,-. 

A  la  surface  de  l'ellipsoïde  de  rélérencc  on  aura 

U  =  SX,M,IV,R». 

Tous  les  coefficients  X,sont  nuls,  à  l'exception  de  1„,  1^,  1^]  ce  dernier  coeffi- 
cient est  nul  lui-même  si  l'ellipsoïde  est  de  révolution. 

Je  désignerai  par  Ç  le  relèvement  du  gôoïde  et  par  y)  celui  de  la  surface 
terrestre  au-dessus  de  l'ellipsoïde  de  référence,  et  nous  aurons 

Nous  aurons  encore  (en  négligeant  le  carré  de  Ç) 

W  =  \-  -+-  U  '^' =      ''"^      '^^ 

'         "  (In  dn       dn 

dn.-  dodn-  dn"""'^'^^'^^'' 


d 


en  désignant  par -3- les  dérivées  estimées  suivant  la  iiormaL 


e. 


Quelle  sera  la  valeur  de  Uen  dehors  de  l'ellipsoïde  de  référence?  Nous  savons 
que  U  est  proportionnel  h.  x-  +  y'^;  nous  pourrons  donc  écrire 

U  =  SX,M,N,R,-f-AP, 
où 

„       X-      y-       z"- 
a-       0-       c- 

s'annuh;  sur  l'ellipsoïde  de  référence  et  où  A'  est  un  coefficient  constant  conve- 
nablement choisi. 

Examinons  d'abord  un  cas  simple,  celui  où  la  surface  du  géoïde  se  confond 
avec  la  surface  terrestre  et  avec  l'ellipsoïde  de  référence  (ï)^Ç  =  o).  Je  dési- 
gnerai par  Wo,  V„,  g-„  les  valeurs  de  W,  V  et  ^  qui  correspondent  à  ce  cas 
simple. 

Nous  aurons,  sur  l'ellipsoïde  de  référence, 

V,  +  U  =  G. 
C  étant  une  constante;  d'où 

À/R'; -I- a;  S"  =  o        (sauf  pour  ï  =  o), 

ce  qui  montre  que  tous  les  a/  sont  nuls,  sauf  «„,  a,-,  et  «5. 

Nous  désignerons  par  W„„,  g-,i„,  V„„  les  valeurs  de  W,,,  g„,  V„  pour  p  =  o, 
de  sorte  que  W„„  =  C. 
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Venons  mainlcnanl  au  cas  général. 

Nous  pouvons  avoir  avantage  à  introduire  une  notation  nouvelle  en  posaiil 

(le  telle  façon  que  Ç',  par  exemple,  représente  raccroissemenl  de  p  cpiand  on 
s'élève  verticalement  depuis  la  surface  de  l'ellipsoïde  jusqu'à  celle  du  géoïde. 
Nous  pouvons  poser  ai-je  dit, 

En  eflet,  on  a 


N  étant  la  composante  de  la  gravité  normale  aux  ellipsoïdes  homofocaux  à 
l'ellipsoïde  de  référence  et  T  la  composante  tangentielle. 
Cette  dernière  étant  de  l'ordre  de  Ç,  on  peut  prendre 

o'W   da 

£■  =   N   = ; f 

°  d?    dn 

en  négligeant  Ç-'. 

Nous  venons  de  définir  V,,,  W,,  et  g^]  nous  poserons,  dans  le  cas  général, 

V  =  Vo-+-2V,         ^  =  ^o-+-S^, 
d'où 

W  =  V  -+-  U  =  Wo  +  3V. 

On  voit  que  ÔV  et  og  sont  de  l'ordre  de  Ç. 

En  un  |)oint  de  la  surface  terrestre,  on  a  (en  négligeant  Ç'-'), 

d\\\    ,       ,,        rfWo 

—7—  i  =  C  -h  —j—  - 


\V„  =  Woo  -t-  —j:-  -n  =  L-h  -^j^  -ri  , 


rAV„  dn  rf-^Wo    , 

(/p  c/p  do- 

•i  en  un  point  du  géoïde    . 

dp 

«rw„  _     dn         rfnvo 
'df  — d^^'>'''^~d^^- 

On  aura  donc,  en  un  point  de  la  surface  terrestre, 


dp  rf'-W, 


^^""-^■rfF"'' 
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Cl  eu  un  poiiil  tlu  i;eoïcle 

w  =  c-^„"oor-4-sv, 


ar    ^^     o- 


Bii'u  l'iik'iiihi,  on  puuri'ii,  avec  rapproxiniation  adoptée,  réduire  ôV  el  ô^  à 
leurs  valeurs  au  point  correspondant  de  l'ellipsoïde. 

Comme  à  la   surface  de  l'ellipsoïde  W  doit  se  réduire  à  la  constante  C, 
on  aura 

dn         ,      ^ 

OU 

gw'Q  —  sv. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  subir  à  ^  la  correction  de  Faye.  Nous 
aurons  encore 

A  =  -0  -  ? 
el  la  correction  de  Fa  je  sera  ici 


\dnj      d^-^  dn     rfp^    <-^ -'=-'• 

Après  la  correction,  g  devient 


do  rfnv„^,    ^ 


Remarquons  maintenant  que 


.,  dp    c/SV 

'^—dn-di' 


fie  sorte  (pie  nous  arrivons  finalement  à  l'équation  suivante 

^    _       /r/py    I     rf'-w„  d?  rfSV 

\dnj    g^a     df-  dn     dp 


Telle  est  l'équation  d'où  il  faut  tirer  oV. 

Voyons  en  passant  ce  que  devient  celle  équation  dans  le  cas  sinqjle  traité 
aux  paragraphes  précédents,  c'est-à-dire  quand  l'ellipsoïde  de  référence  se 
réduit  à  une  sphère. 

C'est  alors  le  rayon  vecteur  r  qui  joue  le  rôh;  de  p;  ou  a 

..,       M  M  ^2Wo       2  M  dp 

r  "         /■-  dp-  r^  '  dn 
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Nous  supposerons  R  =  i    et  l'on  aura  alors  à  la  surface  de  la   splière  de 


référence 


Woo=M,         a"oo=M;  —j^=iM. 


L'équation  (i)  devienl 

Si 
on  a  pour  r  =^  i 


oV  =  S«„'-'"+"X„, 


—^-7-  =—  2(«  -i-  i)(/„\„. 


L'équaliiui  (i)  devienl  alors 

^'=(?oo=  S(«  — i)«„X„. 

On  retrouve  donc  bien  les  résultats  obtenus  dans  les  paragraphes  précédents. 
Revenons  à  l'équation  (1)  et  voyons  (pud  parti  on  peut  en  tirer. 
Envisageons  le  coefficient 

dp    J_    #Wç 

dn  ^00     '/p-    ' 

il  se  réduit  à  une  constante  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  l'aplatissement; 
je  l'égalerai  donc  à  C  +  aF,  C  étant  une  constante,  F  un(;  fonction  defjt  et  dev 
et  a  un  coefficient  de  l'ordre  de  l'aplatissement.  Notre  équation  devient  ainsi 


dn  dn     dp 


/-^^„o  =  _^(C  +  aF)oV- 


Pour  déterminer  oV,  et  par  conséquent  Ç'  et  Ç,  je  me  propose  de  développer 
ôV  suivant  les  puissances  de  a,  sous  la  forme 

3V  =  Co  +  a  f  1  +  a- 1'2  + . .  . . 
Nous  aurons  alors  la  série  d'équations 
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Alors  los  i\  peuvL'ul  se  dé\elopper  de  la  laçou  suivaulc,  à  l'exléiieur  de 
l'ellipsoïde  de  référence  : 

Alors  pdiir  iiilégrer  (a«)  nous  développerons  g' — gon  sons  la  lornic 
suivante  : 

développcmoni  qui  est  toujours  possible  d'après  nn  lliéorènic  Ition  connu,  cl 
léqnalion  {^a)  nous  donnera 

«o.;.  =_„,„(  es,"  +  s;.»), 

Ci^  fpii  détermine  les  coefficients  «,„  et,  par  conséquent,  c,,. 

Quand  v„  est  connu,  on  connaît  le  premier  membre  de  (26);  on  dévelop- 
pera ce  premier  membre  de  la  môme  façon  que  le  premier  membre  de  (2a)  et 
l'on  se  servira  do  (2^^)  pour  déterminer  Cj  comme  on  s'est  servi  de  (2a)  pour 
déterminer  r„  ;  et  ainsi  de  suite. 

Cela  suffit  pour  montrer  comment  on  doit  corriger  les  résultats  des  para- 
graphes précédents  afin  de  tenir  compte  des  puissances  supérieures  de  l'apla- 
tissement. Cela  montre  en  même  temps  cjue  le  plus  important  de  ces  résultats 
subsiste;  je  veux  dire  que  la  connaissance  de  la  gravité  en  tous  les  lieux  du 
•rlojjc  Mitlit  pdiir  dcicrmincr  la  loruic  du  iréoïde. 


SUR 

LES  DÉVIATIONS  DE  LA  VERTICALE 

EN  GÉODÉSIE 


Bulletin  astronomique,  t.  18,  p.  i3~-i-(i  (juillet  iQui). 


I.  Los  géodésiens  onl  couliimc  de  déduire  les  déviations  do  la  \eilicaIo  soit 
vers  l'Est,  soit  vers  le  Nord,  de  la  difl'i' ronce  observée  entre  les  doux  lalihides 
géodésique  et  aslrononiiqiio,  on  bien  encoi-e  entre  les  deux  azimuts  géodésique 
et  astronomique,  ou  bien  encore  entre  les  deux  longitudes.  On  tient  seulement 
compte  de  la  dillérence  des  deux  azimuts,  par  exemple,  aux  deux  stations 
extrêmes,  sans  se  préoccuper  de  la  loi  sui\ant  laquelle  celle  différence  a  varié 
dans  les  stations  intermédiaires.  Cette  façon  d'opérer,  généralement  légitime, 
ne  tient  pas  compte  de  toutes  les  circonstances  du  problème  et  peut  entraîner 
certaines  causes  d'erreur.  Ces  causes  d'erreur  sont  à  la  vérité  fort  minimes, 
ainsi  que  l'ont  montré  divers  auteurs  et,  en  particulier,  Yvon  Villarceau 
(C  if.  Acacl.  Se,  t.  62,  1866,  p.  74')'  "l'ii*  cependant  mon  attention  a  été 
attirée  sur  elles  parce  qu'elles  peuvent  devenir  sensibles  dans  les  régions 
équatoriales. 

Peut-être  une  courte  digression  ne  sera-t-elle  pas  inutile  ?  Que  doit-on 
entendre  par  méridien?  Est-ce  le  lieu  des  points  du  géoïde  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  à  une  direction  donnée  du  plan  équalorial,  ou,  en  d'autres  termes, 
est-ce  le  lieu  des  points  de  longitude  donnée  ?  Ou  bien  est-ce  une  courbe  tracée 
sur  le  géoïde  et  qui  en  chaque  lieu  est  tangente  au  plan  méridien  de  ce  lieu, 


1^6  DÉVIATIONS    DE    LA    VERTICALE    EN    GÉODÉSIE. 

iiu,  011  diuitros  li'i'iiu's,  est-ce  une  courbe  où  luziiiiul  de  l:i  laiigeule  est  cons- 
tnnmient  nul  ? 

Pour  uu  ellipsoïde,  ou  en  général  pt)ur  une  surface  de  révolution,  les  deux 
définitions  concordent  et,  tle  plus,  les  méridiens  ainsi  définis  sont  des  lignes 
géodésiques.  Mais  pour  uu  géoïde  quelconque  les  lignes  de  longitud(!  constante 
dillérent  des  lignes  d'azimut  nul,  et  ni  les  unes  ni  les  autres  ne  sont  des  lignes 
géodésiques. 

Do  môme,  il  faudra  distinguer  les  lignes  de  latitude  constante  des  lignes  où 
iaziuiul  de  la  tangente  est  constamment  égal  à  90°. 

Soient  M  uu  jioint  quelconque  du  géoïde,  MA,  MB,  MC,  MD  les  tangentes  : 
1°  à  la  ligue  de  longitude  constante;  2"  à  la  ligne  d'azimut  nul;  '.'>"  à  la  ligne  de 
latitude  constante;  4"  à  la  ligne  dont  l'azimut  est  90". 

Miî  sera  perpendiculaire  à  MD  par  définition.  Mais  MA  et  MD  d'une  part, 
MB  et  MC  d'autre  part  devront  être  des  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice 
du  géoïde.  Il  en  résulte  que  MA  ne  peut  se  confondre  avec  MB  (ou  MC  avec 
MD)  que  si  MB  et  MD  sont  les  axes  de  l'indicatrice.  Cette  circonstance  ne 
peut  se  présenter  pour  tous  les  points  du  géoïde  que  dans  le  cas  des  surfaces 
de  révolution. 

Si  une  des  lignes  de  latitude  constante  se  confond  avec  une  ligne  dont 
l'azimut  est  90°,  la  tangente  en  chaque  point  devra  être  un  des  axes  de  l'indi- 
catrice; ce  sera  donc  une  ligne  de  courl)ure,  satisfaisant  à  l'équation  générale 


des  lignes  de  courbure 


dx        dy         dz 
dl        dm        dn 


où  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  et  /,  m,  11  les  cosinus  directein-s  de  la  normale 
à  la  surface.  Or  n  c'est  le  sinus  tie  la  latitude;  si  donc  la  latitude  est  cons- 
tante, dz  sera  nulle  et  la  courbe  sera  plane. 

De  même,  si  une  dés  lignes  de  longitude  constante  se  confond  avec  une 
ligne  d'azimut  nul,  on  verra  de  môme  que  c'est  une  ligne  de  courbure  et  que 
c'est  une  courbe  plane.  De  plus,  ce  sera  une  ligne  géodésique. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  trace  un  arc  de  méridienne  AB  sur  la  surface 
du  géoïde,  par  des  moyens  géodésiques.  Qu'est-ce  que  cela  veut  dire?  Cela 
signifie  :  i"  que  cet  arc  AB  sera  une  ligne  géodésique;  2"  que  l'azimut  au  point 
initial  sera  nul. 

En  général,  cet  arc  AB  ne  sera  ni  une  ligne  de  longitude  constante,  ni  une 
ligne  d'azimut  nul,  et  cela  quand  môme  la  déviation  de  la  verticale  serait  nulle 
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aux  deux  points  extrOnies  A  et  B,  ilii  moment  (|u  elle  ne  serait  pas  nulle  tout  le 
long  de  l'arc. 

Supposons  donc  la  déviation  nulle  en  A  et  en  B,  et  difl'érente  de  zéro  entre 
A  et  B.  Comme  AB  n'est  pas  une  ligne  de  longitude  constante,  la  longitude 
de  B  ne  sera  pas  égale  à  celle  de  A;  comme  ce  n'est  pas  non  plus  une  ligne 
d'azimut  nul,  l'azimut  en  B  ne  sera  pas  nul.  On  constatera  donc  une  différence 
entre  les  longitudes  géodésique  et  astronomique,  de  même  qu'entre  les  azimuts 
géodésique  et  astronomique,  et,  si  l'on  applique  les  formules  usuelles,  on  en 
déduira  l'existence  d'une  déviation  de  la  verticale  au  point  B,  laquelle  déviation 
n'existe  pas  d'après  notre  hypothèse. 

En  résumé,  la  dillerence  entre  les  longitudes  géodésique  et  astronomique  ou 
entre  les  azimuts  géodésique  et  astronomique  ne  dépend  pas  seulement  de  la 
déviation  an  point  considéré',  mais  de  la  déviation  dans  toutes  les  stations  île  la 
chaîne. 

C'est  l'influence  de  celte  cause  d'erreur  ipic  je  voudrais  cludicr  par  une 
analyse  un  peu  plus  a|)|)i'(iloii(lie. 

II.    S(uent  /  et  À  la  longiludr  cl  la  laliliidi'  d'un  poiul  d'une  s|ilièie, 
x  =  ros/cos/.,        j- =  sin  /  l'o.s  À,         i  =  sinÀ, 

les  coordonn(''es  reclangulaires  de  ce  même  poinl. 
Soient 

^  =  F(>.) 

l'équation  dunr  eourlu'  liaccc  sui- la  sphèi'e,  'y  razimnl  de  ci'llr  courbe. 

Soient  M  et  M'  deux  points  inliniment  voisins  de  celte  courhe,  iVJM'P  un 
triangle  rectangle  infiniment  petit  dont  l'hypoténuse  est  MM'  et  dont  les  côtés 
sont  un  arc  de  méridien  et  un  arc  de  parallèle,  de  telle  sorte  que 

MM'  =  r/s,         MP  =  (11,         M'  1^  =  cos X  dl. 

On  aura  dans  ce  triangle 
,  ,  .M'P       r/l  cos  A 

en  désignant  par  /'  et  l"  les  dérivées  première  et  seconde  de  l  par  rapport  à  1. 
Soit  maintenant  é  l'angle  de  la  normale  à  la  sphère  avec  le  plan  osculateur. 
H.  P.  -  VIII.  23 
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Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  sphère  sont  x,  y,  :■■  On  aura  ceux  du 
plan  osculateur  de  la  façon  suivante  :  Soil 

A  =  y' z" — z'y,        B  =  s'x" — x'z",        G  =  ^V" — r'x", 

A  =  aD,         B  =  pD,         C  =  -yD; 

a,  (3,  y  sont  les  cosinus  directeurs  cherchés  de  telle  sorte  que 

siii  'Il  =  OLX  -i-  ^y  ~i-yz, 
d'où 


I 

X 

y 

z 

A 

sin  'i  = 

D 

x' 
x" 

y' 

y" 

'î' 

D 

Considérons  un  mobile  parcourant  notre  courbe  de  façon  que  la  latitude  varie 
proportionnellement  au  temps.  Les  composantes  de  la  vitesse  seront  od ,  y',  z', 
et  celles  de  l'accélération  x",  y",  z";  de  sorte  que  D  sera  le  parallélogramme 
construit  sur  la  vitesse  et  l'accélération.  Pour  avoir  l'aire  de  ce  parallélo- 
gramme, il  faut  multiplier  la  vitesse  par  la  composante  normale  de  l'accélé- 
ration. Cette  composaiile,  d'après  un  théorème  bien  connu,  est  égale  à  —  î 
e  étant  la  vitesse  et  p  le  rajon  de  courbure.  On  aura  donc 


Or 
d'où 
et  enfin 


D  = 


_  ^  _      I 

dX         eos  a 


:  COS'J/, 


D  = 


COS'j/  cos^tp 
t<;'}/  =  Acos'ç. 


Il  reste  à  calculeiA;  on  observera  (pie  A  semble  dépendre  de  1,  de  /,  de  /'  et  /"; 
mais  par  raison  de  symétrie,  il  ne  dépendra  que  de  1,  l'  et  l",  et  pas  de  /.  Nous 
pourrons  donc,  après  avoir  calculé  par  différenlialion  x' ,  y',  z',  x",  y",  z", 
faire  /=  o;  nous  trouvons  ainsi 


A  = 


cos  ).  o  sin  X 

—  sin  À  /'  cos  X  cos  X 

cosX(i -t- /'-)     TcosX  —  u/' sinX     —  sin  X 


ou  en  développant  et  réduisant 

A  =  —  TcosX  -1-2/'  sin  X  ■+■  l'^  cos'X  sinX, 
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d'où 

(2)  tg':'=  —  Tcos^o  cosX  -I-  /'  sinX  (2  cos'9  ■+■  sin-o  coscp). 

Si  la  courbe  diffère  peu  d'un  j;rand  cercle,  tg^j;  peut  être  remplacé  par  <\i. 
Si  la  courbe  s'écarte  peu  d'un  méridien  de  telle  façon  que  l',  l"  et  tp  soient  très 
petits,  la  formule  se  simplifie  et  nous  pouvons  écrire  tout  simplement 

( 3  )  'i  =  —  l"  cos  A  -i-  2Ï  sin  À. 


111.    Faisons    le    môme    calcul    pour    un    ellipsoïde    peu    aplati.    Désignons 
toujours  p:ir  l  et  X  la  longitude  et  la  latitude.  Soient 

X  =  C  cos  l,        y  =  C  sin  /,         :;  =  S 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quelconque.  C  et  S  sont  des  fonctitms 
de  X,  peu  différenles  i\('  cos/  et  sinX.  Nous  désignerons  par  C,  G",  ...    les 
dérivées  successives  de  C  par  rapport  à  À;  de  même  pour  celles  de  S,  /.  .... 
Si  nous  reprenons  notre  petit  triangle  MM'P,  nous  aurons 

MM'  =  r/s,         MP  =  R  r/À,         M'P  =  C  fil. 
R  ('tant  le  rayon  de  couiliiiie  de  la  section  mt^ridienue,  d"où 


(4) 


M'P         Cull        R,  „ 
'S?=   MP   =1W>.  =   r''=°''' 


Ri  ('lanl  le  seronil  rayon  de  couiiiino  principal  de  rdlipsoïde.  Le  rapport  des 
rayons  de  coui-burc  -^  diffère  peu  de  luriité. 

Nous  définissons  A,  B,  C  et  D  comme  plus  liant  et  de  sorte  (jue 


^'l 


ï  = 


sont  les  cosinus  directeurs  du  plan  osculateiir.  D'un  auli(^  côti'',   les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  l'ellipsoïde  sont 

cos  /  cos  X,  sin  /  cos  X,         sinX, 

de  sorte  cpic  l'on  a 

sin  'i  =  a  cos  /  cos  X  +  [j  sin  /  cos  X  •+-  y  sin  X . 

En  posant 


A  = 


cos  ^  cos  X     sin  ^  cos  X     sinX 

x'  y'  z 

x"  y"  z" 
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on  Iroiivo  donc  encore 


On  aura  encore 


D=-,         i>  = -jz-  = ,         p  =  pocos!^ 

p  )IA  COS9 


o„    étant    le   rayon   de   eouil)ui 
envisagée,  d  où 

n  = 


la    secliuii    nornialt^    lauiicnlc   à    la    ediiibe 


,  l"'";  =  A  C0S^9 


Po 


po  COS7  cos'o 

Pour  le  calcul  de  A  nous  allons,   comme  plus  liaul.  l'iiii'e  /  =  o.  Nous  avons 

d'ailleui's 

S'=Rcos/,,         <"  =  — RsinÀ, 

d'où 

s'=  +  C'2  =  R!,      S' S"  -+-  r,'  r."  =  h  iv. 

Il  \  iciil  ainsi 

S'  o  —  C 

AR  =  C  r  C  S' 

c'—ru:.   rc-hii'c:     s" 

ou  en  développant 

AR  =  /'C(S'S"-i-  c'C")-  /'^C2C'-(  rr,  11-2  rr;)(S'=-t-  C'-M, 


AR  =  /'  CRR'  —  f'  C2  r;  —  (  r  c  -1-  2  /'  c  )  r-^^ 

on  (à  cause  de  R  li,'cu  :=  C/') 

A  =  A(CR'-C'Rig2a)-(rC  +  2/'C')R 
ou  enliu 


tK'!'  =  ^^?^[/'(CR'-C'Rtg-'?)-(rG  +  2/'C')R]. 


R' 


Si  nous  supposons  que  la  eourlir  diflere  très  peu  d'un  méridien,  de  telle  façon 
que  <h'  et  <p  soient  très  ])elils  el  &,,  1res  peu  dill'c'Tenl  de  R,  nous  aurons  loul 
simplement 

(6) 


,        ,,CR'       ,„C  ,,  C 


En  résumé,  les  l'oruiuirs  (4),  (5)  et  (6)  sont  loul  à  fiiil  di'  luénic  l'orme  ipu- 
les  formules  correspondantes  (i),  (2)  el  (3).  Les  coefficients  de  /'et  de  /'  sont, 
il  csl  vrai,  des  fondions  de  1  et  de;  a  plus  compliquées  que  dans  le  cas  de  la 
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splièrc.  Mais  ces  fonctions  ont.  dans  le  cas  de  rellipsoïdc  cl  dans  le  cas  de  la 
s{3liùre,  des  valeurs  très  [irii  dillerenlcs,  si  l'aplalisseinenl  est  faible,  de  sorte 
que  dans  la  plupart  des  applications  qui  vont  suivre  on  obtiendra  une  approxi- 
mation suffisante  en  se  contentant  des  formules  relatives  à  la  sphère. 

IV.  Passons  mainlenanl  au  cas  d'un  géoïdc  quelconque;  je  supposerai 
toutefois  tjue  ce  géoïde  diffère  extrêmement  peu  (Win  ellipsoïde  de  révolution 
que  je  prendrai  pour  ellipsoïde  de  référence  et  que  cet  ellipsoïde  est  lui-mômc 
peu  aplati.  Soient  M  un  point  quelconque  du  géoïde,  N  sa  projection  sur  l'ellip- 
soïde de  telle  façon  que  MN  soit  normale  à  l'ellipsoïde.  Soit  ^IP  la  verticale 
vraie  au  point  jM.  Je  définirai  le  point  M  par  la  longitude  l  et  par  la  latitude  X 
du  point  N  sur  l'ellipsoïde  et  par  la  longueur 

J'appellerai  ensuite  ;  et  ri,  les  deux  composantes  de  la  tléviation  de  la  verti- 
cale vers  le  Nord  et  vers  l'Est,  de  telle  façon  que  l'angle  très  petit  de  MN  avec 
MP  soit  v^^^-i-ïî-. 

Comment  vont  se  transformer  nos  formules?  Les  angles  9  et  ^  vont,  à  ce 
qu'il  semble,  dépendre  lutn  seulement,  comme  dans  le  cas  précédent,  de  /, 
de  l'  et  de  l",  mais  de  Ç,  de  Ç',  de  Ç",  de  Ç  et  de  r). 

A  vrai  dire,  si  l'on  suj)posail  que  le  point  M  est  sur  le  géoïde,  c'est-ei-dire 
que  la  courbe  lieu  des  points  M  est  l'horizontale  et,  par  conséquent,  normale 
à  MP,  il  j  aurait  une  relation  entre  Ç',  ^  et  v,  exprimant  que  la  tangente  au  lieu 
des  points  M  est  perpendiculaire  à  MP.  Ces  trois  variables  ne  seraient  donc 
pas  indépendantes.  Mais  on  peut  ne  pas  faire  cette  hypothèse,  au  moins  au 
début  du  calcul. 

Nos  variables  Ç,  Ç',  Ç",  ^,  r;  étant  très  pctilos,  nous  pouvons  écrire 

do  (h  y,       da 

^-^'^  dQ^^  dx:^^  cn,"^^  d-n'     <'' 

Oj  et  <]j„  étant  les  valeurs  de  cp  el  <l  pour  t,  =  Ç'=;  Ç'';=  ?  =  yj  =z  o,  c'est-à-dire  les 
valeurs  données  par  les  formules  (4)  et  (5).  Il  est  clair,  en  effet,  que  o  ne  peut 
dépendre  ni  de  Ç",  ni  de  ^. 

Je  dis  maintenant  que  si  v)  =  o,  on  peut  prendre  tout  simplement  9  =  9,,. 
Nous  pouvons,  en  effet,  toujours  supposer  'i=  o,  de  sorte  que  MP  se  confonde 
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;i\i'C  -MiN.  Soient  Ml  cl  \ï'  les  laiiijciilcs  an  lieu  îles  poinis  M  et  au  lieu  des 
jtoiiits  IS.  L'angle  cp  —  çp„  n'est  autre  eiiose  ([ue  l'angle  des  deux  plans  MNT' 
Cl  A'MT.  Si  M'  est  un  point  voisin  de  M  sur  la  courbe  lieu  des  points  M  cl  si  N' 
csl  le  poinl  corres|i(uiclanl  sur  le  lu'u  des  points  N,  M'N'  est  coinnie  MIN'  nor- 
male À  l'ellipsoïde. 

Les  droites  MiN,  M'l\',  .  .  .  cugendrenl  une  surlacc  réglée.  Les  plans  MINT 
cl  MNT'  sont  les  plans  tangents  à  la  surface  réglée  aux  points  M  etN.  Ces  plans 
tangents  se  confondent  si  la  surface  réglée  esl  développahle  ;  c'esl  ce  qui  arrive 
d'abord  si.  l'aplalissement  étant  nul,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère,  parce 
qu'alors  la  surface  réglée  se  réduit  à  un  cône.  C'esl  ce  qui  arrive  encore  si  le 
lieu  des  points  M  esl  langent  à  une  ligne  de  courbure,  c'est-à-dire  si  l'azimul 
esl  voisin  de  o  ou  de  90". 

Comme  l'aplalissement  est  très  petit,  comme  Ç  est  toujours  très  faible,  nous 
pourrons  prendre  sans  erreur  sensible 

do 

Le  calcul  du  terme  -7-  rj  se  déduit  inimédialement  des  formules  de  l'astro- 

t/r, 

noinie  spliérique,  la  correction  à  apporter  à  l'azimut  est  ri  IgA,  de  sorte  que 
l'on  a 

(7)  cp  =  arc  tg(r  cosX)-H-ri  tgX. 

Pour  le  calcul  de  '^,  nous  pouvons  raisonner  à  peu  près  de  la  mémo  manière. 
.le  remarque  d'abord  que,  si  l'aplalissemenl  est  nul,  si  ^=:r)  =  o,  el  si  le 
lieu  des  points  N  csl  un  grand  cercle  de  la  sphère,  on  a 

•h  =  'lo  =  o. 

En  cffel,  la  \erticale  MP  se  confond  avec  MN,  c'esl-à-dire  avec  un  rajon  de 
la  sphère;  le  lieu  des  points  M  esl,  comme  celui  des  points  N,  une  courbe 
|ilane  dont  le  plan  passe  par  MN.  Donc  l'angle  ip  est  nul. 

Ainsi  les  dérivées 

rf^       ^       ^ 

s'annulenl  quand  l'ajjlalissemenl  esl  nul  ainsi  (pie  i);,,. 
On  aura  encore 

■\  =  'S  =  o, 

si,  l'aplalissemenl  n'étant  [)as  nul,  le  lieu  des  points  N  se  rediiil  à  un  méridien 


DÉVIATIONS    DE    LA    VERTICALE    EN   GÉODÉSIE.  l83 

de  l'ellipsoïde,  pourvu  d'ailleurs  que  ^  =  ï)  =  o.  Dans  ce  cas  encore,  le  lieu 
des  poinls  M  comme  celui  des  points  N  est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe 
par  MN. 

Si  l'on  observe  que  les  lijines  que  nous  aurons  à  envisager  s'écartent  peu  des 
lignes  géodésiques  et  que,  d'aulre  pari,  l'aplatissement  est  1res  faible,  nous 
voyons  que  nous  pourrons  sans  erreur  sensible  supposer 


et  écrire 


ai,  dr\ 

l'our  évaluer  le  terme  complémentaire 

j'observerai  que  l'angle  dont  il  laut  corriger  <\i  pour  tenir  compte  de  la  dévia- 
tion d(^  la  verticale  n'est  autre  chose  que  l'angle  des  deux  plans  MTN  et  MTP, 
c'est-à-dire 

—  ïi  cos?  +  Ç  sin?. 

Si  l'on  suppose  que  le  lieu  des  poinls  M  diffère  très  peu  d'une  ligne  géodé- 
sique,  nous  pourrons  confondre  l'angle  ^jj  avec  sa  tangente,  de  sorte  que  la 
formule  (2)  (à  laquelle  nous  nous  bornerons  en  négligeant  l'aplatissement) 
s'écrira 

il/o  =  —  l"  cos'  tp  cos  ).  -I-  l'  sin  À  (  2  cos'  ç  -+-  sin=  ?  cos  o  ), 

d'où 

(8)  '}  =  —  /"cos^ip  cosX  -+-  l'  siiiX(2  cos^ç  -(-  sin-ç  coso)  —  ■r\  cos?  -+-  Ç  sintp. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  considérée  diffère  peu  d'un  méridien,  celte  formule 
se  réduit  à 

(  9  )  i  =  —  /"  COS  X  -(-  2  r  sin  X  —  tj. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  la  courbe  diffère  très  peu  d'un  grand 
cercle,  de  telle  sorte  que  l'équation  du  grand  cercle  soit 

/=F(X), 
celle  de  la  courbe 

;=F(X)-+-o/, 
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raziiiiul  (lu  ^laiiil  (.'crcK'  9,  (.'l'Ini  ilc  lii  cciurlic  cj»  +  otp,  il  vioiulra 

6ç  =  cosX  cos-  9  S/' 

cl,  cil  lalssaiil  de  cùlc  li's  Icrmcs  en  \  cl  cii  r,, 

o'I  =  —  3/"  cos-'ç  cos  À  -f-  ol'  siii  X(2  cos^o  +  sin-?  costp) 

-i-  3b  [3/"  cosX  cos-  ?  siii  9  —  /'  sin  X(  sin  ç  +  3  cos-o  sin  9)]. 

Mills  la  ((iiiilic  /^F(A)  claiil  1111  grand  cercle  pimr  lequel  4* ''sl  ni'l>  nous 
[lonsiius  écrire 

r=/'tgX(2  +  tg"-9), 

d'où 

jTcosX  cob- 9  sin  9  —  /'  sinX  sin  9(1  +  3  cos- 9)  =  2I'  sin  X  sin  9. 

Or 

2 1'  sin  X  sin  989  =  2  ôl'  sin  X  sin-  9  cos  9, 

d  Mil  cMiliii 

o'I  =  —  3rcos^ç  cosX  -\-  ol'  sinX  cos 9(2  +  sin- 9). 

Si  nous  observons  ijue  pour  la  courbe  /=F().),  qui  csL  un  grand  cercle, 
'|i  =  o,  nous  pourrons  écrire  finalemcnl 

(10)  6  =  —  ol"  cos^o  cosX  +  o/'sinX  cos  9  (2  +  sin- 9)  —  T,ros9  "+"  Ç5in9. 

Rappelons  d'aulrc  pari  que  la  longilude  cl  la  laliUide  aslroiuuiiicpies  du 
poinl  M  sont 

/  -+-  -^     et      X  -h  i. 

cos  A 

V.  A|)pbqn(ins  iiiaiiileuaiil  ces  résullals  au  prolilèiue  (pu  nous  occupe. 
Soii  Ali  un  arc  de  méridien  Iracé  par  des  niojcns  géodésiques;  ce  devra 
d"ab(U'd  élre  une  ligne  géodésiqiie,  de  sorle  qu'on  aura  j)ar  la  lonnule  (9), 

(1 1 j  /"  cos X  —  2  /'  sin  X  +  fi  =  o. 

D'aiilre  pari,  au  jioiiil  V  l'aziinul  iloil  l'Ire  nul.  de  sorle  (pTon  aura  paria 
formule  (7)  el  9  l'Ianl  1res  pelil 

(12;  /i  COsXo-f-  Tio  tgX„=  o. 

Je  désigne   par  des   indices   o  les   valeurs   relalives  au  poinl  A  el   par  des 
indices   1  les  valeurs  relall\es  au  ])oinl   B.  Au  poinl  B,  on  aura  de  iiièiiie  |)our 
la  difTérence  mesurable  des  azimuls  géodésique  el  astronomique 
I'x3)  9i  =  (',  cosX,-+-T|,  igX,. 
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Nous  nrcnilroii>  pour  origine  ck's  longiludcs  aslronoiaiijucs  le  [niint  A,  de 
sorte  qu'on  aura 

(l4)  '        ^oH ^=0 

cl  pour  la  longiluile  luesurablc  «lu  poinl  B  (iliUérence  des  longiludes  géodé- 
sique  et  astronomique) 

(i5)  L,  =  /,+  _!U_. 

C'est  de  Fcnsemljle  des  ('(jiialions  (ii)  à  (i5)  qu'il  faut  liicr  des  conclusions 
en  ce  qui  concerne  ■//,  tandis  (|u'(irdinairement  (ui  se  sert  des  é([uations 

(i6)  91  =  ('^i  — •'■.o)tK/., 

/    \  r       'ni  — 'no 

(17)  l-i  = —f 

comme  si  l  élail  toujours  nul. 

Les  formules  peuvent  se  mettre  sous  une  (oriiie  jilus  simple. 

Posons 

lI  =  Lcos).. 

H  est  mesurable,  puisque  L  n'est  autre  chose  que  la  longiluilo  astronomique. 
On  trouve  alors 

H  =  /oo<).  -I-  r), 

d'où 

11'  =    /'  IMJS/.  —  l  sill  >.  H-  T|', 

11"=  /"  00s  X  —  il'  sin  À  —  l  eus  À  +  f/'. 
Or 

s  =  reosX  +  71  ig)., 
d'où 

(18)  11'=  a  — II  tgX-l-vi'. 

D'ailleurs  l'équation  (11)  devient 

(19)  U"^11  =  V. 

La  combinaison  des  équations  (18)  cl  (19)  nous  donne  l'équation  de  condition 
suivante  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  quantités  mesurables  H  et  9  : 

(20)  3)'=  H' igÀ -I- H  lg2),. 

Je  remarque  d'abord,  à  titre  de  \érifîcation,  que  les  équations  (18)  et  (19') 
nous   conduisent   de   nouveau  à   un  théorème  que  nous  avons  démontré  plus 
haut  directement.   Si  une  ligne  est  à  la  fois  ligne  de  longitude  constante  et 
H.  p.  —  Vtil.  24 
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ligiio  (raziiiiul  nul.  ilr  ti'llc  laçoii  que  l'on  ail  H  =  <p  =;  o,  ce  si'i'U  une  ligne 
giîodésiquo. 

Si,  en  elVel.  H  =  (p  =  o,  l'équation  (i8)  donnera  /)'=  o,  d'où  r/'^o,  cl 
aku's  l'équalion  (19),  qui  esl  celle  des  lignes  géodésiques,  se  trouve  satisfaite 
d'elle-niOnie. 

Reprenons  noire  arc  de  méridien  AB  trace;  par  des  moyens  géodésiques 
[cf.  §  I);  ce  sera  une  ligne  géodésiquc,  ce  qui  s'exprime  par  l'équation  (19); 
de  plu>.  au  polnl  A  on  devra  a\oir  (y„  =  o  et,  par  conséquent, 

H'„  =  —  HotgXoH- Vo; 

el  C(Uiiiiie  le  ptiint  A  a  été  pris  pour  origine  des  longitudes  astronomiques  et 
que,  par  conséquent,  H„  est  nul,  on  aura 

(21)  H'o  =  ïi'o- 

Si  l'arc  AB  esl  petit.  H,  qui  est  nul  à  une  des  extrémités,  restera  toujours 
très  petit,  de  sorte  que  l'équation  (19)  pourra  s'écrire 

Il"=ïl" 
ou,  à  cause  de  (21), 

(22)  ir=vi'- 

El  si  l'on  suppose  1)  nul  au  point  A 

(23)  II  =r,. 

L'é(piali(jii  (18)  devient  alors 

(24)  9  =  II  tg).  =  ï)tgX. 

Les  équations  approchées  (aS)  et  (24)  sont  en  somme  équivalentes  aux 
formules  ordinairement  employées  (16)  et  (ij)  et  aux  résultats  d'Yvon 
\  illarceau. 

Définissons  1rs  fiuulions  \  et  />  par  les  équations 

^=11  ^=Y 

avec  la  condition  que  Y  cl  Z  s'annulent  au  point  A. 
Nous  aurons,  au  lieu  de  (22)  et  de  (23), 

(25)  H'-hY  =  7,', 

(26)  H  +Z  =ïi; 
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d'où 

(27)  9  = -ri  tgÀ  — Yh- Ztg/.. 

Si  l'arc  AB  est  1res  petit  du  iiremier  ordre,  en  général  r,  (considéré  cuiuiiie 
nul  au  point  initial  A)  sera  aussi  du  premier  ordre  et  il  en  sera  de  inéiiie  de  II 
cl  de  çp;  mais  Y  sera  du  deuxième  ordre  et  Z  du  troisième;  de  sorte  qu'on 
pourra  négliger  les  termes  du  deuxième  et  du  troisième  ordre  dans  les  for- 
mules (26)  et  (27),  qui  se  réduiront  aux  formules  (aS)  et  (24). 

Mais  dans  certaines  circonstances  cette  conclusion  ne  sera  pas  légitime. 

Supposons  que  l'on  soit  près  de  l'équateur;  le  terme  rjtgX  deviendra  beau- 
coup plus  petit  à  cause  du  facteur  tg/  et  pourra  devenir  comparable  à  Y. 

Dans  ce  cas,  le  dernier  terme  Z  igX  est  négligeable,  car  les  deux  facteurs  Z 
et  tgX  sont  tous  deux  très  petits;  irun  autre  côté,  nous  pouvons  prendre  avec 
une  approximation  suivante  : 

Y=  Cvun.  =  f  nc/A, 
de  sorte  que  la  formule  (2-)  qui  tlonne  les  azimuts  devient 


d'où  l'on  lire  pour  la  valeur  de  r) 


9  of/v 


J    tg), 


Le  second  terme  pourra  ne  pas  être  négligeable  devant  le  premier,  à  cause 
du  facteur  cotgX  qui  est  très  grand. 

Cela  sera  surtout  à  craindre  si  les  déviations  de  la  verticale  sont  grandes  et 
varient  irrégulièrement,  comme  cela  peut  arriver  dans  les  pays  de  montagne. 

Supposons  que,  sur  l'arc  AB,  y)  reste  constamment  positif,  soit  nul  au 
point  A,   croisse    d'abord    rapidement,    puis    décroisse   de    telle    façon   qu'au 

point  B  il  redevienne  nul  ou  très  petit.  Alors  /  -ndl  pourra  être  relativement 
grand,  bien  que  rj  soit  nul  ou  très  petit  et  le  second  terme  de  notre  formule 
pourra  devenir  le  plus  important. 

Si  on  laisse  de  côté  les  cas  où  se  produiriiient  de  semblables  irrégularités,  la 
valeur  de  yi  à  l'extrémité  B  sera  du  même  (U-dre  de  grandeur  que  la  valeur 

moyenne  de  -q  sur  l'arc  AB,  et  il  en  résultera  que  le  terme  /  r)  dl  sera  compa- 
rable à  rj  multiplié  par  l'arc  AB  (le  rayon  de  la  sphère  étant  pris  pour  unité). 
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Piir  i()ii--i'(|iu'iil .  piMir  (|nc  Iciii  piiis^c  iu'';;Iii;('|-  ce  Ici-iiic  ((ircccl  il,  il  l^iil  (luo 
liiic  AH  soil  ni'iiliiii'alilt'  dcvanl  li;A,  c'csI-M-dirc  dcvaiil  la  ilislaiicc  du  poinl  B 
à  ri'([Mali'iir.- 

Ce  tonne  correclit'  pourra  donc  d'aulanl  plus  facilenionl  ûlre  négligé  que 
l'arc  AB  sera  plus  court.  Mais  loul  dépond  do  la  façon  dont  cet  arc  esL 
compensé.  Quand  on  réduira  un  arc  do  luéridion,  col  arc  sera  en  général  assez 
long;  mais  il  sera  parlago  en  pliisloiirs  soclions  assez  courlos  et  à  l'extréniilé 
de  cliacuuc  de  ces  sections  on  mesurera  les  éléments  astronomiques  (latitude 
et  azimut  V  Si  chaque  section  était  calculée  pour  (dlo-mémo,  elle  serait  assez 
courte  |)oiir  cpi'il  n'y  eût  pas  lieu  de  se  pré<iccuper  tie  la  correction  dont  nous 
avons  parlé.  Mais  en  opérant  de  la  sorte,  on  se  priverait  des  avantages  de  la 
compensation;  on  ne  peut  donc  traiter  les  difl'érentes  sections  indépendamment 
les  unes  des  autres. 

Supposons,  pai-  oxoiuplc  qu'on  calcule  l'arc  tout  entier,  en  bloc,  eu  parlant 
des  seules  données  géodéslques;  puis  qu'on  veuille  se  servir  des  données  astro- 
nomiques pour  calculer  les  déviations  de  la  verticale  aux  extrémités  des  diffé- 
rentes sections.  La  correction  sera  alors,  on  général,  nécessaire.  Pour  qu'on 
puisse  s'en  passer,  en  effet,  ce  qui  devrait  y  être  négligeable  devant  la  latitude, 
ce  ne  serait  [)as  la  longueur  d'une  des  sections,  ce  serait  la  longueur  totale 
de  l'arc. 

Il  laudrait  pour  ainsi  dire,  pour  avoir  le  droit  de  se  passer  de  la  correction, 
se  reincltra  à  rheurc  au  commencement  de  cliaquo  section.  Je  m'explique. 
Soil  AB  l'arc  total,  partagé  par  exemple  on  n  sections  :  AA5,  A2A:,,  ..., 
A„_iAn,  A,iB.  Si  l'arc  AB  est  calculé  en  bloc,  ce  sera  une  ligne  géodésiquo 
unique,  telle  que  l'azimul  astronomique  s<iit  nul  au  point  A,  et  l'on  mesurera 
l'azimut  astronomiqiir  aux  points  A2,  .  .  .,  A„,  et  au  point  B;  c'est  de  là  qu'on 
déduira  les  variations  de  la  verticale.  Dans  ce  cas  la  correction  sera  nécessaire, 
à  moins  que  l'arc  total  ne  soil  négligeable  devant  la  latitude.  Si,  au  contraire, 
les  différentes  sections  sont  traitées  indépendamment,  l'arc  AB  sera  une  sorte 
de  ligne  brisée  dont  les  éléments  seront  des  lignes  géodésiques.  11  faudra  donc 
distinguer  on  clKupic  puiiit  de  ilixJNiiin,  au  |ioint  A,  par  exemple,  qui  est  un 
point  anguleux  de  la  ligue  brisée,  razimiil  do  réléiuenl  A,_i  A, et  l'azimul  do 
l'élément  A,A,-ii.    L'azimut    dos   divers   éléments    AA-,,   A^A^,   ...,  A,,B    aux 

points  initiaux  A,   K-, A„,   sera   nul,   et   l'on  mesurera  l'azimut  de  ces 

mômes  éléments  aux  \nn\\\.s  finaux  K->^  A;,,  .  .  . ,  B.  En  d'autres  termes,  on  se 
remettra  à  Vlieure  en  revenant  à  l'azimul  zéro  au  commencement  de  chaque 
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seclion.  Dans  ces  conditions,  la  correclion  ne  sorail  pas  nécessaire,  pourvu  que 
chaque  ave  partiel  soil  négligeable  devaul  la  iiilitude. 

VI.  Si  au  lieu  d'un  arc  de  méridien  on  avail  all'aire  à  un  arc  orienlé  d'une 
manière  quelconque,  on  pourrait  appliquer  les  formules  (.>)  ou  (6);  mais  on 
peut  encore  taire  aulreinenl. 

Au  lieu  de  définir  la  position  d'un  point  sur  la  sphère  par  sa  longitude  et  sa 
latitude,  on  peut  se  servir  d'un  autre  système  de  coordonnées,  qui  seraient 
définies  de  la  même  façon  que  la  longitude  et  la  latitude,  mais  en  faisant  jouer 
le  rôle  du  pôle  à  un  point  quelconque  de  la  sphère. 

-Soit  alors  P  le  pôle,  L  et  À +  ;  =z  t' la  hnigilude  et  la  ialihuh' astronomiques 
d'un  point  quelconque  M,  et  o  l'azimut  aslronomicpic  d'une  ligne  passant  par 
ce  point. 

.Soit  maintenant  Vi  h;  point  qui  dans  le  uou\eau  système  de  coordiuinées  va 
jouer  le  rôle  du  pôle,  c'est-à-dire  ce  que  je  pourrai  appeler  \c  nomcau  pôle  ; 
soient  de  même  Li  et  i|  la  ii<ii/celle  longitude  et  la  iioinellr  laliludc  astrono- 
uiiques  du  |ii>iul  lonsidcré  et  o,  le  nou\(d  azimut  aslrouoiuirpir  de  la  li"ne 
considée. 

Il  y  a  entre  les  quantités  L,  e,  o  et  L,,  e,.  o,,  certaines  relations  faciles  à 
écrire.  Si  en  eU'et  L„  et  r„  sont  la  longitude  et  la  latitude  du  nouveau  pôle  Pj 
et  si  l'on  envisage  le  triangle  sphérique  PPiM,  les  trois  côtés  de  ce  triangle 
sont  : 

Pr,=  -— c,,         PM  =  -— t.,         p,M  =-_,., 

2  2  '  2 

et  l(;s  trois  angles  sont  : 

I'  =  L  — Lo,         Pi=;;-hLo— !>,,  M  =  9  —  9,, 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  mesuré  un  arc  AB  de  ligne  géodésique  de 
dir(>cli(m  qucdcouque.  .le  désignerai  par 


la  longitude  et  la  latitude  astronomiques  du  point  A  et  l'azimul  astronomiqi 
de  A13  au  point  A;  par 
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les  nouvelles  coordonnées  aslrunomiques  du  poini  A  cl  le  iionvcl  azimtil  aslro- 
nomique  au  point  A.  Je  désignerai  par 

L',     .-',     ?',     L],     l'I,     <?! 

les  quantités  analogues  relatives  au  point  Vi. 

On  calculera  l'arc  AB  comme  si  c'élall  une  ligue  géoilésiqne  de  l'ellipsoïde 
de  référence.  Mais  dans  l'analyse  (jui  va  suivre,  nous  pourrons  supposer  que 
l'ellipsoïde  de  référence  se  réduit  à  une  spiière  et  que  l'aplatissement  est  nul. 
L'erreur  couunise  ainsi  sera  de  l'ordr(>  de  la  déviation  r;  de  la  verticale  multi- 
pliée par  l'aplatissement  e;  comme  ces  deux  facteurs  sont  très  petits,  cette 
erreur  sera  1res  petite,  non  seulement  d'une  maniér(î  absolue,  mais  encore  par 
rapport  à  la  quanlilé  à  mesuicr,  c'esl-à-dire  à  Y7.  C'est  ce  dont  on  peul 
d'ailleurs  se  rendre  compte  en  comparant  les  formules  (i)  et  (.3)  du  para- 
graphe Il  aux  formules  (4)  et  (6)  du  paragraphe  III. 

Nous  pouri'ons  donc  raisonner  comme  si  l'ellipsoïde  de  l'éférence  était  une 
sphère  et  dire  que  l'arc  AB  doit  être  calculé  comme  si  c'était  un  arc  de  grand 
cercle.  Nous  choisirons  le  nouveau  pôle  Pj  sur  ce  grand  cercle  de  façon 
que  AB  soit  un  arc  d'un  nouveau  méridien. 

On  mesurera  L",  c",  cp"  au  point  A.  Le  grand  cercle  en  question  sera  ainsi 
entièrement  déterminé  et  l'on  choisira  le  nomcau  j)ôle  l'i  sur  ce  grand  cercle. 
On  en  déduira  L°,  ej,  cp"  en  résolvant  le  triangle  spiiériqiu'  PP^M  (qui  se 
réduit  à  PP,  A),  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut.  On  aura  d'ailleurs 

L?  =  o,         oî  =  o. 

Les  nouvelles  coordonnées  du  point  B  devraient  étic 

o,     fi-l-.s-,     o 

s'il  n'y  avait  pas  de  déviation  de  la  verticale;  s  est  la  longueur  mesurée  de 
l'arc  AB.  Les  observations  astronomiques  nous  donnent  pour  ces  nouvelles 
coordonnées  du  j)oinl  A 

1^1,    k!,    ?1, 

Posons  maintenant 

Hi  =  Li  coseï, 

■rii  =  T|  cos  9  —  5  sin  9,         Çj  =  ■<]  pin  ç  -H  Ç  l'os  cp, 

de  sorte  que  IL,  rji,  Yj,  Zj  jcjucui  par  rappoit  au  nouveau  système  de  coor- 
données le  môme  rôle  que  II,  n,  V,  '/  par  iapp(ut  à  l'ancien. 
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L'arc  AB  étant  un  nouveau  méridien,  les  formules  du  paragraphe  précédent 
seront  applicables  et  nous  aurons 

H,  -+-  Z,  =  fi,,  91   =  -ri,  Igfi—  Yi-4-  Zi  Igfi, 

Hï-t-  H,  =  T|';,         H',  =  ?i—  H,  tgt'i-i-ri',. 

()j  =  latitude  géodésique  +  >i. 

Je  n'aurais  donc  rien  à  changer  à  ce  que  j'ai  dil  an  paragraphe  précédent  si 
l'on  mesurait  soit  Li  d'où  Hi,  soit  cpj.  Mais  ce  que  l'on  mesurera,  ce  sera  soit  la 
longitude  L,  soit  l'azimut  o  (rapportés  au  système  de  coordonnées  habituel). 

Il  est  inutile  d'écrire  explicitement  les  relations  entre  Li,  l'i,  çpi,  L,  c  et  cp. 
La  considération  du  triangle  sphérique  PPjM  nous  donne  trois  relations  entre 
Li,  ('i,  L,  ('  et  9  —  9i.  Nous  aurons  donc  une  relation  entre  cp  —  tpi,  L^  et  ç^  et 
nous  pourrons  écrire 

?  =  91-H  F(L,,  l'i). 

En  faisant  dans  relie  équation  Li^cpi  =  o,  i\=iv\-\-s,  on  aura  l'aziiuul 
calculé 

o  =  F(o,  i'î+.0. 

En  y  f;usant  Lj^LJ,  cp£:^tpj,  ç^z=zv\,  on  aura  razininl  asli<iii(iiiii(|iit' 
observé  que  j'appellerai  cp  +  otp  ;  on  aura  donc 

en  posant 

ûf,  =  (.[  —  (•;—  i; 

d'où 

/ON  ~  .  V        1  If/F,  ',   -.        (l^  ^ 

(28)  oî  =  ^,tg..-Y.+  Z,tg..,+  ^^__(„-ZO+^?,. 

Si  l'arc  est  très  petit,  on  peut  négliger  Yi  et  Zi  et  écrire  simplemoni 

i       d¥  d¥  ^ 

cosi'i  aLi  (Yfi 

ou 

/  I       rfF  \  f/F 

00  =  (  tgci  H r-—  )  (tj  cosç  —  ?  siii  9)  H — 7— (Ecos  (B  +  71  sin  9). 

\  cosci  dhi/  ^  dvi  ^' 

Mais  si  l'arc  est  très  petit,  on  peut  appliquer  simplement  les  formules  ordi- 
naires de  la  déviation  de  la  verticale,  de  sorte  que 

09  =  -ri  tgX. 
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En  Klenlitianl  un  Miil  quv 

I        ^/F  r/F, 

eus^'l   f/lji  «fi 

de  sorlc  que  l;i  toinmle  (^28)  clevieni 

En  sccmiilc  a|)nrii\iiiiiiliiin,  un  [icul  négliger  Zi  el  prendre 

^  '=  f  ''•'  ''''i'' 
dciù 
(•.H))  s»  =  -ri  IgX  —    /    ï],  r/i'i, 

('lo)  ï)  =  09  colgÀ  +  cotg"/.   /  r|,i-/i',. 

Sous  les  lalilndes  iknialoiinles  le  lacleur  colgÀ  esl  1res  grand,  de  S(n-le  que  le 
Icrnie  coireclil  peu!  (i'Ire  sensd)le,  hieii  qm^    /  rji  dv^  soil  jielil. 

Ces  conclusions  ne  seraient  pas  modifiées  si  l'on  tenait  compte  de  l'apla- 
tissement, c'est-à-diii'  si  l'on  prenait  pour  surface  de  référence  un  (dlipsoïde  et 
non  une  splière.  Les  formules  finales  e(jnserveraienl  la  môme  f<jrme,  setdemenl 
les  eoelficienls  devraient  subir  une  correction  qui  pourrait  aller  au  plus  au 
centième  de  leur  valeur. 

(  )ii  \(iii  piir  ic  rapide  exposé  de  quels  pièges  on  devrait  se  défier  si  l'on 
\oulail  déterminer  près  de  r('(pjaleui'  les  dt'viations  de  la  ver!  icalc^  |iar  le  moyen 
des  mesures  d'azimut.  Déjà  dans  sa  triangulation  de  Java,  sous  une  latitude 
assez  basse  el  dans  un  pays  très  accidenté,  M.  Oudemans  a  lencontré  des 
diffirultés  analogues.  Il  résulte,  en  effet,  de  l'ensemble  de  ses  déterminations 
qui'  les  déviations  de  la  verticale  déduites  des  mesures  d'azimut  sont  en  général 
l't  systématiquement  trois  fois  plus  grandes  que  les  déviations  iléduites  des 
mesures  de  longitude  (dans  des  stations  différentes,  il  est  vrai). 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  (pj'il  xaudia  mieux,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  s'abstenir  de  rien  d(''diiire  des  mesures  <l'azimul  prises  près  de  l'équaleur, 
d'autant  plus  que  toute  erreur  commise  dans  cette  mesure  se  trouve  affectée  du 
facteur  considérable  colgX. 

Remarquons  encore,'  que  dans  la  formule  (:*<))  le  terme  principal  ne  di^pcnd 
fpie  de  Ti,  tandis  que  le  terme  correctif  di'pciKJ  de  y),  el  pai'  C(Uisé(pieul  à  la  fois 
de  'c,  et  de  r/. 
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SUR   L'ÉQUILIBRE  DES  MERS 


Comptes  reiu/us  de  /'Académie  des  Sciences,  t.  US,  p.  948-962  (00  avril  1894) 


La  théorie  des  marées  ii'esl  pas  encore  l'aile;  la  précision  aveclaqiiellc  on  les 
prédit  ne  doit  pas  faire  illusion,  car  les  procédés  employés  soni  semi-empiriques. 

La[)lace  n'a  pu  arriver  à  intégrer  ses  é<pialions  qu'en  supposant  qu'il  n'y  a 
pas  de  continents,  et  que  la  protondeur  de  la  mer  ne  dépend  que  de  lalatilude. 
Cette  hypothèse  est  luMuenup  Imp  cloii^née  de  la  léalilc'  poui' qu'on  puisse  rien 
conclure  du  résulhil  ipi  il  a  ohlt'iiu. 

L'i'liidc  des  oscillations  à  longue  peiiode  el  en  parliculier  fie  la  marce  iiiiiieu- 
suelle  l'sl  relativement  facile;  on  peul  v  négliger,  en  ell'el.  l'inerlie  du  licpiide 
el  la  force  de  (ioru)lis.  ce  (pii  ré'dnil  la  question  à  un  simple  proljlème  de 
Statique.  L"iui|>iiiiauce  de  ce  pi-iililènie  a  ('té  mise  en  évidence  dans  le  Traiii' 
de  Philosophie  naluicllc  ilc  ïhouiMin  ri  Tail.  Ces  deux  illiisli-es  >,ii\anl>.  aidés 
par  M.  G.  Daiwiii.  mil  cherché,  en  cll'et,  en  comparaul  la  ihéorie  a\ec  les 
observations,  à  reconnaître  (piellc  iléformalion  élasti(pie  suhissail  la  masse 
solide  du  globe  sous  l'inlluence  de  l'attraction  lunaire. 

Leur  conclusion  est  (pie  le  globe  lerreslre  présente  une  rigidité  égale  à  celle 
de  l'acier,  sinon  une  iigidilé  plus  grande  eiicnre;  loutefois  les  lésultats  sont 
trop  discordant  |)(pnr  (jue  celle  conclusion  soil  absolumenl  cerlaiiie. 

Ces  discordances  sont  dues,  sans  dcuile.  [lour  hi  plus  griindt'  pari,  à  l'incer- 
litudc  des  observali(uis  ;  luais  riuiperfcclion  de  hi  ih('<iricy  est  peut-être  aussi 
pour  quelque  chosi'. 

Dans  les  paragraphes  80ti  à  810  de  l'Ouvrage  (pii'  je  \  ions  do  cilei-,  on 
H.  P.  -  VtlI.  25 
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clu'i'rlii'  il  l('i\ir  ('(iiM|)lc  (le  lii  prt'M'iicc  tics  coiiliiiciils.  lllal^  eu  m'i;lii;canl 
I  iilliMCliiiu  iimliu'llc  <l('s  tMiix  soiilcvct's  ;  ilaiis  le  |)aiiij;fM|ilic  8lo,  on  licul. 
coinplo  il»'  ct'llc  iilliailioii,  iiiai^  en  su])|)osaiil  iju  il  n  \  a  jias  de  coiilnu'iil  ;  il 
arrive  al(H'>  que  raiii|)lilii(_l<'  ilc  la  inari'i'  osl,  par  roflcl  de  celle  allraclioii, 
iniillipliée  par  un  coctiicieiil  doiil  l'expression  esi  1res  simple;  mais  la  \aleur 
tle  ce  coelTu-ieiil  pourrait  ("■Ire  cousidérablcnieiil  niodifiéc  par  la  présence  des 
cunlinent>-.  Il  \  auraii  donc  lieu  de  jioLissser  ]3liis  loin  l'approximation;  on 
icndi'iiil  ainsi  plus  lacile  et  plus  sûre  la  discussion  nouvelle  des  observations, 
iiiii  pourrait  être  enireprise  dès  (pie  celles-ci  seroiil  plus  noiiilireiises  el  plus 
exactes. 

\  oici  coiiiiiieiil  l<'  prohièiiic  se  pose  aiialy I upieiiieut  ; 

.Sdieui 

1  .  le  rav  (Ui  du  i;  lu  lie  sii|)pos('  spiieriipic  ; 
//.  la  surélévation  des  mers; 
C7,  la  densité  du  globe  terrestre; 
1 ,  celle  des  mers. 

Soit  \'  le  potentiel  dû  à  l'attraction  de  l'eau  soulevée,  de  telle  sorte  que, 
si  du  est  un  élément  de  la  surface  de  la  sphère  terrestre  et  p  la  distance  de  cet 
élément  au  point  [x,  y,  z),  on  ait 


rhdui 


Si  alors  je  désigne  par  ;•  la  distance  du  point  (x,  )%  ;)  au  centre  tie  la  Terre 
el  si  j'envisage  en  |)ailiciilier  la  valeur  de  \  pour  /•  -=  i ,  on  aura 

Je  désij^ue  par  o  la  roucliou  pcil  iirlialricc  (^«pn,  da|)rès  rapju'oxiiiialuui 
généralomenl  admise,  esta  la  siirlace  de  la  splière  une  loiuliou  spiiéiicpic  du 
second  oidrej  l'I  par  (,  une  (diislaiilc  (pie  je  me  réserv  e  de  délermincr  plus 
I  a  rd . 

Ou  aura  alor>  a  la  Mirlace  des  conliuenls 

Il  =  (),         d  ou         1  - — h  V  =  II, 


et  à  la  siirlace  des  mers 


V-^A=9  +  C, 
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d'où 

2  ^  -t-  V  =  I  (  V  -  9  -  C)  =  ?  V  +  6 


eu  posant 

.      3 


C   =  -  î 


.1/  =  — ^(s  +  C). 


Ces  coiidllioiis.  jiiliiles  il  ICijiuiliou  de  l^iijdare  A\  =  o  et  à  la  condition  île  la 
coiislance  du  volume  total  des  eaux,  détermineul  \   ri  li . 

Cliereli<>ii>  alors  à  dévelo])per  ^  et  h  suivant  les  puissances  croissantes  de  \ 
en  posant 

(I)  V  =  Vo  +  V,E-+- V,t'^-i- ...,         /(  =  /i„  + A,E-t-/i.>Çï  +  .... 

Toutes  les  (piiuililés  //,  doivent  s  annuler  à  la  surtaee  des  continents  el  l'on 
aura,  d'autre  part,  à  la  surface  des  mers, 

ilr  dr  dr 


(  )n  en  deduil 

'•J;  do)  , .  /■  V  0  dio 


les  intégrales  étant  étendues  à  tous  les  éleiuenls  itut  de  la  surlace  îles  nu'rs 
seulement,  ainsi  que  toutes  celles  cpie  nous  aurons  à  considérer  dans  la  suite. 

On  peut  se  demander  si  les  séries  ainsi  obtenues  convergent.  La  réponse  doit 
èlre  affirinatixe,  comme  le  prouve  la  méthode  de  Scliwarz  convenablement 
modifiée. 

Si  nous  posons,  en  effet, 

nous  V03  ons  aisémeiil  que  l'on  a 

W,       Wo      W3 

^ in,n  =   W//i-t-/j.u  =   "  m-(-l  j  "  «  ^  *J  '  VÎT  ^  V'T  "^  \V^  <i  .  .  .  . 

De   plus      ""*"  est    toujours   plus   petit    (pic    i,   el    si   t|i  est  égal  à    la    soninu' 

de  (p  +  I  )"  fiuiclions  doiuiccs  niiilliplices  iliacunc  par  un  cocfflcienl  arbitraire, 
on  peut  disposer  de  ces  ciielicients  arhilralrcs  de  iclie  sorte  (pu^ 
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Si  alors  |U  t-sl  la  liuiiU'  Ar  "  [xiiir  11  inliiii,  un  pourra  liouvcr  des  110111- 
bres  /.■  ol  g  tels  que 

ce  (jui  |)i-oii\c  ([we  lo  m-iIos  (  1)  convcrgenl  uuiroiiiu'iiu'iil ,  pourvu  (juC'4<P-- 
l.a  loiictidii   \    (■>!  uni'  loiiclioii   nuToiiioiplic  de  £;  soit  /. ,  1  iiu  dos  pôles;  le 
résidu  corriîspoiidaiU  sera  un  eoetficieni  cuiislanl    V,.   iiiulliplic  par  une   tniu- 
llon  //,  snlist'aisant  aux  eonditions  sui\aiitcN  : 

Au,  :=  o     (à  l'intérieur  du  ylobe);  /  «ff/w  =  i  ; 

dui  .,,-,■ 

a  —, — h  («,  =  o    (a  la  ^u^Iace  des  coiitinenls  1; 
ar 

ilui  ,  .  ,  .         , 

2  — ; — H  «,  =  UMi     (  a  la  suilace  des  mors  ). 
fir 

Les  ronclioiis  ;t,  jouent.  ])ar  rapport  à  un  i^lolx'  diuil  la  surlacc  rsL  tonnée  de 
continents  et  de  mers,  le  mêiiie  rôle  que  les  lonelions  spliériqucs  par  rapport  à 
un  globe  entièrement  recouvert  par  les  eaux.  Une  t'onction  quelconque  peut,  à 
la  surface  des  iners,  être  développée  en  série  proeédaiil  sui\aiil  les  fonctions  ;/,-, 
soit 

d'où 

A,(i, 


(^)  V  =2 


^,-5 


Il  rest(>  à  deteiiuiiicr  la  (-(jusliinle  aibilraire  i),  (pii  entre  iiiiplicitenient 
dauN  y;  ou  le  fera  en  éeri\aiil  ipjc  le  volume  îles  mers  demeure  in\ariabie. 

S"il  ii"\  a\ail  pas  de  eonliueiils.  les  foiictioiis  iti  se  réduiraient  au\  iDuetions 
spliir  iipies  ;  lui  aiirail 

/.-,  =  I,         /,j  =  /:;  =  /.■.,  =  3.         /,-.•,  =  5; 

.V I  =  Aj  =  An  =  A 1  =  o  ;         ■!>  =  A.,  «5 
et 

û  — ? 

Pour  passer  du  résultai   où  £  es!  iiéi,'lifï(!  au  icsiillal   evacl,   il  suflil   alurs  de  le 
rnulliplier  par  le  facleui- 

(^>  —4; 

'-5 
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^i  iiiniiilcniinl  ou  lit'iil  (•niiij>l('  des  conlinonls,  les  nombres  /.,  aiigmenlonl  cl  lo 
t;icl('iii'  précédent  dexient 

I  I 

Mais,   cl  (■  Csl   là  que  je  voulais  eu  \euir,    les  coeificienis  A,.  Ai,  A3.  A,  ne 
soûl  |)liis  uids  el  la  toruiule  (■>.)  roulieul  des  lei'iues  où  eiilrenl  les  l'arleiirs 

(/=  I,  2,  3,  4). 


lesquels  sunl  uotajjieuu'ut  plus  grands  que  le  lacleur  [6). 

Il  est  très  probable  que,  avec  la  distribution  réelle  des  continents,  les  coeili- 
cients  Ai.  Aj,  A:,.  A.i,  sans  être  nuls,  sont  négligeables.  MM.  Tlionison  et  Tait 
auraient  alors  eu  raison  de  dire  au  paragraphe  816  que  raltraclion  luuluelle  des 
eaux  n'altère  pas  sensiblement  les  résultats.  Mais  la  vérification  reste  à  l'aire; 
dans  l'état  actuel  de  la  théorie,  elle  entraînerait  sans  doute  des  calculs  fort 
pénibles  et  hors  de  proportion  avec  le  but  à  atteindre.  Peut-être  cependant  les 
considérations  qui  précèdent  aideront-elles  d'autres  chercheurs  à  trouver  une 
méthode  assez  rapide  pour  qu'on  puisse  calculer  une  limite  supérieur(^  de  Ai, 
Ao,  A3  et  A.,. 


SUR  L'ÉQUILIBRE 


LES  MOUVEMENTS  DES  MERS 


Journal  ite  Matlicinaliijites,  :y  série,  1.  ",  p.  J7-102  (iS[|G). 


Introduction. 


[.I'  |)i'(il)lèino  (Ips  maT'éf's  présente  une  lelle  ((iiiiplieiilnin  i|m  il  ne  peul  gnèré 
("■lie  ;iIk)I'(I(' (In  |ireniier  (dni)  dans  loulesa  t;énérnlité  cl  (pi'il  eonvuMit  départager 
l;i  ditfieullé.  Il  landrail  lenii-  eoniple  à  la  fois  de  l'alliaelion  des  astres,  tle  celle 
du  l)(iiiii(dei  liquide,  (pi'ils  soulèvenl,  de  l'ineiliedn  liqnide,  de  la  présence  des 
continenls,  de  la  rotation  dn  Globe  et  de  la  force  centrifuge  composée,  etc. 

Pcnt-êire  serait-ce  s'acheminer  vers  la  solution  complète  que  d'examiner 
séparénu^nt  chacune  de  ces  diflicullés  et  de  chercher  à  résoudre  le  problénn' 
quand  on  n'a  à  trionqther  cpie  d'une  seule  d'enlre  elles. 

Si  les  astres  étaient  fixes  par  rapport  à  la  Terre  el  entraînés  dans  son  mouve- 
ment do  rotation,  le  pi'dhlème  serait  beaucoup  plus  simple,  puisque  la  surface 
des  océans  prendrait  une  position  d'équilibre  d(Mit  elle  ne  s'écarterait  plus.  On 
n'aurait  pins  alors  à  tenir  compte  ni  de  l'inertie  «lu  liquide,  ni  de  la  force  cen- 
trifuge cmnjjosée  et  l'on  serait  ramené  à  une  sinq)le  ipiesllon  dé  .Slalique. 

On  pourrait  encore  se  conlenler  de;  celte  approximation  si  le  ni(ui\euu'nl  des 
astres  était  très  lent;  les  mers  prendraient  alors  une  forme  très  peu  diflérenle  de 
leur  figure  d'équilibre. 

Malheureusement  il  n'en  est  pas  ainsi  et  cependant  la  solution  de  cette  ques- 
tion  peut  avoir  une    importance    pratique;   les    oscillations  réelles   des    mers 
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ijcin  cal  ('■!  Il'  ici;iinlri's  ('(iininc  la  Mi|ior|)(isil  kiii  il  un  j^rand  iKiinhi'C  il  ose  il  lu  lion  s 
périiidiiiufs.  les  unes  à  ri)uile.  les  aiilres  à  longue  |>érioilc.  (lliamne  île  ces 
oscillalions  parlioUes  se  com])orle  ciiiiime  si  elle  l'iail  seule.  Lrvs  oscillalinns  à 
très  longue  période  peuvent  alors  se  calculer  par  la  uiélliocle  sialirpie.  C/esl  ce 
qn'oni  Irè.s  bien  aperçu  loiil  Kelvin  el  AT.  Tail  {rf.  Tail  el  Thoinson.  Traitr 
de  PliUosophie  nrttiiiel/c  \. 

Celle  élude  slalique  sérail  exirêuieul  simple  si  les  océans  recouviaieni  lonle 
la  surface  de  la  Teire;  l'eiuploi  îles  l'oiiclions  sphériques  donnerait  tine  snlui  ion 
immi'diale,  suil  que  I  un  néglige  l'allraflioii  du  lioiirndel  li(|uiile.  suil  qu'un  en 
licnne  compte. 

La  présence  des  conlinenls  complique  le  problème;  .si  l'on  néglige  l'allrac- 
lion  du  bourrelet  liquide,  il  sut'fil  d'appliquer  une  correction  très  simple;  c'est 
ce  qu'oni  (ail  Tail  el  Thomson. 

J'ai  voulu  le  traiter  en  tenant  compte  à  la  lois  de  rallrachon  ilii  hnuirelel  el 
de  la  présence  des  continents;  j'y  suis'  parvenu  en  introduisant  certaines  fonc- 
tions dont  les  propriétés  rappellent  celles  des  fonctions  sphériques.  mais  qui 
dépendent  de  la  forme  des  continents. 

Je  me  suis  occuj)é  ensuite  des  oscillations  à  courte  période,  mais  en  iiégli- 
geaiil  (Vnbord  rattiaclion  du  bourridet  liquide.  11  est  d'abord  aisé  de  voir  (|ue 
l'étude  des  oscillations  éprouvées  pai'  la  uiei'  sons  l'inlluenie  des  mou\ements 
des  astres  se  ramène  à  celle  de  ses  oscillalions  pro|)res,  c'est-à-flire  de  celles 
qu'elle  éprouverait,  si  elle  élail  soustraite  à  cette  injlueiwe  el  si  elle  était 
écartée  de  sa  figure  d'équilibre,  puis  abandonnée  à  elle-même.  C'est  ainsi  que 
l'intégration  des  équations  dill'érentielles  linéaires  à  second  membre  se  ramène 
à  l'intégration  des  équations  sans  second  mendjre. 

J'ai  donc  été  conduit  à  étudier  les  oscillations  propres  d'un  liquiile.  J  ai 
supposé  d'abord  que  ce  liquide  était  enfermé  dans  un  vase  assez  petit  pour 
qu'on  puisse  négliger  la  courbure  de  la  surface  d'équilibre;  j'ai  distingué  le  cas 
où  la  profondeur  est  finie  et  celui  où  elle  est  infiniment  petite. 

J'ai  abordé  ensuite  le  cas  où  le  vase  est  assez  grand  pour  qu'on  iloive  regardei' 
la  surface  d'équilibre  comme  sphériqiie. 

J'ai  fait  ressortir  l'analogie  de  ce  pri)l)lème  a\ec  celui  des  \il)rations  d'une 
membrane  tendue  dont  je  me  suis  occupé'  dans  les  Rendirouli  del  Cirroln 
matematico  di  Palertuo. 

Enfin  j'ai  abordé  un  problème  se  rapprochant  beaucoup  plus  de  la  réalité  el 
j'ai  tenu  compte  de  la  rotation  du  Globe  et  de  la  force  centrifuge  composée. 
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I.  —  Équilibre  des  mers. 

Siiil  \  1  le  iKilciitirl  ilTi  il  lii  s|)li('r('  liTicsIri',  \  .j  rcliii  ijiii  csl  di'i  iiii  Ixiiirrolol 
li(lMi(li'.  -t- o  celui  (|iii  i'!>l  ilù  ;iii\  iislrc's  cl  à  lii  rmcc  (('iiliiriii;!'.  Le  |)(iicntlel 
idiul  \  ,  +  ^  n  +  (p  dcM'fi  (Mrc  i5i;al  à  iiiio  cuiislantc  (i  :i  la  siirlacc  de  la  iiior  qui 
ilill'ércia  (.railleurs  [iimi  (riiuc  s]iIu"m(' 

V,    -4-    \',   -I-    ?   =    (': 

Sdil  0  l;i  dcnsili'  de  i;i  s|ili(''ii'  IcttcnI  rc,  i  s(Ul  rayon,  //  rc'pais.sciir  du  houi- 
ii'lil,  de  telle  l'a(;i)M  (|nr  la  dislaiice  de  la  .sui'l'ace  de  la  mer  au  (('iilie  de  la 
'l'eri'c  Mul    1  -t-  //  :  Mdii^  aiiriius 

V,  =  I  np(  I  -+- /,  i-i  =  ^ -?  -  j  ^p  A. 

Si  Ml  c  l;i  dru  M  II'  du  liijii  iilr,  \  _,  |)iiiii'iii  T'I  le  ie;;ardr'  eniii  lue  le  pi  il  ru  I  irl  du  lie 
Mirlacr  alliraiilr;  irile  siirliice  pniiiiii  T'Ire  ciinliindue  avee  eidie  de  la  sphère 
Icrrcsire  el   la  drnsile  Miperlieiellr  dr  \:\  iiialirri'  alliraiile  sera  cr//. 

Si  j'i'iiN  isa^c  la  ilcri\ée  — T— "j  (die  aura  des  \ali'iiis  iliUr'reTilcs  en  un  piiinl  1res 

Musiii  dr  la  splirre,  mais  inli'ririir,  ri  en  nu  piiiiil  liés  voisin  de  la  splu're,  mais 

exii'rirur.    l'oiii'  l'xilcr   luiilr  coiiIiimiiu.    le  di'sinuria  i  par— --^  la   deriM'e  en   un 

.1  .  1  ^/f 

pi  II  ni  inli'iieiir  ri  par  — r— ^  la  dcri\  cr  m  nu  pi  nul  ex  I  ('rieur  ;  il  \  lendra  a  lois 

I  )'aiil  rr  pari .  si   \  .j  a  la  Miilacr  i\\'  la  >pli(''r('  csl  dcv  idoppi'e  eu  si'^rie  de  (one  lions 
spluM'upies  l'I  (nir  l'on  ail 

il  \  iendra 


/ir.ah=  S(2ra  -I-  i  )X„  =  2  — r^  -+-  V-. 


L'équnijoii  d  iVpiilihre  devieni  donr 


|sp-^;:pA  +  V;  =  C 
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ou 


p    \  2  0    ci\ 


ri  p    \        20  a>-,  4 


p-?- 


Cette  équalion  devra  êlro  satisfaite  à  la  siii-faci'  ili's  mers;  à  la  smiacc  des  ronli- 
nents,  on  (le\ia  a\oir  //  =;  o,  d'où 

2—, h  Vj  =  O. 

r/r 

Eulin,  à  l'inléi'ieiir  de  la  s[)lu"'r(',  on  ania 

AV,  =  o. 

Nous  pou\ons  simplifier  un  peu  (o  nolalioiis;  supprimons  dabord  rindii^c  2 
devenu  inutile  et  écrivons  V  au  lieu  de  ^  o-  l'osons  ensuite 

(  )n  (leNia  axoiià  la  suitace  (U's  mers 

2-, — h\  =  Eo  V  -+-*-(-  X- 
etr 


et  à  la  surfare  des  conliiu'nls 


2  -; h  \     =  O. 

r/r 


Pour  reunir  ces  deux  e(piatiiins  en  une  seule,  |  introduirai  un  coefficient  £ 
ijui  sera  égal  à  i  mu-  la  surface  des  mers  et  à  o  sur  celle  dos  continents  et 
j'écrirai 

(i)  ••4^-t- V  =  Ç„£V-He('I'-i-/.j. 

dr 

Le  jirohlèuH'  ((jusiste  alors  à  trouver  une  fonction  \    (pu  satistasso  à  l'éfpia- 
tion  (i)  à  la  surface  de  la  sphère  et  à 

A\  =0 
à  l'inlérieur  de  la  sphère. 

Pour  ('(da  remplaçons  r(''(|ualion  (  i  )  par 

{l  bis)  2  y;  +  V  =  ?  £  V  -F  £(  <I>  -H-  /l  ,), 

OÙ  ^  est  une  indéterminée  et  développons  V  suivant  les  puissances  de  Ç. 
Soit 

V  =  C(,-t-?l.',  -t-?2l'-i—   .... 
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Il  vioïKlra 

2-,      -4-  (•„  =  £(  'I'  -)-  /.  ). 
(Ir 

'A', 
(h: 

el,  en  général, 

(2)  2—  -h.„=£r„_, 

à  l;i  Miit'ucc  (le  la  splifro  cl 

(3)  Af„=u 

;'i  rinh'riciir. 

Le  lli(''(irriii('  do  (!r(M'n  nous  donne 

ou,  on  tenant  compte  de  (a), 

(4)  ■  /  ("«t'm-l  —  ''/»l'„_i)£f/w  =  O. 

Les  intégialiiiiis  doiveiil  rlie  élendiie>  à  Ions  les  éléments  c/oj  de  la  surtace  de 
la  s|)hèie. 
Ptjsons 


L  l'fjiiation  (  ()  iiiiintre  ijiie 


'  ///.n--l   —    ' /;i — 1,/iî 

et  rdimric.  fl'nilleiirs, 

V         —  V 

on  ronrliil  (pie 

^  m.n  ^   Vo,»j+n5 

ce  rpii  me  permcllra  d'cVrire  avec  un  seul  indice 

*  in,tt  ^^    '  m+^c 

Je  dis  ([ue  \^„  est  esseniiellement  positif;  en  effet,  si  //  =:  ■?/>,  on  a 

V„  =  /  c|  £  rfio  >  o, 
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cl  si  n  ^  "zp  —  I  .  1111  a 

\„    =J    (•,,(>-,    C  (AO   =  I  V,,    (    ■>  '-^'  -   V,,    )    ih,    =j     W,,  '-^  Ch„   H- y  !■;-,  ,/(0, 

OU,  on  xcriii  iIm  llii'oi-riiic  de  (irccii. 

La  proiniôrc  iiil(''i;ralr'  floil  Hrc  ùtendiio  à   Imis  les  ch'ments /^/t  du  Milmnc  de 

la  s|iIk"'ii'  ri  ^(-7-^)    <'>l  la  >()miiio  dos  carrés  des  Iroi^  dôrivéo-.  |iarl  icdios  de  c,,. 

Si  l'on  (  liant;o  <I>  on  0  + /.r,,.  o„  so  cliango  en  r„  + /.t'„+i  ;   \  )„  cl   \  jh-i  se 
(diani;onl  on 

/  (i'«  -f-  /.i',/-i  V-£'/c)  =  V..„  —  2XV-j„+i  -I-  /.-Vo„+, 

et 

/  (l-V,  -t-  /,('„+i)(l'„_i  ■+-  XVn)i(lf>  =  V2„_i  -H  2ÀV,.„  -+-  X-V2„+,. 

Ces  expressions,  ipiol  (juo  soil  X,  d(ii\oni  ôiro  positives;  c'esl-à-diio  f|no  les 
t'qnations  on  À 

^ -in  -+-  2>-V..„+,  +  À-V2n+-2  =  O,  \  -j,,-!  -¥-  2aV-.„  -t-  À-Voth-i  =  <' 

<loivenl  a\()ir  lonrs  racines  imaginaires.  On  a  donc 

»  5/1+1    <    '  2/1   >  2n+2i  V  ;„    <    V  2/1—1  Vj/j+l  , 

d'où 

Vo„  VW,  V2„+o 


V,,i-i  ^   v.,„    ^  V,„+i 
\A'  rappiirl -^j — \a  donc  on  croissant  avec  /;. 

*  n 

Or 


V,. 


Si  i'n  est  développé  en  série  de  fonctions  spliériqnes  sons  la  l'orme 

nous  aurons 

di>„ 


dr 


=  S/.X 


p- 
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Si  iimis  posons 


\/,'/m  =  A,^, 


il  \  ioiiilr; 


ol 


Jw  =  lA/, 


J 

.h 


V,„_i       S(2;.+  i)A^^    '  V„ 


Soit 


»!•  -h  /.■  =  Xi  cf  1  H-  a»  ço  -t-  ...  -I-  a,y  œ,^, 

où  cpi ,  es o,,  soiil  1/  riin(lic>ii>  (liiniK'cs  cl  où  a^,  y.-> y.,/  sont  des  indé- 

Icrinint-cs.   !.<'>  Iniiciidiis  \   cl  c„  scronl  dos  tonclimis   liiicaircs  Pt   liDinogènes 
des  a,  cl  mms  poiiricjiis  poser 

Le  rapport  rj-^  dépend  aussi  des  a. 

»  2w  — 1 

Or.  si  If  =  V-',  je  puis,  quelles  que  soient  les  fondions  tp,,  choisir  les  indéter- 
minées y.  de  lelle  Caçon  que  le  développement  de  i',i  en  série  de  fonctions 
sphériqiies,  couiuiciicc  par  une  fonction  d'ordre  v  —  i. 

On  aura  alors 

(3)  TT—  < 


V»„_,  2V  —  I 

Considérons   ^i.  a... y.,i  connue  les  coordonnées  lu)uioi;cncs   d'un  poml 

dans  l'cïspacc  à  r/ — i  dimensions.  On  pourra  trouver  dans  cet  espace  une 
lé^'ion  R„  t(dle  qu'à  l'intérieur  de  cette  région  l'int-galité  (5)  snil  \(''rifiée. 

On  piMirra  cgalcuicnl  ti-ou\er  une  région  R„,-i  telle  cpu'  dans  celte  région 
ou  ail 


Cette  région  sera  lonl  entière  contenue  dans  1\„,  puisque 


On  peut  eu  conclure  que,  rpiand  /(  croit  indéfiniment,  R„  lond  à  se  réduire 


ao5 

à  une  région  limilc  que  j'appelle  R,  qui  peut  se  réduire  à  un  seul  point,  mais 
qui  contient  au  moins  un  [)oint. 

Le  rapport -^i^ allant  en  croissant  et  étant  plus  petit  que    i   tend  vers  une 

>  n 

limite  qui  est  au  plus  égale  à   i  ;  mais  d'après  ce  qui  précède,  si  le  p(jinl  ai, 

3(2,  ■  ■  ■  ■  ot,j  est  dans  la  région  li,  ceUe  liuiile  sera  plus  petite  que • 

Un  peut  (jour  trouver  un  nombre  A  t(d  que  Ton  ait 

V„<A(?,v-i)-", 

poui\u  que  le  p(jinL  y.i,  y.-2<   .  .  ■ .  (x,/  soit  dans  la  région  R. 

Cela  posé,  il  est  aisé  d'intégrer  l'équation  (a).  Soient  d'.t  et  d'W  deux  élé- 
ments de  la  surlace  de  la  sphère:  D  la  distance!  de  ces  deux  éléments,  soient  c 
et  i'„_|  les  valeurs  des  iunctiuns  ï  et  i„  _)  au  eeulrc  de  graxjté  de  l'élément  d'W ; 
on  aura 

.le  iiU'  [ii'oposc  de  trouver-  la  limite  Mqu'iienrc  de  ]  r„     <pie  j  appcdle  i,'„. 

Pour  cela,  je  dnise  la  surlace  (!<■  la  sphère  en  deux  régions,  (pie  j'appelle  R" 
et  R'".  Ces  deux  régions  seront  séparées  l'une  ile  l'autre  par  un  petit  cercle  qui 
sera  l'intersection  d(>  la  sphère  terrestres  avec  une  autre  sphère  ayanl  pour  centre 
l'élément  dot  et  pour  rayon  ;j..  I.a  région  R"  sera  celle  des  deux  régions  qui 
contiendra  l'élément  dM.  Nous  poserons 


i'^  sera  délini  comme  r„  par  l'iiilegrale  (6);  seulement  cette  intégrale,  au  lieu 
d'être  étendue  à  la  sphère  tout  entière,  sera  étendue;  à  la  région  R";  de  môme,  c™ 
sera  l'intégrcle  (6)  étendue  à  R'". 
Cela  posé,  nous  aurons 

Les  intégrales  doi\ent  être  étendues  à  R".  La  première  est  plus  petite  (pie 


/• 


étendue  à  la  sphère  tout  entière;  mais  celle  dernière  est  égale  à 

/  î'iv,-Li</(o'  =  Vî,,-»; 
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car 

î'  =  (1      on      î.  d'où  £    =  £  -. 

Daulre  part, 

;  ■       (II»'  _       /■"       </l0'  I 


car  dans  IV"  on  a  I)  >  fJt. 
11  \ienl  ainsi 


,„ ,  ^  vV.„-o  ^    I   .  /A 


-(2V-.)- 


i-l/;-l) 


(^si  le  point  aj.  a^ a,,  est  clans  la  rùgiou  H). 

(_)n  a  cnsuilo 

i/m' 


l.o   iHi('i;rali's  doivent  rtro  clcndiics  à  R";  la  seconde  est  aisée  à  calculer; 


elle  est  égale  à  lii-2_J 
11  \  Icnl  donc 


2[J. 

et 


p:;i<!i^, 


I  "«  i<  .T.  \/i,^'-^^ -•)-'"-"  + ^- »-.- 


V- 

2^tV     - 


^«<2;xV^('^-'^""'""^2-""- 

l.a   (iiiMnlllc  ;j  1  "-I   ail)ili-aire;   mais  il   nous    snllil    de   lui   donner   inu;   valeii 
quelconque;  rinéf;aliir'  précédente  peut  s'écrire 

^"<(2v^.r'^^^"-'- 

«  el  />  ('tant  des  constantes. 

Si  /  est  In  plus  petite  d(!s  deux  (pianlilés 

ù  =  -        et         ) 


cela  s'écrit 

gn  <  a''-"  +  ''•Sn-\- 
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On  en  déduit 

^3  <  a/.3  +  À^j  <  ).-î(3a -H  ^0), 

ffn  <  >-"(l«-<-^o), 


Connue  n  esL  ïirbiliiuie,  je  puis  prendre 

.'^<  — — 

2  V  — 

d'uù 


Il  résidle  de  li'i  que  la  série 

l'o  -f-  ?  <- 1   -H  E-  ''2  -^   .  •  . 

est  (ponr\u  que  le  piiinl  «i,  x-,.  .  .    ,  x,/  soil  dans  la  région  R)  absolument  et 
uniformément  convergente  toutes  les  (ois  que 

|Ç|<2V-I. 

Soit  luainlenaiil 

(  ?*  =  u,(fl>  -+-  /y)  ■+-  x-iVi:  -(-  iz-i'i  ...  -4-  XqV,/-.!         {q  =  V-), 

(7)  I  *>;;  =  ai''/!  -+-  a2'';i-*-l  +    .  .  .    +  2,,P„+,_|, 

(v*=«';-i-?t';  +  ç2''?-t-  ■■■> 

d'où 

dW* 

Si  alors  \  *  est  regardée  comme  une  fonction  de  ^  deliuu'  par  la  série  (^  7)  et  si 
le  point  y.i.  a.>  ....  a,,  est  dans  la  région  R,  cette  fonction  de?  sera  holoniorpiie 
dans  le  cercle  de  rayon  2v  +  1 . 

Mais  on  a 

,..  ,-  V  — e,,  V  — Co  — l'il 

\  *  =  ai  \   +  a-. h  -J.:; — h  .  .  . 

V-eo -l'iÇ-  ...  -tv-îÇ?-"- 
+  -', ^. ' 


d'où  r(ui  peut  conclure  que  \  est  une  IVmction  rationnelle  de  \  *  cl  de  ;  el  que, 
pai-  eonséquenl.  à  l'intérieur  du  cercle  de  rajon  2v+  1,  \  est  une  fonclion 
luéroiiiorphe  de  >  dont  les  pôles  sont  les  racines  de  l'équation 

3;i?'/~'  +  «2?'?"--  +  a:i|'/~"  -1-  . .  .  -i-  iZ^-iÇ  +  Xy  =  o. 
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(".Kinnic  V  t^st  arl)ilrniii'.  il  rcsulic  i\v  lu  (jiie  V  csl  incroinorphc  dans  loiil  le 
phiu  t'I  que  sus  |)ùli's  sont  lixo.  je  xciix  dire  inilôpondnnls  du  cpntro  de  i^ravité 
do  rélénu'iil  c/'.i. 

•le  vais  inainiciiaiil  iiinulrcr  (|in'  les  pôles  soni  simples  et  éliidier  les  rt-sidiis; 
je  \('ii\  (leiiic)iili'ei'  (pie.  si  £,•  esl  un  pôle  el  U,  le  résidu  eurrespondanl.  du  a  à  la 
surface  île  la  sphère 

(8)  ■  •2^^-U,=£Ç,U„ 

el  à  liuliTicur 

AU,  =  0. 

11  nie  sullirail  piiiii-  cela  de  jcpcler  le  raisiiuui'iuenl  ipu'  |'ai  lail  dans  ukiu 
Mémoire  sur  les  écpialums  de  la  l'insupu'  nialhéiualupu-  (|ui  a  été  inséré  dans 
les  Rendicoiili  di'l  (  'in-nhi  nialcntutiro  di  Palciiiii);  il  esl  inutile  de  le  repi'o- 
duire  iri. 

Le  lliéorèuie  de  (ireen  nous  dduiie 


)U  en  \erlu  des  é(pialiiins  (  r  his)  el  (S) 


ou 


(?/  —  ?)  /    £Vli,-/<.)  =    /  £U,(<1>  -4-  A-)rAo. 


Soil  al(U's 


V  —        ' u  v 


\  '  ne  ile\ieiiilra  pas  iiiliui  pour  ;        :,  ;   il  Mentira  donc 

-  AlJ/rA.)  ■+-  /"(Ç,-  -  Ç)  VU,  C'A-  =  l\v,{'i'  +  />)'Ao, 

ou  pour  5  =  ?, 

(f))  —  Au^A.i=  Au,('I>-i-X)'A.>. 
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II.  —  Fonctions  fondamentales. 

Il  n"v  aura,  on  générai,  qu'une  seule  fonction  U/ qui  satisfasse  à  l'équation  (8) 
ou  plulùl  loutes  les  fondions  qui  satisferont  à  cette  équation  ne  diflereront  que 
par  un  fadeur  constant. 

Soii  u,  nue  de  ces  fonctions;  je  la  choisirai  de  telle  façon  que 


j  m] (Im  =  I , 


cl  la  s(iliiii<in  la  plus  générale  de  l'équation  (8)  sera 

A/  daul  un  ladi'iir  cnuslani;  je  dirai  que  (/,  est  une  innclion  fondamentale. 
Il  est  ais(''  de  xnii-  (|mc,  si  ii;  et  ?//,  sont  deux  fonctions  fondamentales  eorres- 
pondiini  à  dcii\  nniulircs  dillércnis  a  et  t/,,  on  aura 


(lo)  /  nu  m 


'/(O  =  o. 


Mais  il  peu!  arriver  aussi  (jue  plusieurs  fonctions  linéairement  indépendantes 
satisfassent  à  une  môme  équation  (8).  Il  n'y  en  aura  en  tout  cas  qu'un  nombre 
fini  (_au  plus  v-,  si  ]  ^,- 1  (2v  —  i  ). 

Toutes  les  fondions  U,  qui  satisfont  à  léquation  (8)  peuvent  s'exprimer 
linéairement  à  l'aide  de  (/  +  i  fonctions  linéairement  indépendantes  que 
j'appellerai  /"o/(«A^//(('/;/i'//e,v  et  que  je  désignerai  par 

Je  poiiiiai  eliciisii'  ces  fondions  fondamentales  de  telle  façon  que 

/  cu|(/o)  =1,  /  îiiiU/cdoi  =  o         (ii^k). 

Nous  aurons  alors 

U,  =  A,  H;  -t-  A,+i«,-+,  -H  .  .  .   -+-  Ki+çUi+^, 

les  A  étani  des  facteurs  constants. 

^  oici  quelles  règles  je  suivrai  pour  le  numérotage  des  fonctions  m,  et  des 
nombres  Et- 

J'observe  d'abord  ipic  les  noaibrcs  £,  sont  essenliellement  positifs  et  plus 
grands  que  i . 
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Je  les  rangerai  par  onlrc  do  grandeur  croissante.  Mais  il  pourra  arriver, 
comme  je  viens  de  le  dire,  qu'un  môme  nombre  ^/  corresponde  cà  ^  +  i  fonc- 
tions fondamentales 

"/.    "/+t,     •  •  • ,    l'iif/- 

Dans  ce  cas,  je  désignerai  indifTércMunienl  le  nombre  i,  par  les  lettres 

et  le  nombre  suivant  sera  £,+(y+i. 

Dans  ces  conditions,  le  nombre  l^  correspondra  toujours  à  la  fonction  Ui,  de 
môme    indice,    et    au    lieu    d'écrire    le    terme    infini    de    \     correspondant   an 

pôle  ^  =  ^,-  sous  la  foiine  - — '-^  )  je  pourrai  l'écrire 

Les  Cdcfficieuls  A,  se  calculenl  aisénienl  à  l'aide  de  la  toruiule  {>.))',  un  trouve 

Ai  =  —  I  il/, Cil  -h  A)'/m. 

On  aura  évidemment  l'inégalili' 

(11)  $v>>2V  —  I. 

Si  une  fonction  quelconipic  I*"  csl  dc'veloppahle  eu  srv'w  de  loncllons  louda- 
mentales  sous  la  foruu' 

F  =  H,  iii  -+-  15o"2  -I-  .    ., 

on  auia.  eu  vertu  des  lelatioiis  (lo). 

L'analogie  avec  les  fonctions  sphériques  est  donc  évidente. 

D'ailleurs,  il  y  a  un  cas  où  nos  fonctions  fondamentales  se  réduisent  aux 
fonctions  sphériques  elles-mêmes  :  c'est  le  cas  de  £  =  i  ;  c'est-à-dire  celui  où 
les  mers  recouvrent  toute  la  surface  ilu  Globe. 

De  l'égalité  (6)  nous  avons  di'diiil  plus  haut  l'iiu'galitc  si]i\autc.  où  "„ 
représente  le  maxiumiu  df  j  e„  |  : 

(12)  gn<  —V    V^^  =  "--  -^  ~  é'-i-i • 

2HV'"  •* 
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Nous  avons  de  même 


dui 
d'oii 


2-^-t-  Ui  =  t^il/i, 


i!  u'idw' 


D 


Celle  lelalion,  où  les  auUiUous  uni  le  luénie  sens  que  dans  la  relation  (^6), 
est  analogue  à  l'égalité  (6);  seulement  p„  el  i',i_)  sont  remplacés  par  m,  et  ^/m,. 

Nous  poui'ons  dune  récrire  l'inégalité  (12)  en  y  remplaçant^,,  par  le  maxi- 
niuni  de  |«/|,  que  j'appelle  (j,,  g„-i  par  le  maximum  de  |t,H,|,  qui  est  5,G,  et 

V2,,— 2  =    /   cl',^_,(/l.j 


j  s.lU'hi'"  =  \l- 


L'inégalité  ilcvicnl  ainsi 


Gi<        /--h^ç-o,-. 
2(j.V'j:       3 

('<ummc    ij.    est    arliilraire,    |c    puis    1(<   choisir   de    laeun   à    rendre    le   second 
iiienihrc  iiiimiiiuiii  :  |i'  prendrai  ilonc 


I 


V''G;;i' 


d'où  enliii 

o,<il. 


Nous  avons  ensuite,  par  l'inégalilé  de  Schwarz, 

A?  =       /  E«,(<1>  +  k)dM       <  I  e-^ujdix)  /  (*  +  ky-dm. 

La  première  des  intégrales  du  dernier  membre  est  égale  à  i  par  la  rela- 
tion (  10);  la  seconde  peut  élre  regardée  comme  donnée;  je  l'appelle  Q-  et  j'en 
déduis 

|A,-|<Q. 
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Envisageons  la  sério 


A,«/  /'  ?  \/' 


Cotte  série  sera  abst)lument  C(in\eruente  si  In  suivante  l'est 

V  ^'"' 

Or.  le  terme  amènerai  dt^  celte  série  est  plus  petit  que 
Or 

Çv>>2V—  I. 

Donc 

C  étant    une   constante.   Le   terme  général  est  donc  plus  petit  (piun   lacleur 

constant  multiplié  par  li      -   • 

La  condition  de  convergence  est  donc  que/>  >>  .'). 
Considérons  alors  la  série 

Xi  II  il' 


w=E 


(i-?/)?r 


elle  converge  uniformément  et  représente  nne  fonction  méromorplie  W  qui  a 
mômes  pôles  et  mêmes  résidus  que  ^  ;  on  a  donc 

V  =  W-+-E(Ç;, 

E  désignant  une  fonction  entière  de  ^. 
D'autre  part,  on  a 


la  série  du  second  membre  convergeant  uniformément,  d'où 


n'- 


la  série  du  dernier  terme  du  second  membre  est  i-ncore  absolument  et  unifor- 
mément convergent!!,  (ioninie  on  a,  d'aulir  pari, 

dV 

2^-4-V  =  £ÇV-4-£(<I'  +  X). 


m  en  déduira 
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.dE-  ,   c-_  ..f  ,   ..^  ,   ,-s  ,   -.,"V  A.i"i 


2^-4-E  =  £=E-l-£(<î>-t-A-)-4-e^^-^ 

Suit  alurs 

(l3)  E=  eo  +  eiÇ-heoÇ'--!-  .  .., 


-+-  e„  =  £e„_i, 


sauf  pour  n^n  et  «  =  5,   pour  lesquels   nous  devrons  écrire  les  équations 
suivantes  : 

2rfeo  ,  ,        ,  2rfei  V^  A,«, 

dr  dr  ^    ?; 

Les  équations  qui  définissent  les  e,,  sont  donc  à  partir  de  «  ;=  6  toul  à  fait  de 
même  forme  que  les  équations  qui  définissent  les  c,,. 

Si  donc  nous  désignons  par  Em,n  les  intégrales  analogues  aux  V,„  „,  nous 
voyons  que 

p.    ^  „  E„+i      E„_^2 

E„  >  O,  -rr-  <  -p 

Ces    inégalités    scuit    vraies    pour   /(  >  lo;    donc    à    partir    de    n  ^  lo,    le 

rapport    ""^  qui  est  positif  va  en  croissant;  et  alors  à  moins  que  ce  rapport  ne 

soit  constamment  nul,  il  tendra  vers  une  liinitc  différente  fie  o  qui  >era  l'in- 
verse du  rayon  de  convergence  de  la  série  (i3). 

Mais  la  fonction  E  doit  être  entière  :  il  faut  donc  que  ce  rapport  soit  cons- 
tamment nul  et  que  l'on  ait 

E„+i  =  o, 
pour  7i  >  10  ;  on  a  donc 

/  ze\dw  =  o, 

et,  par  conséquent. 

e„  =  o, 
pour  /t^  6. 

La  fonction  E  est  donc  un  polynôme  du  5"  degré. 
Comme  W  est  divisible  par  ^%  on  aura  évidemment 

E  =  l'o  -I-  t'iÇ  -H  i»»?-  -t-  t'aÇ-''  -\-  i».'.?'  -I-  Vi\'. 
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On  a.  li'ailli'urs,  on  coinparanl  les  dôvcloppemcnls  de  K.  \  cl  W, 

L'éqnation 

donne  alors 

(1  Où 

Si  inainlcniinl  jr  suppose  (pic  l'on  puisse  trouver  cintj  louchons  n'|,  n'o,  iV;,, 
n'>.  (V5  telles  que 

rfwo  divs  dw  i 

2— r-'  H-  ll'-j  =  Ell'i,  2—; h  "'3  =  £(l';,  2  — j hlI'i=Sir3, 

dr  dr  ctr 

du  a  (/(*-+- A- )        ,        , 

2  —, h  «'5  =  E If, ,  2 ; h  <P  -t-  A-  =  £ ll's, 

dr  dr 

la  série 

(i4)  2^'"' 

convergera  el  Ton  aura  loiii  sinipienienl 

kiUt 


C'est  ce  qui  arrivera  si  la  lonrlion  <1>  +  A  est  continue  ainsi  que  toutes  ses 
dérivées  et  si  elle  s'annule  ainsi  que  ses  dérivées  des  cinq  premiers  ordres  sur 
le  bord  des  continents. 

.['ajouierai  rpu:»,  selon  toutes  les  analogies,  la  série  (i4)  est  probablement 
loujours  con\('rgenlo  et  la  t'orinnle  (  i:î)  toujours  vraie. 

III-IV.  —  Application  aux  marées. 

Supposons  donc  que  la  série;  (i4)  soit  loujouis  convergente,  cx'  qui  donni> 

'I>-l- A  =  — 2  A,H„ 

V  —  V  ^^'"' 
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La  fonclioli  $  est  donnée;  nous  pourrons  donc  la  développer  sous  la  forme 
el  nous  aurons  de  inôiue 

I  ne  iuls  qu'on  a  admis  la  ])ossihilité  du  développement,  rien  n'c^sl  plus  l'acilc. 
comme  nous  l'avons  vu,  que  de  calculer  les  coefficients  B,-  et  C,-. 

On  a  alors 

A,  =  —  Hi—  Cik. 

II  reste  à  calculer  la  constante  A  ;  nous  le  ferons  en  remarquant  qiu;  le  volume 
du  liquide  doit  demeurer  constant. 

Or  la  variation  de  ce  volume  est  proportionnelle  à 


J{' 


.Te  fais  remarquer  que  sur  les  continents 


On  doit  donc  avoir 


Or 


dV      .. 

2-7 h  V  =  O. 

dr 


fi^'S?-^^') ''"  =  "■ 


Il  vient  ainsi 

ce  qui  déterminerait  la  constante  /.'. 

Il  faut  faire  finalement  $  =  Eo- 

Si  l'on  suppose  que  les  mers  recouvrent  tout  le  Globe,  les  fonctions  fonda- 
mentales Ui  se  réduisent  aux  fonctions  sphériques  X;;  les  nombres  5;  sont  égaux 
à  2v  —  I  ;  V  étant  la  racine  carrée  de  i  à  une  unité  près  par  excès. 

On  a  alors 

C(  =  /  eiijdo}  =  /  Xtdto, 
ce  qui  montre  que  tous  les  G;  sont  nuls,  sauf  Gj. 
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I)(^    |>lii>.    iliui^    1  i'(|iiiil  1(111    (  i(i).    Ions    les    irriiK's  /  tu,(l'--i  soiil   nuls,    saul   k' 

|ii'i'inu'r  ;  il  rcsio  lioiic 

A"Ci  -t-  B]  =  o. 

Dans   Ir   cas   pailKiilici'   it(\s    iiiart'cs,   <^  a   iiiic   ((Uiiic   [lail  iciilirre  ;   c'ost    une 
tnniiion  spiicinjuc  ilu  (icuxiônic  (inlic;  |('  puis  hinjinirs  supposer  (iiii' 

<1>  =  B,X,,, 

piiisrpip  \c  clinix  rips  cin(|  fonctions  londaiiicnlales 

i(,=  \i         (i=  5,  (i,  7,  8,  9), 

ipii  (ioixeni  iMro  dos  fondions  sphcrKjuos  du  deuxième  ordre,  resie  ariiilraire 
dans  une  certaine  mesure. 
On  n.  d'ailleurs, 

Bi  =  o, 
d'où 

A'  =  o,         A.^  =  —  Bs, 


V  = 


Si  l'on  iail   d'ahord  ^  =:  o,  c'est-à-dire  si  l'on  néj;li;;e  l'allraction  du  liquide  sur 
liii-riièmc.  il  \  i<'nl 

Si  l'on  Iail  ensuite  ï^ï,,,  il  \  leiil 

<1'  <I>        f) 


5  — Ço       5   5-?(, 

3 
(.omiiir  on  a  à  |)eu  près  ï,,  =  t  i  cida  l'ail 

*  2b 

5    22 

On   \oil   (pir   I  eircnr    commise    en   négligcanl    l'alliaii  ion   du    liipiide    sui-   lui- 
même  est  assez  faijjle. 

Supposons  mainlonani  que  la  mer  no  rocoii\  ic  plus  le  (  il(d)e  loiil  entier,  mais 
négligeons  l'allraction  du  liquide  sur  lui-môme,  il  \ii'iidra 

A,", 
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rl'dù,  à  1h  Mirliice  di's  mers, 

2^  +  V=<J>-4-A. 
tir 

\a\  coiislant(^  k  doil  èlio  (li'U'riiiincc  |);m'  1;i  cnudidon  t|ii('  Ih  xnrintKui  dii 
viiliiine  total  soil  nulle. 

i.m'd  Kelvin  et  M.  Tail,  diin>  leiii'  liaiir  lU:  Philitsuplili:  nul iirfUi\  ont 
applique  relie  inclliode  aux  oscdlaliuns  lentes  dont  la  jx/riode  est  rie  six  mois 
(lu  fie  cpiinze  jours;  ils  ont  eonipare  le  re>uital  olilenii  a\ee  l'fdjservalion  ;  celte 
roinparaison  n'est  pas  satisfaisante  si  Vu\i  ticiiL  compte  de  ce  lait  que  la  marée 
apparente  devrait  (^Ire  diminuée  par  la  déformation  éprouvée  {)ar  la  croûte  ter- 
restre elle-même,  qui  n'est  pas  alisolumenl  rigide.  Le  résultat  ne  pourrait 
s'expliquer  (ju'eii  admellani ,  n<ui  seuleuK'ul,  (pie  le  <  ilolje  terrestre  est  un  solide 
plein,  mais  ipiil  esl  lieaiicoiip  plus  rij.;ide  que  l'acier. 

Sans  doute,  la  mélliode  employée  parles  deux  illustres  sa\anls  anglais  consiste 
à  négliger  l'attraction  du  liquide  sur  lui-même.  Nous  venons  de  voir  que,  dans 
le  cas  où  les  mors  recouvrcnl  le  Glolie  entier,  l'erreur  relative  qui  esl  commise 

est  de —  Les  auteurs  concluent  ciu'elle  doit  être  aussi  faible  dans  le  cas  de  la 
22  ' 

nature. 

Je  ne  m'inscris  pas  l'u  lauv  coiiLre  celte  conclusion,  idie  est  proIjaliJcmcnt 
exacte;  je  voudrais  sculemenl  montrer  qu'elle  n'est  pas  aussi  évidente  qu'on 
pourrait  d'aiiord  le  croire 

Nous  avons 

au  lieu  de 

Fj'erreiir  relative  commise  sur  un  lerinc  de  la  série  est  doncr — ^• 

;;  —  ;o 

Comme  1,  est  plus  grand  que  2v  —  i ,  s'il  y  a  des  continents,  et  égal  à  2V  —  i 
s'il  n'y  en  a  pas,  cette  erreur  est  plus  petite  dans  le  premier  cas  que  dans  le 
second . 

Mais,  d'autre  pari,  les  termes  en 

AiZ(i,     Aw/o,     k-iU-i,     A,  «1, 

tpu  disparaissent  quand  il  n'y  a  pas  de  continents,  ne  sont  pas  nuls  quand  il  y 
a  des  continents. 
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D'un  aiilrc  cùlt-,  on  penl  concevoir  qu(?  les  valeurs  do  ^i,  Ço,  ^n,  i;, ,  soient 
voisines  de  ce  qu'elles  seraient  si  les  continents  n'exislaient  pas,  c'est-à-dire 
de  I  et  de  3. 

Les  erreurs  relatives  cojiimises  sur  ces  quatre  termes  seraient  alors  voisines 

de  -  ou  de  -,  • 
■1  4 

On  [icul  tlonc  concevoir  que,  pour  ciu'taines  formes  parliculières  de  conti- 

3 
nents,  li'rreur  relative  commise  sur  \  soit  notahlement  plus  grande  que  — 

1  r^  1        22 

Il  est  probable  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  mais  pour  le  vériiier  il  faudrait  faire 

le  calcul  complet,  et  à  cause  de  la  forme  capricieuse  des  continents  ce  calcul. 

mi^me  réduit  à  une  approximation  grossière,  serait  absolument  inextricable. 

V.  —  Généralités  sur  les  oscillations. 

Nous  ne  nous  sommes  occupés  jusqu'ici  que  des  oscillations  à  longue  période, 
ce  qui  est  une  simple  question  de  Statique;  les  oscillations  à  courte  période 
doivent,  au  contraire,  être  traitées  en  tenant  compte  de  l'inertie,  c'est-à-dire 
comme  une  question  de  Dynamique. 

Considérons  d'abord  un  système  doni  la  position  est  définie  par  n  coor- 
données quelconques  (/j,  q-i-,  .  .  . ,  </„  ;  soient  </',,  q„,  ■  ■  '^  In  ^'^^  vitesses,  c'est- 
à-dire  les  dérivées  de  ces  coordonnées. 

Soient  T  l'énergie  cinétique,  U  l'énergie  polentu'Uc  due  aux  forces  inté- 
rieures. Soit 

le  travail   virtuel   des   forces   extérieures   correspondant  à    une    variation  vir- 
tuelle èqi  de  la  coordonnée  qi. 

Les  équations  de  Lagrange  nous  donneront 

d  dT       dT       d\}       ^, 

(l)  -r -r-, ; ^ —, —  =  Qa         (  «  =  i,  2,  .  . .,  «). 

'  dtdq'„       dqa       dqa        ^  ;     :         >      / 

Les  Q„  sont  des  fonctions  données  du  temps. 

.le  suppose  que  le  système  ne  s'écarte  jamais  iieaucoup  d'un  certain  étal 
d'équilibre  stable.  Cet  état  d'équilibre  stable  devra  correspondre  à  un  mini- 
mum de  la  fonction  U.  Je  suppose,  par  exemple,  qu'il  corresponde  aux  valeurs 

?!  =?:=•■•=  yn  =  o,         U  =  o. 
Je  suppose  que  U  s'annule  avec  les  <jr,  ce  qui  est  permis,  puisque  U  n'est  iléler- 
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miné  qu'à  une  conslantc  près.  Alors  U  est  développable  suivant  les  puissances 
des  qa'i  le  développement  commence  par  des  termes  du  second  degré.  Comme 
les  qa  sont  très  petits,  je  m'arrêterai  à  ces  termes  et  U  sera  un  polynôme 
homogène  du  second  degré  par  rapport  aux  qa- 

Avec  cette  même  approximation,  T  sera  un  polynôme  homogène  du  second 
ilegré  par  rapport  aux  q^^  indépendant  des  qa  et  nos  équations  deviendront 

dt  dq^       dqa 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  polynômes  linéaires  et  à 
coefficients  constants  par  rapport  aux  q  et  aux  ^";  les  seconds  membres  sont 
des  fonctions  connues  de  l.  ^ous  avons  donc  des  équations  difierenllelles 
linéaires  à  second  membre  et  il  faut  d'abord  intégrer  les  équations  sans  second 
membre, 

dt  dq'f^        dqa 
II  faut,  pour  faire  l'intégration,  poser 

(4)  qa  —  ^nCOS\t,  C'a  =  —  aaX  sin  X;, 

les  a„  et  1  étant  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Soient  T,,  cl  U„  ce  que  deviennent  T  et  U  quand  on  y  remplace  les  /y,,  el 
les  q'^  par  les  a„.  Quand  on  y  remplacera  les  q,,  et  les  q'^  par  leurs  valeurs  (4), 
on  trouvera 

U  =  U„  cos-^  K  t,         T  =  T„  X°-  sinO.  ^         ~=  ^''  cos  X  t  ; 

dqa        dxa 


d1  .    .    .     clTo  d    dT  .  ,        ,     dTo 

-p-r  =  — '>sui/,« -7— ;  _—_-  =  _  AîcosXi—— 

dqa  d3.„  dt  dqa  dcta 


de  sorte  que  l'équation  (3)  devient 

(5)  X°- 


oîTo  _  dMo 

dota  d3.a 


L'ensemble  des  équations  (5)  signifie  que  X^T,,  —  U„,  qui  est  une  forme 
quadratique  par  rapport  aux  a„,  a  son  discriminant  nul. 

L'équation  qui  exprime  que  ce  discriminant  est  nul  est  une  équation  algé- 
brique de  degré  «  en  X^;  comme  T  et  U  sont  deux  formes  quadratiques  définies 
positives,  cette  équation  en  1^  a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 

Le  théorème  des  fonctions  homogènes,  comparé  aux  équations  (5),  nous 
donne  évidemment 

X=T„  =  U„, 
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et  les  équations  (ri)  deviennent 

I      '/To  _     1      '/Un 

To  (/«„     l'o  «y^n 


OU 


(le  M)ili'  iiiii'  l;i  ri'-(iliil  ion  ili"-  i'(|Miiliiins  ^'^)  ii'xicnl  n  l;i  rcilicrclir  îles  inaxinia 
et  ries  niiniiiKi.  nti  des  luK.vinin  luiniiitoni ni  iln  lapport  .-r- ■ 
.le  désignerai  par 

les   //   lacmcs   ilr   1  i'(pialiiin   en   X- ;    les  lellres  a'^|   seninl   les  valeurs  des  a,,  ipii 
satisfont  aiiv  éqnalions  (.5)  en  y  faisant  \  =^  X,-. 

D'après  la  théorie  des  formes  ipiadralnpies,  lesdenx  formes  T„  et  U,,  peuvent 
toujours  se  décomposer  comme  il  suit  : 

T„  =  P? -h  . . .  +  P,% 

U„  =  .Ji,P?-f-  ...  -t-,Ji„P^, 

les  P  étant  des  polynômes  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  a„  et  les  fjt. 
étant  des  constantes. 

On  voit  tout  de  suite  alors  cpie 

IXi  =  k) 

cl  (pif  les  ^aleurs  des  a'^   satisferont  aux  équations  suivantes  é(puvalenles  aux 
('■(pialions  (5)  el  qui  sont  au  nomhre  de  n —  i  : 

l'i  =  o        (  A-  =  I  ,'.>,...,  (  —  I  ;  A-  =  /  +  I ,  f  -t-  2,  . . . ,  «  )• 

Comme  ces  éipiations  ne  déterminent  les  a'^'  qu'à  un  facteur  constant  près, 
nous  disposerons  de  ce  facteur  constant  de  telle  sorte  que 

P,(aiJ')=I- 

On  a  alors 
ce  qui  entraîne  les  équations 

Voici  mamlcnant  comment  un  poiaia  condiiiie  le  laisonnenu'iil. 
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Le  rapport  =T^  ne  peut  s'annuler,  il  a  donc  un  inlniniiim  /J  qui  est  alteini 
pour  a„  =  ^''„  ',  assujetissons  ensuite  les  y.„  à  la  condition 

il  V  aura  encore  un  niininiuiii  (plus  grand  que  le  premier),  que  j'appelle  11  el 
qui  sera  atteint  pour  a„  =  ct'^  . 

J'assujettis  les  x„  à  la  condition  (^7)  el,  de  plus,  à  In  condition 

{y  bis)  Zl     "  ~d^7~^    ' 

et  j'obtiens  un  nouveau  miniuiuni  '/.'.,  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  ces  considérations  permettent  de  définir  les  a'^'  et  les  X,-  et  nous  four- 
nissent, par  conséqueni,  la  solution  complète  des  équations  sans  second 
membre;  revenons  maintenant  aux  équations  à  second  membre  (2). 

Les  Q„  sont  des  ionclioiis  de  t  cpii  pourront  toujours  se  mettre  sous  la  loriue 
d'intégrales  de  Fourier;  mais  il  nous  suflira  de  ncuis  réduiic  pour  aiiiM  dire  à 
l'un  des  éléments  de  ces  intégrales  et  à  poser 

Q„  =  R„cos/./, 

les  R„  étant  des  constantes  données. 

Nous  pourrons  alors  résoudre  les  équations  (2)  en  posani 

Ça  =  a„cosX«; 

c'est  cette  solution  qui  constituera  ce  qu'on  peut  appeler  une  oscillation  simple 
forcée,  tout  à  tait  analogue  aux  ondes  élémentaires  dont  la  réunion  consliliie 
les  marées;  tandis  que  nous  réservons  le  nom  d'oscillalicuis  simples  /iroprcs 
aux  solutions 

qu  =  3(ij'cosX,? 

des  équations  (3). 

Les  équations  (a)  deviennent  alors  (en  divisant  par  cosJ, /) 

Multiplions  les  équations  (8)  par  a'j'  et  ajoutons,  il  \iendra 

(9)  2(X?-X5)P,(a„)=i:K„a'i'. 

Les  //  équations  (^8)  sont  ainsi  remplacées  par  les  //  équations  {())■ 
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Si  l'on  avait 

la  solution  serait  immédialc  et  l'on  aurait 


"       Xf  -  X^ 

On  f.sl  donc  conduit  à  cluTclu'r  à  diUcrMimcr  li;s  //  coctficu'nts 

Al,      A-i,       .  .  .,      K„ 


par  les  n  équations 


n"(i        ,    <^Tu  ,     </To 


Pour  ci'hi,  inulli|diiuis  ces  (k[ualiiins  par  ot[\'  et  ajoulons;  il  Nlciulra,  en  vertu 
de  (6), 

I.l\„0i^i!  =  2ki. 

Les  coclflncnlb  /.,  ('tant  ainsi  tlclcrniincs,  on  auia 


x-^ 


On  voit  comment  l'cMudc  d(!s  oscillations  lorcécs  se  ramène  à  celle  des  oscil- 
lations propres. 

Dans  les  problèmes  que  nous  aurons  à  traiter,  la  situation  du  système  n'est 
plus  défiinie  par  un  nombre  fini  de  paramètres,  mais  par  une  infinité;  T  el  l 
ne  s'expriment  plus  par  des  sommes  de  termes,  mais  pai-  des  intégrales  définies. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  subsiste  d'ailleurs;  la  manière  d'étudier  les  oscil- 
la Inm^  propres  par  la  suite  des  minima  successifs  du  rapport  de  ï  à  U;  celle 
de  ramener  les  oscillations  forcées  aux  oscillations  propres  ;  enfin  les  équa- 
lions  (6)  oîi  il  faut  remplacer  les  sommes  par  des  intégrales  et  qui  deviennent 
ainsi  ces  séries  d'équations,  analogues  aux  équations  (  lo)  du  paragraphe  II,  el 
que  l'on  rencontre  dans  tous  les  problèmes  de  Physique  mathématique 

La  première  idée  de  cette  généralisalion,  qui  est  le  fondement  de  loul  ce  qui 
va  suivre,  est  due  à  lord  Rajleigh. 

Les  équations  (iij  numlrcnl  (|ue  les  a„  soni  des  fonctions  rationnelles 
de?.';  ces  fonctions  sont  les  analogues  delà  fonction  V  étudiée  dans  le  para- 
graphe I  et  qui  est  unc^  fonction  méromorphe  de  ^. 
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Nous  pouvons  tirer  de  ces  mômes  équations  (ii)  a„  développé  suivant  les 
puissances  de  'k'-';  il  viendra 

a„  =  fi'«)-t-fi(i>X=-i-[i<|>À»-+-  ... 
avec  la  condlliou 

Formons  mainlenanl  les  expressions 

(je  suppose,  bien  entendu,  que  dans  T„  et  Un  les  a„  ont  été  remplacés  par  P''^'). 
Ces   expressions    sont   analogues  aux   intégrales   \  ,„,„  considérées   dans   le 
paragraphe  I. 


On  trouve  aisément 


Ces  équations  montrent  (jue  les  expressions   (^la)  ne  ciiangi'nl  pas  quand   on 
change  m  et  n  en  m  +  //  et  n  —  //. 

Celle  proposition  est  analogue  à  l'équatiiui 

démontri'e  dans  le  paragraphe  I. 

VI.  —  Oscillations  propres  des  liqtddes. 

Considérons  un  liquide  enlermt'  dans  un  vase  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur 
de  ce  vase  la  pesanteur  puisse  être  regardée  comme  une  force  constante  en 
grandeur  et  en  direction.  La  surface  libre  du  liquide  en  équilibre  se  réduira  à 
un  plan  horizontal. 

Nous  supposerons  que  l'on  peut  négliger  l'allraclion  mutuelle  des  diverses 
portions  du  liquide  et  les  eflets  de  la  force  centrifuge  composée;  et  nous  propo- 
sons d'étudier  les  petites  oscillations  de  ce  liquide  lorsqu'il  a  été  peu  écarté  de 
sa  position  d'écjuilibre.  puisqu'il  est  abandonné  à  lui-même. 

A  l'origine  du  temps,  le  liquide  est  écarté  de  sa  position  d'équilibre,  mais  il 
est  en  repos;  si  la  forme  initiale  de  la  surface  libre,  écartée  de  l'équilibre,  est 
convenablement  choisie,  le  mouvement  du  liquide  sera  périodique,  et  nous 
aurons  ce  qu'on  appelle  une  oscillation  propre  simple. 
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Si  Oi'llc  liirnu'  luiliiilc  l'sl  (|U('lc(>iii|n('.  le  iiHiincinciil  du  li(|mil('  rc'siillc  di'  \;\ 
superposili"n  il'iiiu'  iiiliiiilc  (IdsciUalKins  simples.  DiUis  tous  les  cas,  d'apivs  le 
tliéorèine  de  Lai;raiii;('.  coiiiiih'  nous  parlons  du  repos,  il  v  aura  une  IVinclioii 
des  vitesses. 

Considérons  le  cas  dune  oseillalion  simple:  eonirne  le  mouxemeiil  esl  |)éi-io- 
dique.  eelle  toueliou  sera  de  la  l(U'me 

<I)  =  3  si  11/7, 

u  élanl  indenendanl  du  lemps.  I/écpialion  de  eiuilinuilé  sera 

A»  =  o. 

La  pression/',  si  nous  prenons  la  densilé  du  lupiide  poui-  niiile  el  Taxe  des  z 
dirigé  de  liaul  en  lias,  sera  donnée  par  la  loruiule 


/'  =  ff^ 


//<i>     i  r  /  '/*  1  -     /  '^<i>  \  -     /  d<i>  \  ■  1 


Mailles   mnu\eMieiils   elanl    li'ès   pelils.    nous  pouMins  néglii;er  le  carré  de  «I> 

■I  il  reslr 

d<î> 


La  toiee  vi\e  du  liquide  esl  égale 


i-'i'V.i. 


i./I(S)'-(?)-(S)']-^/2(â) 

L'intégration  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  c/r  du  liquidf 
Quant  à  l'énergie  potentielle,  elle  est  égale  à 


u 


--clw 


l'intégra li(ui  elanl  élenduc^  à  lous  les  éléments  clui  de  la  surface  libre  du  li(|uide. 

Cette  surface  libre,  en  négligeant  des  infiniment  petits,  peut  élre  assimilée  à 
un  plan  horizontal  et  nous  prendrons  ce  plan  pour  plan  des  xy. 

Une  molécule  qui  se  trouve  à  la  surface  libre  était  dans  le  plan  des  xy  (piand 
le  liquide;  était  en  équilibre.  La  quantité  z  qui  entre  dans  notre  intégrale  n'est 
donc  aiili-e  chose  (|ue  la  projecliou  sur  l'axe  lies  r  ilu  déplacemeni  de  celle 
inoli'-cule. 

i)r  les   projections   du    di'piacemeiil    iriiiie    iiiidiTule   sur   les    trois   axes   soni 

éîvidfuiiiiiTit  égales  à 

cos  /.  t  d-b  eos  /.  l  dzf  cos  X  t  d^ 

À       dx  ).       dv  ).       dz 
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L'ùnoij^io  |)(iiuiiliellc  osl  donc  égale  à 

2/.-      J    \d:  /  2  A-       J    ^  riz  / 

D  a|)r(''>  Cl"  (|uf  nous  avons  \n  plus  liaiil.  le  pioblème  rsl  ainsi  ramené  à 
lechoiclh  r  les  iiiaxinia  cl  niinnna  ri'lalils  du  rappml  de  1  inU'j;ralc 

à  l'inlégrale 

La  première  ialégrale  esl  étendue  aux  élémcnls  (/t  du  \(duiiio  du  licniidi'  ci 
ce  \olnnie  esl  limilé.  d'une  pari.  |3ar  la  siirfaci'  de  la  paroi  du  \ase  el.  d'autre 
part,  par  la  surlace  libre,  cpii  est  une  porlion  du  pian  des  .ry.  La  seconde  inté- 
grale est  étendue  à  la  surface  libre. 

La  fonclion  o  est  assujettie  à  deux  condilions  : 

i"   A  rinli'rieur  du  vase,  on  aura 

Ao  =o. 

a"   Sur  la  surlace  île  la  paroi,  on  aura 

^    =0 
dn 

(  )n  trouve 

2  J    A^dx    dx        ' 

ou,  en  verlu  du  llicorèmc  de  fireen. 

-  SA  =  /    -r-  0-  '/cj  -I-   /    -,-  oz  dw  —  /   A=  03  di. 
2  J    dn     ■  J    dn     ■  J        '      ' 

La  première  intégrale  esl  (Mendue  à  la  siirlaee  libre,  le  long  de  laquelle  on  a 

ia?cp         c/cp 
dn        dz 


La  seconde  esl  étendue  à  la  surlace  de  la  paroi;  elle  est  nulle. 
La  troisième 
11  reste  donc 


La  troisième  esl  étendue  au  volume  du  vase;  elle  est  également  nulle. 


'  -  V         /'  '^ï  -     / 

~  OA    =     I      -—  00  rlM, 

2  ./    dz     ' 


H.      f.     -     vin.  2g 
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t)n  iriiiiM'.  (I  iiiiire  j>ail . 

1  ,„         i'<^l~  -  "'r    , 
-  ou  =   /    -r  "  -,-   ''"1 

2  J    r/z     Hz 

Mais  k'  llicoii'iiic  de  (iict'ii  iiiMis  (loiiiR'  éj;iik'ineiil 

-  SA  =  /    z.  —pi  "<•)  -t-  ;   cp  — r-^  '/<•)  —  /  oo  Ao  f/-. 

Milis  lii  rmullnu  'j  élaiil  it.ssii  /c/tic  mii\  deux  conditions  A9  ^  O,  -^  =  o,  on 
devra  avoir  : 

Sut-  la  siii-ta<c  de  la  paiiii 

[Jonc  la  scLdiulc  iiilc^raic  l'sl  nulle. 
Dans  rinlérieiii'  du  \ase 

AOy  =  o. 
|)(iiic  la  li'diMèiiir  iiilei;rale  csl  nulle. 
Sui'  la  surface  Idxe 

Diiiic  enfin 


I 
-0.' 


-o.\  =    /   z  0  -^  (/(•). 
>.  J     '      az 

Soit  U  le  volume  ilii  luiuide.  ce  xoluuLe  est  constant;  un  a  donc 
cos/.</    rdû^  rr/cr^       ,\ 


donc 


/      0  -j^   (7(0  =  O. 

J      dz 


l'iiiir  niu'  o  —  soil  nul.  il  laul  (ine  oH  ^  o  soil  une  conséciuencc  de  oA  =  o  et 
ol  ip.  ce  (lui  exii;e  (|u  à   la  ^nrlace  lilire  nii  ail 

riz 

Il  Pi  A  élanl  des  constantes.  Mais  la  fonction  des  vitesses  n'est  définie  qu'à  une 
constante  |>r«".  :  je  puis  donc  supposer  h  -—  o. 
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L;i  coudiUun  iiccessairo  (_•!  suifisaiite  [xiiir  ijik' 

.A 

c'est  donc  ijuc  le  rappoil  ilc  o  à  -—  soit  constant  en  lousles  poinis  de  la  surface 
libre. 

Ainsi  la  reclicrclie  des  oscillai  mus  propies  siiiipK's  du  liquide  se  ramène  à  la 
délennlnalion  irnne  foiulion  cp  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I  "   A  l'inlcrH'Mr  du  \ase 

A?=o; 


2"   Sur  la  paroi  du  \ase 


.'>"   Sur  la  >ni-lace  lihre 


—  :  ç  =  const. 

(  )u  peul  arriver  à  ce  resiillal  d  mic  aulre  iiiaïuérc.   Noii'.  a\ons  trouvé 

/)  =  A'  ;  —  ).?  cns  À  t. 

\  la  surface  libre.  [)  esl  nul,  et  z  est  égal  à  la  projcclidii  du  dcplacciiiciil  sur 
l'axe  des  z,  ainsi  que  je  lai  dit  plus  haiil.  c'est-à-dire  à 

cos  /.  /  f/o 
~  7/1' 

(^n  a  donc 

La  reclierclie  îles  IiuicIkuis  q,  qui  corre^pomleiil  aux  dlHireiiU's  oscillations 
simples  et  qui  smil  analogues  dans  une  certaine  mesure  aux  fonctions  fonda- 
mentales du  paragraphe  II,  le  déxeloppemeiit  d'unie  fonction  ipielconque  en 
série  procédant  suivant  ces  fonciions  fondamentales,  se  ferait  d'après  des  pro- 
cédés analogues  à  ceux  des  premiers  paragra|)lies  de  ce  travail  ou  de  mou 
Mémoire  cité  des  Reiidiconli . 

Mais  je  préfère  ne  pas  m'y  attarder  et  passer  tout  de  suite  au  cas  oii  la  pro- 
fondeur du  vase  est  très  petite. 

Soit  /;  la  profondeur  du  vase,  de  telle  façon  que  la  surface  de  la  paroi  ait 
pour  équation 
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,  •  ,  ,  ...  ....        ,lh      ,/li 

.lo  supposerai  (|iit'  /(  ol  Ires  pciil  miiim  (jut'  ses  dcrivces  ^  '  y  • 
Je  développe  9  siiivanl  les  pmssniices  ci(>i>>:iiili's  de  ;  cl  j'ai 

xV  la  Mirtacf  lihrc,  c  o>>l-à-ilii('  piiiii'  r     -  o.  iiolin  devrons  avoir 

d  où 

(0  ri  =  —  — T«- 

a 

A  rinU'riciii-  nous  devons  avoir  Acp  ::=  o,  ce  qui  s'écrit 

(^A^o-i-  ;  A91  -(-.  .  .  )  -H  (2  1;     Cl 39:; -H  ri:-  3',  — . . ,  )  =  0, 
ou,  en  faisant  .:  z=  o, 
(2)  Aoi,  H-  •>  sj  =  o. 

Au  iond  du  vase,  c'e>t-à-ilrrc  |i(Mir  .:  ^=/',  nous  devons  avoir 


(^.omiiic  les  cosinus  flirectenrs  de  la  iioiiiiale  sont  proportionnels  il 

cela  peut,  s'écrire 

) 

(  )r,  pour  z  ^  /i ,  lin  a 


-T-)       -r-      eL      —  1 
ilx        ay 


f/ç,  _  c^o  dh        d^  dh 
dz       dx  dx^^  dy  dy 


-^    =  Oi  +  2Io/(  -I-  33:i/i'- +.  ... 

dz        ' 

rff  _  c^ço        ,  df^ 

dx        dx  dx  '  ' 

rfç  _  rfço    ,     ,  d^ 
dv        dy  dy 

Je  substitue  dans  léqualion  (.5)  en  négligeant  le  carré  de  //  et  j'obtiens 

.  r/h  dt^„        ilh  (ha 

dx    d.r         dy    dy 

Tirons  cpi  et  o-j  de  (  1  )  et  de  (■>.)  et  Mibstil  iinns  du  11  s  (  \\.  il  \  lendia 

À-  ,   .  ^V  ^1^  '^90 
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OU 

Au  bord  du  \ase,  on  a 

;  =  /(  =  o, 

et  par  conséqueni  on  a,  à  la  fois, 

do  _       À-  (^9  dh  rfç        dh  do 

dz  g  ''  dz        dx  dx    '    dy  dy 

Si  nous  négligeons  A,  nous  lirons  de  là 

d<a 


dz="^         ?  =  ° 


et,  comme  ;  est  nul. 


Ainsi  la  toiielion  o,,  doii  satisfaire  à  r(''qualion  (5)  en  tous  les  points  delà 
surface  libre  qui  esi  une  aire  plane  et.  au  bord  de  cette  aire  plane,  elle  doit 
s'annuler 

C'est  celte  condition  A  la  liinilc  que  nous  adopterons;  mais  je  dois  observer 
que,  pour  l'établir,  j'ai  dû  supposer  non  seulement  que  A  esl  1res  petit,  mais 
que  ses  dérivées  le  sont  également  ;  de  sorle  que.  sur  le  bord,  le  fond  du  vase 
présente  une  pente  1res  douce. 

Si,  au  contraire,  j'avais  supposé  que  près  ilii  bord  la  paroi  du  vase  est  verti- 
cale, I "aurais  dû  remplacer  la  condition  à  la  limile 

par  la  suivante  : 

dfo  _ 
dn 


La  force  vive  est  égale  à 


On  peut  arriver  au  même  résiilial  d'une  autre  manière, 
vive  est  égale  à 


Or 

d^i 


Zu  \  d.c  I         \dx    '    "  dx 


(rfoo  ds,  \-       , 
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OU.  piiisqui-  ::  t'sl  Iih''>  pt-lil. 

et.  roiiiiiic  on  ;i 

la  force  vivo  est  ci^ah^  à 

L'énergie  polciitlcllc  csiégaleà 

.Mais  ri'iiuation  ( /j  )  iiionirc  (|iie  Cj/i  (^cl  pui'  con.séqiienl  À- )  p.sl  une  qiiunlilé 
1res  petite  do  rorilrc  de  A  :  nous  devons  donc  nésiliger  le  terme  en  (f]  dans 
l'expression  de  la  forre  vive  cpii  se  rédiiil  à 


ï^7""™2(è)"'- 


D'ailleurs,  nos  formules  luonireni  suili.s.'iniment  fjuc  l't'nergie  cinétique 
moyenne  est  de  l'ordre  de  //  cl  l'énergie  potentielle  moyenne  de  l'ordre  de  A-  ; 
et  comme,  dans  une  oscillation  simple,  ces  deux  énergies  moyennes  doivent 
être  égales,  on  doit  conclure  que  À-  est  de  l'ordre  de  h,  ce  qui  justifie  une  fois 
de  plus  la  réduction  que  nous  venons  de  faire. 

Cela  posé,  la  recherche  des  oscillations  simples  se  ramène  à  la  détermination 
ilr-  iiiaxinia  et  des  mininia  relatifs  du  rapj)orl  de  l'iuli-grale 

■-j'"""2(S)' 

à  l'intéirrale 


li=   f^i. 


L'apjjliral  iciii  drs  régies  du  lalciil  des  variations  nous  conduirait  à  l'équa- 
lion  (5),  que  nous  avons  ohlcnui^  dlrectemenl. 

Comparons  à  un  |)roI)l(''me  en  apparence  1res  diUV'ienl.  celui  dos  vihrations 
d'une  membrane  li^nduo. 

L'énergie  cinétique  est  j)ro|)ortionnelle  alors  à  l'intégrale 


=    /    pif^  i/n). 
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p  ciésiiçiiiml  rcpnisseiir  de  lii  luciiiljrauc  uL  ^  le  dôplucenu'Ul  d'\m  jtoiiU  de  la 
membrane  \r.iv  rapport  à  sa  position  d'éqnilibre.  Ce  déplacenienl  est  supposé 
normal  à  la  nieniLrane. 

I."éneri;ie  polontielle  est  proporliunnelle  à  i'intéa;rale 


^-/"im-mh- 


h  désignant  la  tension  de  la  nieinliiane. 

n'anlre  pail,  mit  le  bord  de  la  inembrane,  la  l'onction  cp  doit  s'annuler. 

Le   problème   Consiste   à   l'erlieiTlier   les   ma^ima   et   les   mininia    relatifs  du 

rapporl^^. 

Mais  le.s  intc'-^rales  A  et  B  sont  les  mPnies  fpie  dans  le  problème  rpii  nous 
occupait  d'abord  ;  il  suffit  d'j  faire  p  =  i . 

Le  problème  des  oscillutious  iliin  lirpiide  dans  un  \ase  peu  profond  est  donc 
identique  au  problème  des  vibrations  d'une  membrane  d'épaisseur  constante. 
mais  de  tension  \ariable. 

J'ai  traite-  complètement  le  problème  de  la  membrane  dans  mon  Mémoire 
cité  des  Ilciuliionti :  j'y  ai  supposé,  il  est  vrai,  la  tension  constante;  mais  mon 
analyse  serait  encore  applicable,  inutatis  mulandis,  au  cas  de  la  tension 
variable. 

VII.  —  Influence  de  la  courbure. 

Supposons  maintenant  que  le  vase  soit  assez  grand  pour  que  la  .siirfa<H'  libre 
d'équilibre  ne  puisse  plus  être  regardée  comme  plane,  mais  doive  être  consi- 
dérée comme  sphérique. 

Je  suppose  toujours  qu'il  n'y  a  pas  de  rotations  et  (pie  l'on  néglige  l'attraclion 
du  liquide. 

On  aura,  dans  une  oscillation  simple,  pour  la  fonction  des  vitesses, 

<I>  =  I  sin  Xt. 

o  étant  indépendant  du  temps.  A  l'intérieur  du  liquide,  il  viendra 

A»  =  o. 

La  pression  p  sera,  en  négligeant  le  carré  de  4>, 
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<r  t>l    h  iK'siuiu'iil   (lo  idiislauU'.-.  <■!    /'   la  dislaiicf  au  ccnlic  ilc  la  spliiTc.  Cela 
lu'iil  sCiiirc  d'ailleurs 

"       .  -, 

/)  =       —  /.  ï  cos  A  /  —  " . 
'         r 

La  force  vive  est  ('gale  encore  A 

^im.)'"- 

cl  {"énergie  potentielle  à 

2  RV    • 

L'intégration  est  étendue  à  tous  les  éléments  d'it  de  la  sui-f'ace  libre  spliérique 
d'équilibre:  R  est  le  rayon  de  celle  surface  et  R  +  p  lii  distance  au  centre  d'une 
molécule  de  la  surface  libre  après  déformation. 

Les  projections  d'une  m(décule  sur  les  trois  axes  sont 

cos  ).  t  e/o  cos  À  t  rfç  cos  À  t  dij 

T~  dx  '  r~  dT-  '  r~  dz  ' 

Im  projeciion  ■'Ml'  le  rayon  vecteur  sera 

cos  À  t  ofç 
r~  d?' 

Il  est  clair  qu'en  un  point  de  la  surface  libre  on  a 

d(f   _  d^  _  œ  dz        y  d<f        z   c/cp 
da       dr        r  dx        r  dy        r  dz 

L'énergie  potentielle  est  donc  égale  à 

cos- X t     a      r  I <l^\'   I 
-T^    HP  j    Kdr)    '''•'■ 

11  faut  iiiiiiiileuaiil  clicrclii'i-  les  maxima  el  les  niinima  relalils  du  rapport  de 


intégrale 


il  l'intégrale 


H'mr 

1  -.  f  ^^  d:i  ^dz.    ,  r      doz,    ,  /'      ^dz    ,    ,        /"     ^. 

2  ""^  =JZTx''  à  ''-'  =J  ?  777  ''-  ^J  ?  "  dj.  ''-'  -J  -^  '^'  ■ 
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Los  nolalioii>  (inl  iiu^ino  signiiicaliun  (jiie  dans  le  parai;ra|)lif'  proct'denl;  on  a 

encore 

SA;  =  o, 


01  sur  la  paroi  du  vase 


Il  reste 


-^  _ 
dn 


(lo^ 


'SA=/   o^ 
■'.  J     ■    dr 


■k.K 


D'autre  pari, 


L-oB=f^^^d.>. 

1  J    d 


Enfin,  L;  étant  le  volume  hilal  du  liquide,  on  doit  avoir 

3U  =  o, 
c'osl-i'i-dire 


rdZ-^ 
1? 


j   ^-i^  do  =  o. 


Il  laul  que  oA  =  o  siiil  une  eonséquenre  de  oB  =  o,  o\j  =  o.  Cela  exige 


=  us  -h   J. 
dr 


Comme  o  n'est  détermine''  qu'à  une  oonslanle  près,  je   puis   supposer  j3  ^  o. 
D'ailleurs,  à  la  surtare,  la  pression  esl  nulle;  tl'où 

"       .  .  , 

—  =  As  cos/.t  ■+-  0, 


«  .  ,  , 

=  /.:  cosA/  -+-  b. 


ou 

a        ap        , 

-  —  ^   =   A?C0SA<-t-6. 

Il   lauL  prendic  la  eonslanle  />  égale  à  -  el   il   sienl,   en  icnqilaeanl  p  par  sa 


valeur. 


—  COS  A  t     ,-     =   AC5  COS  A  t, 

A  dr 


d'à  _  X'-ç 
dr         a 


Passons  maintenant  au  cas  où  la  profondeur  est  infiniment  petite. 

H.  P.  —  VIII.  3q 
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Soil  i\  —  0  l;i  (li>laiu'('  (Iniu'  iiinlcciili'  ;ni  cciilic;   ilr\  i'lii|i|ic)ii>  o  sui\iiiil   lu.-) 
|>iiissan("i'>  ilc  p  cl  l'ciivoiis 

ç  =  ?o-+-  ri?  ■+-  ?!?■  — 

(In  (linrn  nxdivM  \:\  ^iiihicc  llhrc 

''r  _, 


La  1. 


ill'l'   N  1\('   f 


t'>l    Ciillll'  il 


I): 


m']- 


Ici  //  cvl  lii  |ircit(iiiilciir  cl  I  )o  le  carre  ili'   la  ci)iii|)()sanle  île  la  \ilcssi'  perpendi- 
culaire au  liiMin  \ecleiir. 
On  peiil  nreiulre 


Do  =  Dïo, 


■'-?o, 


cl.  Cdiiiiiie  /.-  csl  li'cs  |)elil.  nef^liger  le   lei'ine  en  1      - 


resie   |)i)ni'  la    lorce 


VIVO 


sin-À? 


/  /(  D?„  rfo 


Ij'énori;!!'  [inleiilielle  cnI.  ilaiilT'c  pail. 

-^—  TK^-J    \;fr)    ''•■"=  "a   -T^j   ^"^'■'- 

l,e  [iroblèmc  PSi  donc  raiiiené  à  la  leclicrclie  ile>  niaxinia  cl  uilninia  rclalits  (\n 
ra[i|i(irl  de  l'iiiir-j^rale 

\  =  f  I,  l)9„<^t.) 

il  rinl(:f;rale 

B  =   /    z'I  df>. 

De  pins.  o„  diiil  siinniili  r  iiii  limil  île  la  mer. 

Considérons  sur  l:i  splièri'  les  coiirlics  o„^^  ninsl.;  envisageons  den\  de  rps 
ronrl)e>  infininieiil  ^olsllle^.  i nricspnndanl  aux  \iilenrs  a/,,  cl  cp,, -)- (^/«p,,  ;   soil  r/v 
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la   distance   d'un   [joial  du    la    bocoiidc   courbe  a   la   preiuiùrc   cduiIjc,    estimée 
suivant  la  normale  à  cette  pi-emière  courbe;  nous  aurons 

Faisons  la  représenliil  piui  coiiliiiiin'  de  la  siirtacc  siilu'riqiic  (le  la  nii'r  sur  une 
aire  plane:  par  cxeinplc  pai'  projccl  khi  slci('(>i;ra[ilii(pii'. 

(ionsidérons  les  projeclions  <les  d(Mi\  courbes  cpo  =  cni'-l  ■  cl  soil  d'j' \a  dis- 
tance de  ces  deux  cou.dies  csliincc  Miivanl  la  noiiiiale;  on  aura 

(h'  =  -;d;, 

•■  étant  le  rapport  de  simililude  d'une  ligure  plane  inlininieiil    pelile  à  la  lignre 
sphéricjue  correspondante. 

Soit  d'W  la  projection  île  l'c'h'ment  d'ii  de  la  sphère,  on  aura 

//m'  =  Y"  '/'"• 
Il  \  leiil  ainsi 

^-f  "&)'""'■ 

■  •    r  ' 

Rapportons  la   iii;ure  plane  à   deux  axes   rectangulaires,  celui  des  x'  et  celui 
des  y' ,  nous  aurons 

</(.)'  =  l/x'  '/)'', 

m- cm -m'' 

d'où 

^- f '■■'-'■  mï^iMi 

B  =  /   —  dx'  dv'  fl. 

J    t- 

Le   problème   est   ainsi   ramené  à    celui   de  la    membrane,  avec  une  épaisseur 

variable  —  et  une  tension  \ariable  A. 

ï- 

Jc  me  réserve  de  revenir  dans  un  prochain  numéro  sur  le  même  sujet.  J"ai 
jusqu'ici  négligé  les  effets  de  rotation  du  globe  et  de  la  force  centrifuge  compo- 
sée; il  me  faut  maintenant  en  tenir  compte;  les  résultats  obtenus  subsisteront 
dans  leurs  traits  généraux,  mais  ils  seront  sensiblement  modifiés  et  compliqués. 
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Li>  iocIu'ItIu"  dos  (i>tilliih(iii>  |)t(i|)i('s  sÉm|il('.s  ilans  li'  iiioiiM'iiu'iil  rclalit  se 
lani^ni'.  comiiit'  dans  lo  cas  du  niouvciiiciil  al)S()lii,  à  linlOgrallon  il  un  sysième 
(l'i^cnialions  dili'cri'ntii'llos  llnc'aii'cs  à  idcKicicnls  ((inslaiils  cl  le  principo  de 
uuiindre  aclicui  nou>  apprcud  (\\\f  crllc  inlci;i"iliiiii  se  iiillaclii'  aussi  à  une 
(|no>tliin  ilr  iiiuurn. 

Après  avoir  exposé  les  principes  j;énérau\  qui  régissent  cette  question,  nous 
les  aj>pliqnerous  d'abord  au  cas  d'un  liquide  oscillant  dans  un  vase  tournant 
assez  petit  pour  (pi"on  puisse  nét;liger  la  courbure  de  la  surface;  puis,  enfin,  au 
cas  des  mers;  mais  nous  néglitcerons  toujours  l'atliaclKui  mleriie  du  liquide. 


SUR  L'ÉQUILIBRE 


LES   MOUVEMENTS  DES   MERS 


Journal  de  Mtilhcm<ilir/ucs,  b'  sciic,   t.  2.  p.    m7-j(3l>  (1896). 


VIII.     -  Mouvement  relatif. 

.1  iii  jiisi|irici  négligo  les  ellcls  lie  Im  idUiIiuii  ilii  (ilolic  cl  de  hi  liiric  ccnlri- 
(u^o  CDinpo.séo  ;  pour  en  tenir  coiiiptc.  je  rappelle  dnlxiid  les  principes  limilii- 
menlaux  de  la  d\uaiiiitpie  des  syslènies  en  iiiDuveinenI  ndalil  cl.  plii>  j;(''nerale- 
nienl,  des  systèmes  où  interviennent  des  forces  gjroslaliques. 

Soient   t/i.  Yi! '/n-   '/«    i.  'Jn\i '///./,   l»"-   /' -r />    coordonnées  qni 

définissenl  la  sllualion  du  système.  En  icprcnanl  K's  notations  du  |)arat;raplie  \  , 
les  équations  de  Lagrange  s'écriront 

dt  dq'i         dqi         (/(/i 

l'arnu  les  paramètres  y.  nous  dislingueiims  : 

1"  fji.  (/■> '/„•  qne  j'appellerai  les  t/„  ou  les  paia  mètres  à  \  aria  lion  laihle  ; 

2"   <Jn  :  !•  '/m  ■• '|n^l.'  'jne  |"ap|icllerai  les  qi,  ou  les  païauièlres  à  \ariation 

rapide. 

Je  supposerai  que  T  et  l  sont  indcpcndatiis  des  (fi,.  'I"  d('pcnflanl  seuleuu'nl 
des  (jTj  ;  et  cpie  Q/,=  o.  l,'é(|ualiou  de  l^agiange  dcvicnl  al(us 

./    dT  __ 
dt  dq'i,  "  "' 
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d'où 

pi,  cliiiil  iinc  (■(inslaiilf. 
Sdil  iiuilulciianl 


\\  =  T-V-'2^p,q),. 


I)(M  i'(|unli(iiis  I  '.  )  (111  |>cul  lirci'  les  y),  en  loiiclion  des  (/,,.  des  <i\^  ol  des 
(•(iii>limlt'>  /'/,  :  l'I  M  I Un  miIisIiIiu'  iliiii-.  Il  I(^n  xiilcnrs  ninsi  lioiixcrs.  H  n'osi 
|tliis  iDnclinii  (|ui-  des  q,,  cl  des  //„. 

l'dur  CN  ilci'  liiuli'  conliisidii.  |('  d('>ii;ii('r:ii  |i:ir  des  ^/  ordiiu  ircs  Icv  diTiM-es 
iiiIncs  iiar  r:i|)|Hnl  ;ni\  c/,,  l'I  :iu\  f/],  en  rci;:ir(hiiil  les  (/i,  cdiimu'  des  variahlos 
iiidruciidiiiilo  l'I  |iai'  d('>.  (^  l'ollds  les  dcriM'CS  prisos  par  rappiul  iiiiv  y„  iM  ;ui\ 
Y,  eu  rcj^iu'diuil  li">  ^/,,  (■(iiiimc  des  IdiicIious  des  ^.i  <'l  do  y_^. 

Il  \  iciil  aliir-- 

^n^'lq,,        rlq„       Zudq',,dq„       ^'^'' àq,,'' 
à^n~ffq'„  ^'Iq'i,   àq'„        Zu'^'' <)q'„ 

iiii,  en  M'ilii  d("~  (•(|ualiiiiis  (:>.), 

'>q„  ~  'iqa     ''?"' 
,)\\  _  di 

de  suilc  tiiravcc   les  iiiiin  idlcs   \aT■i;d)l('^  les  ('(iiialKins  de   i,agraiit;e  dpvienncnl 
d  d\\       >n\ 

SI  IcN  liiiccs  (■\l<'r'H'urcs  soiil  iiiillo.  ces  ciiiialioiis  se  réiluisonl  à 

d    ,)\\         OW    _ 
dl   ()q'„         r)q„ 

fliiiil    la    siL;iii(i(alli)n   fsl    l)icn   ciiiiiiiir.    l'illcs   \ciilriil    dire  (|iir'  raclKni   haiiul- 
tonienne. 

f  \\dl 
rliill  (''Ire  lui  n  Jiiiiiiii . 
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Les  ûqualii)u>  1  .!  hi.s)  cnlrainonl  I;i  siiixiinlc.  (|ui  esl  l'équiilidii  ilc  la  cuascr- 
vation  de  réneri;ie 

r        11       V  <^"     ' 
—  L  =  Il  —  7   —- r  </,,  =  const. 

^  'Jq  : 

Dans  le  prohlèino  nm  iiuus  occupe,  nous  aurons  un  seul  paranièire  à  \aria- 
lion  rapide  (/i,  :  c'est  l'angle  dont  le  globe  solide  terrestre  a  lournc  autonr  de 
son  axe  à  parlir  d'une  certaine  posiliiui  pilse  pour  origine  ;  sa  deri\ée  q'f^  esl  sa 
vitesse  angulaire  de  rotation.  Nous  aiiion>  une  infinité  de  parauièlres  à  variatiiui 
faible  </„  tpii  delinii-oiit  la  position  rchilive  des  parliçules  li(piides  par  i-appoil 
au  globe  solide. 

T  esl  un  pohnouie  lioniogène  du   dcUMèuH'   degré  par  lapporl   aux  y,,  cl  au\ 

A'Y 

iji/.  I  ne  (U'pend  pas  de  ces  iiiuintiles;  les -—  sont  des  polynômes  lioniogènes 
du  premier  degré  en  cy,,  cl  y^. 

Les  ■(■/,,  lires  des  (•ipiatuins  (2)  s(miI  îles  polvnonies  du  preiiiiei-  dcgrc  non 
lioiiiogènes  par  ra|)poii  aux  y^,  ;  H  esl  doiii-  nu  polvnoiue  du  deiixièiiu'  degré 
non  liouiogène  par  ra|)poi'l  aux  (j]^. 

.l'obserxe  ipie  If  ii'esi  déterminé  ipi  à  une  conslanle  près,  |)iiis(pie  celle 
lonction  n'inlerx  ieni  ipie  par  ses  dérivées;  \r  puis  donc,  sans  restreindre  la 
généralilé,  supposer  que  H  s'annule  avec  les  r/,,  el  les  y',,  de  sorte  que  son 
dévcloppenieni  suivant  les  puissances  de  ces  quantités  ne  c(uiliendra  pas  de 
Icrmcs  de  degré  zéro. 

Je  pourrai  même,  sans  changer  les  équations  (  .!'),  ajouter  à  II  nu  lerine  de  la 

hu'iiie  Ar/  ,  A  l'iani  un  coefficient  arbilraire;  cela  revient  en  ellél  à  aioiilerà  -r^ 

■'  àq„ 

la  constante  A  .  ce  iiui  ne  clianiie  pas  -r  -r-r  • 

'  ^      '         <-//  dq„ 

.le  puis  donc  encore,  sans  restreindre  la  géni'ralité.  sup|)oser  ipie.  dans  le 
développement  de  H.  les  termes  du  |iremier  degré  par  rappiu-j  aux  y'  el  de 
degré  zéro  par  rapport  aux  y  disparaissent. 

Enfin  je  supposerai  que  les  valeurs 

corrcspondeni  à  une  posilimi  d'equilllue  slable  ;  les  ('(pialioiis  (  .1  A/.y)  se 
réduisent  alors  à 

y-  —  "■ 

Ainsi  les  dérivées   premières  dr    II  doi\enl   s'annuler  pour  y,,  =:  y],  :=  o  ;   ce 
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(|iii  luiMiIrt'  (iiii'  11'  iK'\('lii|)|i('iin'iil   ilr   II  iir  ((iiiliciil  piii  ilc   Ici-iiio  du   (U'ciiiicr 

degré  cl  iniiimciuu  [):ii'  <l('s  Imiio^  ilii  dcuvroiiii'  iU'f;ié. 

Quiinl  aux  Icriiu's  de  dof;ré  siipériciir  au  second,  iiiiu>  [xnivons  les  négliger, 

parce  (|ue  les  ij,,  el  les  q^  sonl  1res  petits.  En  délinilne,  nous  pouvons  regarder 

H  conuiii'   un   polynôme  homogène  du  tleuxlème  degré  par  rapport  aux  q„  el 

au\  Y^,  l'I  iiiiu>  (■criniii> 

11  =   11,^-211,-1-  11„. 

Il-,  -.('rii  lin  dcgri'  ■>.  par  rappoil  aux  ij\^  cl  de  (legr(''  o  |iiir'  rappori  aux  ij„. 
ili  sera  du  d(?gré  i  par  lapjiorl  aux  //^,  et  de  degré  i  [lar  rap])orl  aux  q^,. 
H„  sera  du  degré  o  par  rapport  aux  y^;  el  de  degré  a  pai-  rapport  aux  (j,,. 
L'énergie  E  sera  alors  évideuuueni  égale  à 

i:=  Ho-  11,,. 

l.i'N  (■(pjaU(ui>  (  .1  I  dc\  iriuiciil  alors  des  équations  liiieaiies  à  seeiuid  lueuibre 
el  il  coenicienK  eonslanls;  el  les  équations  (Sfew)  sont  les  mêmes  équations 
.sans  second  iiiriuiii'c. 

Polir  inlegrcr  ce>  i'(piiilioiis  sans  sei'onil  iiuMiiKrc,  jio>ous 

<l„  =  -Ma  £''■', 

uoii>  aurons  //  (•(piali(Ui>  linéaires  el  iiouiogènes  par  rappoil  aux  /Mpiantih's  a„e"'; 
en  eeri\anl  inie  leur  delerniinani  e>l  nul.  on  oiiliendia  \\\\y  equalion  de  degré 
■i  II  en  /  .  (pi  il  ^  agil  <l  éludu'i'. 

(.elle  ('(pialion  a  été  étudiée  d  une  manière  approfondie  par  Tail  el  Tliomsiui 
daiLs  leur  Tvnilr  <lc  Pliilosajiliir  naturelle.  De  tous  les  résultais  intéressants 
rui'ils  oui  (liiieiiiis  au  sujet  de  la  réalité  des  racines,  un  seul  nous  est  nécessaire. 

.Si  les  loiiiies  ipiiidi  alupies  l|._,  el  — \\„  sonl  ili'linies  poMines  |  c'est  le  cas 
aiiipiel  nous  aurons  allaire).  loutes  les  racines  sonl  réelles. 

IX.  —  Étude  des  équations  sans  second  membre. 

Ces  ii'siiiiats  iiieii  iiimiiis  i-iMiil  rappelés,  clierclnins  à  étendre  à  ce  proMèiue 
ainsi  généralisé  les  résultais  du  paragraphe  \  . 

Le  principe  de  la  moindre  action  de  Ilauiillon  nous  apprend  que  l'inlegrale 


11  (il 


doil    élre    iiiiniiiiniu:    a    la    eondilioii    (pie  les    (j,,    soienl    assujellis   a    a\oir   des 
\aleurs  données  pour  <  =  /„  el  pour  /    =  /,. 
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Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  lunis  aurions 

Si    le    mouvement    est    assujetti    à    être    périodique  de  période   ti  —  lo,   les 
expressions 

dli 

reprendront  les  mêmes  valeurs  pour  1  =  lu  i;\  [mur  f  ^  ij.  et  l'on  aura  encore 

àJ  =0 

Ainsi  1  inléj^rale  .1  est  eiuorc  umiimum  si  le  iiiinivemont  est  assujetti  à  être 
périodique  et  si  riut('i;rale  est  étendue  à  une  période  entière. 
Cela  posé,  soit 

q„  =  «(*)  e"A' 

une  solution  (imaginaire)  des  équations  (3  bis)  et  ^ 

q„  =  pi*'  e-''i' 

la  soluliiiii  imaginaire  conjuguée. 
Si  nous  faisons 

(4)  7,,=  Yae+""+ô„  c -'■'•<', 

l'intégrale  J  prise  entre  les  limites,  t  =  o  et  /  =  ^  de\  ra  être  minimum  (ou  tout 
au  moins  sa  prciiuère  vanatinii  ilcxiii  >  iiniinlcr)  quand  ou  v  fera 

-,     _  -U-)  >     _   Mk) 

;n  • —  -*«    7  Ort  —  Prt    • 

\  ovons  quelle  est  la  \aleiir  de  celle  iiilcgrale.  L'expressiiiii  de  H,  (piaud  on 
V  substitue  à  la  place  des  rj,,  leurs  xalcurs  (4),  se  composera  de  trois  termes  : 
1"  uu  terme  eut''"'',  qui  seia  homogène  du  deuxième  degri'  [lar  rapport  aux  v„  ; 
■i"  un  terme  indépendant  de  t,  cpii  sera  homogène  du  premier  degré  tant  par 
rapport  aux  :■„  <pie  par  rapport  aux  o„  ;  3"  un  terme  en  e  -''*',  qui  sera  homogène 
du  second  degré  par  rapport  au\  o„.  Soient  H',  H",  H'"  ces  trois  termes 

II  =  H'+  11" -I-  H". 
Les  intégrales  de  H'  et  H"  sont  nulles;  de  sorte  que 


La  variation  oH"  de  H"  doit  donc  être  nulle,  quand  y,,  =  a'^\  ô„=  (3Jj"' 

H.  P.  —  VIII. 
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.Mais,  il  caiist'  dr  la  lornio  biliiu'airi'  de  II",  ct'la  peut  cnidrc  s'énoncor 
aiilreinonl  : 

Il     iloil  iMrc  lin!  i|inls  i|iu'  mpil'IiI  les  ■•„  <|iiaiiil  <iii  \   lait  o„^(3^''ol  (jiicls  que 
soient  les  o„  cjuanii  mi  \  lail  y„  =  a^^^ 
Voyous  quelle  e>l  la  IciriiLe  de  TI''. 
Nous  avons  pose 

H  =  Ho+aHi-H  Hc 

Nous  devons  remplacer  les  q„  par 

V„  <-■"■»' -|-S„e-"i' 
el  le.^  Y„  I""' 

Ou  \oil  ijiie  ll.j  cuuUeudra  /,^'  eu  lacleiir  el  (jlu'  I1|  eoulu'udia  /./,.  Il  cnI  donc 
un  polynôme  du  deuxième  degré  eu  À/,. 

Ndiis  (lcvou>  euMiile  eonstu'ver  les  tenues  iudepeudauls  de  /:  uous  aurons 
aloi> 

H"=  MsÀf-f-  ■it>.A-Mi-4-  M„, 

Mo,  Ml  et  Mil  élaul  de>  formes  hilinéaires  en  y„  et  o„. 

H'  ne  doit  pa>  changer  (|uand  cm  purmute  y^  et  o„  cl  ipi'on  change  À/,  eu  — À/,. 
Ou  a  donc 

M.,(,ï„,  Oa)  =  Miioa,  '[a),         Mu(y„,  û„)  =  lM„(o„,  y„), 
M,(y«,  8a)  =  —  Mi(o„,  T„)- 

I)  aprc->  ce  (pu'  uous  venons  de  von-,  on  doit  avoir,   (jucls  (pu'  soient  les  o„, 

a|  Mo(ïf*),  S„)  +  2jÂi.M,(a»',  o„)  +  M„(a<*),  S„)  =  ,.. 

Ou  aura  donc  en  |)ailiciilicr 

et,  de  môme, 

•/,;^,M3(a'„"')),  «;,*'-(-•.!/>.„,  Ml  («;;',  *;,*')-+-  ^..(2;,"",  5'.'/')  =  o 
on.  ce  (pu  rcMcui  au  menu;, 
(6;  /,=,\I,C5.(/',  y;,'"  )-  ■./>,„,M,(ai/',  7:,'/")-^  M„(ai*  ,  «'„"")  =  o. 

Le-  deux  rclaUnns  ( .")  )  cl  {^H  )  iiiimli'cul  une  ICcpiaUim 
(7)  /.'-1M5 -H -.u'/.  M| -H  iMo  =  " 
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il  pour  racines 

À  =  Xi,        À  =—  À,„. 

Reprenons  l'équation  des  forces  vives 

H-2  —  Ho  =  const. 
Cette  équation  doit  (^tre  satisfaite  en  particulier  quand  on  fait 

qa  =  a'/'  e'''*'-)-  ai,'"'  e''>".'. 

Le  premier  lueuibit'  île  iLupialioii  des  forces  vives  contient  alors  des  termes 
en  e-'^'',  e'"'"',  e"!'»^'"''.  Le  coefficient  de  cette  dernière  exponentielle  doit 
s'annuler,  à  moins  que 

À<.-i-  ).,„  =  o: 

Supposons  donc 
le  coefficient  de  cette  exponentielle  est  nul,  ce  qui  entraine  l'égalité 

(9)  -  XÀ„M.(a;*',  «(,'"))_  Mo (a^*',  «'„"")  =  o- 

Nous  pouvions  le  prévoir,  car  le  produit  — -X/,/,,,  des  racines  de  (7)  doit  être 

égal  a  ^. 

Considérons  quelques  cas  particuliers  :  si  l'on  fait  k  r-m,  l'équation  (5), 
l'équation  (6)  et  l'équation  (9)  se  réduisent  à 

À|.Mo(a'i<,  =<(*')  +  MoCa'i-',  at?-))  =  o. 

Soit  maintenant 

À*  =  -X^,        =<;,'«)  =  fi;,*); 

l'équation  (9)  ne  sera  plus  vraie,  mais  les  équations  (5)  et  (6)  subsisteront  et 
s'écriront 

X|M2(«t*',  P'/O  +  •-'.  Ai.M,(«<„^),  f)'„*))  -i-  M„(«;,*',  Pi,*))  =  o. 

L'équation  (7)  a  alors  une  racine  égale  à  À/,;  mais  sur  l'autre  racine  nous  ne 
savons  rien. 

Comme  les  «'/'ne  sont  détermini'^s  qu'à  un  facteur  constant  près,  et  que  les 
3'„*'sont  imaginaires  conjuguées  des  a^,,  nous  pourrons  supposer  qu'on  les  a 
choisis  de  telle  façon  que 

(  10)  À|M5(a</),  Pi*')  _  Mo(«'„*',  Pi*')  =  I*=  ±  I. 

Lin  cas  particulier  ipii  a  été  traité  à  fond  par  Lcird  Kelvin  est  celui  où  les 
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coeflicienls  de  Hi  soiil  très  gramls  |)ar  rapiioil  :'i  ceux  de  Ho  l'i  do  IL.  Il  y  a 
i-pncoiiU'é  des  résultats  aualogui's  à  coux  que  nous  venons  de  trouver  dans  le 
ras  général  et  il  sérail  intéressant  de  les  déduire  des  résultats  généraux. 

Si  Hj  est  très  grand,  X  ne  poura  être  que  très  grand  ou  très  petit.  Supposons 
X  très  grand;  nous  pourrons  donc  lians  nos  équations  négligej' Mo.  Les  équa- 
tions (5)  et  (6)  s'écrivent  alors 

'/■k  M;  -h  2iMi=  O,  /.,„  Mï  —  2  l  Ml  =  (), 

et  l'on  eu  déduit,  si  ?>/,  n'est  pas  égal  à  — X„,. 

M«(a<i',  a'„"'i)  =  o. 

C'est  l'écpialiou  de  Lord  Kelvin  [rf.  Tait  et  IIiduimui,  Philosophie  natu- 
relle, o'  éd.,  n"  343"').  On  s'en  rendra  compte  aisément.  Les  deux  auteurs 
anglais  ont  clujisi  des  variables  particulières,  de  telle  sorte  que 


ZfL 
2 


I^'équalion  pr('cédeute  s"(''cril  alors 

V  «;*>»';"  =  o. 

X.  —  Étude  des  équations  à  second  membre . 

Revenons  inainloniinl   aii\  équalHins  à  second  iiicuihrc 

d   fin        ,m  _  ^  ^ 

lit  dq'„         dq„ 

Elles  significnl  que  l'iiclion  doit  être  minimum,  c'est-à-dire  que 

(II)  /  f  oii -4-y|Q„s7„j  ./<  =  (). 

Soil 

Qa  =  -t-  /•„  f'^'  -4-  Sa  e-'". 

On  pourra  satisfaire  aux  équations  i^n  posant 

fj li  —   J.H  (-         -t-   |Jct  '^ 
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et  l'équalioii  (  i  i  )  dcMu  être  satisfaite  >i,  dunnanl  aux  <y„  et  aux  Q„  ces  valeurs, 
on  fait 


■>7t 
tu=  O,  'l  =    — -  ) 


àÇn  =  "a  (•'■'■'  -t-  S«  C- '"'■'. 


et  cela  quels  que  soient  •/„  et  o„. 
Nous  ferons  en  particulier 

Y„  =  o,  5„  =  x'a*> 

et  l'équation  (i  i)  deviendra 

(12)  X2Mo(=!„,  a'„*))  +  2ïXM,(«„,  «'/')  + M„(aa,  a</')  = -^ '■«««'• 

Des  équations  (12)  on  pourra  tirer  les  a„,  el  l'on  lirerail  de  même  les  (3„  des 
équations 

(12  bis)  >.°-M,(pa,  p'/<)  -  2JXM,(p„,  p'/')  +  M„(p«,  Kf) )  =-5]  ^«=<L*'. 

Éludions  les  équations  (12);  on  voit  qu'on  peut  en  tirer  les  «„  et  que  ces 
quantités  seront  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  ;•„  et  rationnelles  par 
rapport  à  1.  Considérons-les  comme  fonctions  de  ï.  : 

1°  Je  vois  d'abord- que  les  a„  s'annuleront  pour  X  ^  00; 

2°  Les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  les  a„  deviendront  infinis  seront  celles 
pour  lesquelles  on  pourra  satisfaire  aux  /?  équations 


(A-  =  I,  2,   ...,  /i) 

sans  que  les  a„  s'annulent 

En  annulant  le  déterminant  des  équations  (i3)  on  arrivera  à  une  équation 
de  degré  2W  en  A;  les  valeurs  cherchées  sont  donc  au  nombre  de  aw. 

Or  on  satisfait  à  ces  équations  en  faisant 

X  =  X,„,         <x„=7i'S  ou  X  =-?,„,,         a„=P2'. 

Les  2«  infinis  des  fonctions  a^  sont  donc 

X=±X„         X=±:Xo,         ...,         X=ztX„. 

Il  reste  à  chercher  les  résidus  correspondants. 
Posons  donc 


X  -  À. 


ïû> 


il  s'agit  de  déterminer  p  et  les  y„. 
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iNous  avons  pour  cela  les  équations  suivantes  : 

■      ■'■      [À^MoCagS  4  )-!-■..  a  M,  (a™,  ai)+Mo(ùi;;',  a*)| 

A  A,;j 

OU  en  faisant  tendre  X  vers  /,„,  el  tenant  compte  de  la  relation  ((i), 

(i4)       ■'■? [>-mM!(c  4)  +  tMi(=';;s  =<f,)i 

-l-[X?„Mo(v„,  a*,)-H2jX,„M,(v„,  ai)H-M„(7„,  a*)|  =  — ^r„2i. 
Mais  on  a,  quels  que  soient  les  -■■„. 

>-/«M2(y„,  a;;')  — ?.îà,„m,(7„,  a™)-*- Mo(y„,  11'/;)  =  o, 
ou  bien  encore,  en  changeani  /.,„  en  — /„,  et  a|"  en  {3'". 
(i5)  À/„Ms(-r«,  [i;!')  +  2'->--«M,(Y<„  p;;')-HMo(ïa.  [i2')  =  o- 

Parmi  les  équations  (i4))  nous  distinguerons  celle  qui  correspond  à 

'/  t y  rt^  —  —    f-i"'  • 

f'ti Affï,  a„  —  —  o„  , 

elle  se  réduit  à 

(i6)  2p[x„,M,(7;;s  y»)  +  m,U';,  y;;)]  =  -^ra'i'!;\ 

c'est  de  celle-là  qu'on  déduira  p. 

Mais  à  cause  de  (lo)  cela  peut  s'écrire 

Nous  tirons  de  là 


(,7)  ^''  =  -2'"'l  >,-X„, X  +  X,„        j' 

m=l 

OU  en  posant 

X  I  ^«  \*n    ^  Dm?  ^.^ti^a    =^         Ay„. 

■  _V  I  /'^"'«'"^V"  Am[3g'X„,  \ 

-^  \  '■  —  >■«  X  -h  x„,   / 

Développons  a„  suivant  les  puissances  croissantes  de  ï.  sous  la  forme 

il  viendra 


(l8) 
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Pdsoiis  miiiiik'iiiiul 

(iii  tiDuvc  iiiunédiateriunl 

(A)  J^,,^=J^,,^.         ^p,'i=      ^p/n        ^p,'i~  ^  p.-n         ■'/',v  ~  "'■ 

Nous  piiiuTonN  L'criro  les  formulos  (18)  sous  la  formt' 

M    a'" 


(is  bis)  s;; =-2] 


u., 


avec  celle  convcnlion  que  le  sij^ne  2.   'i''  porle  ])as  comme  ^  sur  //  termes, 

mais  sur  9./1  termes  partagés  en  deux  séries;  jmur  la  première  série,  m  varie 
(le  I  à  // ;  cl  Fou  ])asse  d'un  terme  île  la  première  série  au  terme  corespcuulani 
(le  la  seconde  en  changeant  1^  en  —  }.,„.  cf.'"  fi  A,„  en  j3'"  et  H,„  réciprof|ii('uieni. 
Il  vient  alors 

On  a,  d'autre  part, 

).?„M,(<,  £2)H-2/À„,M, (=<;;%  =v)-hMo(<',  £'^j  =  o; 
d'où 

(>y)  j;i-i,./-^2jj;^,,-h  jp+,,,,  =  o. 

On  trouverait  de  même 
(igbh)  Jp_,,_,  — 2tJ},,,+ J^,y+,  =0. 

On  trouvera  une  autre  relation  de  la  façon  suivante;  il  vient 

La  somme  ^   contient  4 «'  termes,  chacun  des  211  termes  de  £^~'  (expres- 
sions 18  bis)  devant  être  combinéavec  chacun  des  0,11  termes  de  £'^~'. 
De  môme, 

■^"       '•m'-k 

Considérons  la  somme     , 
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h'ii  \rilM  ilr  l('(|iialion  (9),  luiis  li'S  Iciiucs  de  ct'lli!  somme  (c|i'i  soiil  ;iii 
iiuiiiljre  lie  4""')  «iisparaîtroiil .  :'i  l'exci-plioii  tie  ceux  (an  iiomlire  de  ■>//)  (|ui 
Mtiit  tels  (]iie 

''•k  =  —  >-m.  a»  =  P',',',  '5-t  =  A  ,„. 

Il  Niciil  (jonc,  eu  leiiaul  couiiyle  tie  (  i  o), 


A  /H  r»  m  I  m 


=(-.)"- y  ^ 


ll-H/ 


(Ml  enfin  (puisque  les  termes  sont  égaux  deux  A  deux  au  signe  près), 

si  y;  +  <y  esl  pair  cl 

(iobis)  J^Li,,,-!  +  J/.,,/ =  o, 

si  y>  +  '/  est  inijiair. 

L'expression  JI_i,7_i  +  J/j,7  ne  dépend  donr  que  de  p  +  <J  et  de  la  parité 
de  q\  elle  change  de  signe  sans  changer  de  valeur  absolue,  quand  y  augmente 
d'une  unité  et  que/;  diminue  d'une  unité.  On  a  donc  la  relation 

que  l'on  pourrait  d'ailleuis  nl)ienir  en  ajoutant  (  i()  )  el  (  19  bis). 
En  faisant  dan>^  celle  rcialion  y  ^/',  on  Iiiminc 

de  sorte  qu'on  retrouve  l'équation  (so  bis). 
l-)e  (  19)  et  (196/.S)  on  d(Mluit  encore 

Toutes  ces  relations  nnjnirent  que  les  fonctions  ip,i  ne  sont  pas  indépen- 
dantes les  unes  des  autriîs  ;  ecmsidérons  l'ensemble  des  fonctions  J  telles  que 
/>  +  y^2rt,  des  fonctions  J'  telles  c\ue  p  +  q^in  —  i  el  dos  fonctions  J" 
telles  queyj  +  y  ^  2« —  2;  le  nombre  total  de  ces  fonctions,  qui  sont  distinctes 
en  tenant  compte  des  relations  (A),  esl  de  2rt'-+ (h  +  i  )'-.  Le  nombre  des 
relations  distinctes  de  la  t'ornu'  (19)  est  n{:>.n  —  1);  il  reste  donc  seidciiicul 
n- -\-  ?)n  +  i  fonctions  distinctes. 
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.XI.  —  Cas  de  l'équilibre  stable. 

.\c  sais  me  resU'oindre  maintenani  an  cas  où  lf._,  cL  — Ho  sont  deux  formes 
■quadratiques  définies  positives,  de  sorte  (|iii'  rc(|uilil)rc  reste  stable,  même  si 
ron  supprime  les  forces  centrifuges  composées 

C'est  évidemment  le  cas  de  la  nature,  dans  le  problème  qui  nous  occupe. 

Alors,  d'après  ce  que  nous  avons  plus  haut,  tous  les  !„,  sont  réels. 

Mais  ce  n'est  pas  tout;  si  y„  et  o„  sont  imaf^inaires  ronju};ués,  on  a 

M5(--„,S„)>o,         Mo(y„,  S„)<o. 
11  vicnl  (loue 

ÀlM,(aâ,  lli)-M„(«*,  p*)>o, 

ce  qui  montre  que  tous  les  nombres  (|ue  nous  avons  appelés  1/;  et  1„,,  et  qui 
dans  le  cas  général  peuvent  être  égaux  à  +  i  (ui  à  — i,  sont  dans  le  cas  qui 
nous  occiqie  Ions  égaux  à  +  i  • 

Toutes  les  formules  qui  précèdent  se  irouvenl  ainsi  notablement  simplifiées. 

Il  en  résulte  une  série  d'inégalil('s  sur  lesquelles  il  me  reste  à  appeler 
l'attention. 

Supposons  en  particulier  que  /„  soit  réel;  c'est-à-dire  que  r„  =  .9„,  puisque 
/■„  et  s,i  sont  imaginaires  conjugués. 

Les  quantités  a^',  |3^'  sont  imaginaires  (•(iiiiugu(''es,  de  méiiu'  (jiie  ;„,  s,,  et  que 

Il  en  résulte  que  e'J  est  réel  si  /y  est  pair  et  |)urement  imaginaire  si  p  est 
impair. 

On  a  donc,  si  ji  est  pair, 

M.(£S,  £{;)>o,        Mo(£2,  e2)<o, 
et  au  contraire,  si  p  est  impair, 

M2(£?,  eSXo,         Mo(£2,  £S,  £2)>o, 
c'est-à-dire  que 

\  i"p,p>  o,        ip,p<o        (pour />  pair), 


(21) 


(•'p,D<o,         ip.p>o        (pour  gr  impair). 
11  est  clair  d'ailleurs  qu'on  aura  dans  tous  les  cas 

y„,p = o 


H.  P.  —  VIII. 
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(".(•lii  pose.  rt'Hicimii-.  ri'(|ii;it  Kili  (îd^ciui  s'cciil   iiiiiinlciiaiil  (|>ms(|iir  I,,,-—  l) 

(20)  '^     ■'  „ —  =l-0'^'-'>,      -»-^y  (/'  +  ./  pairV 

Si  iU)Ms  i'aisDïis  ^  =r:  p,  il  vicnl 


Ctiminr  \,„  <■!  n„i  M>nl  iinajjiniiircs  conjugues,  I((  soconil  uuMubre  est  [xisilil. 
(l"()ù  l'on  tiri' 

i'l,-i^p-i-i-  }p^p<Co         {si  jj  est  pair), 
J",_i  ;,_! -I- .),,,„>  o        (si/)  est  impair). 

Ces  iiK'galitcs  sout  il'ailli'urs  des  (dnsc(|uen(('s  iiuinédiatcs  tics  inégalités  (21  ). 
Je  poserai  pour  abréger 

Celte  valeur  de  k,,  nous  montre  alors  d'autres  propriétés  du  nombre  Ky,  qui 
font  ressorlii-  son  analogie  avec  les  intégrales  J.,,,  envisagées  dans  la  première 
partie. 

On  lrou\e  en  eUct 

^p-<  l       ,    i^p-l~'2 

K 

de   sorle  (lue   le   rapoort     J!^'  va   constamment   en    croissant;    sa  limite   pour 

JJ  infini  est  en  général  égale  a  la  |ilus  grande  des  valeur.-)  de  —• 
.Si  l'on  a  donc 

/.]■<;,    A  5     -.,  .  .  .    -^    Art) 

la  limite  de  ce  rapport  sera  —  : 

'•1 

A  moins  que  Ai  (et  j)ar  ronséqueni  Bi)  ne  soient  nuls,  auquel  cas  celle 
limite  serait  égale  à   —  ; 

A  2 

A  moins  f[ue  non  seulement  A|  et  Ht,  mais  encoi-e  A.>  et  B.j  ne  soient  nuls, 
auquel  cas  la  limile  serait  — ;  ; 

Kt  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  reprenons  l'équation 

(12)  '/MAi(aa,  aJ)-(-2(/.Mi(«„,  a^)-)-  M„(a„,  a*)  =  — V /•„«*=  A«-, 


L'ÉQUILIBRE    ET    LES    MOUVEMENTS    DES   MERS.  35l 

qui  doil  èlrc  biilislaitc  [jar  lo  développemenl 
On  en  déduira 


(2.) 


j  M„^£».  «/;i  =  -2/ 


Mo(£;„  «*)=-- 2 ÙM,(£»,  a*), 


(  M„(£2,  -4)  = 


.2iM,(£i,  «â)- M, (£»,«*;). 

Les  équalions  [■'.'>.)  nous  duimcrdnl  ■>/!  quantités 

\'^-^ }  'm       "tn       "If 

(  )|i   |)ijuria  doiu'  liiriuci' 

■'(j(i-      •'  ]  I  ■      J  I  11      Jî'^ 

l'i,  par  conséquent,  le  rapport 

J"i  1  -I-  J22  _  K.> 

•' il 0  -•-  ■' 1 1        Kl 

Les  quantités  ("i'S)  sont  des  tondions  linéaires  îles  //  quantit('s  /•„  ;  K.j  el  K| 
sont  donc  deux  formes  quadratiques  définies  positives  par  rapport  aii\  ;•„. 

Les  A/,  sont  des  fonctions  linéaires  des  /■„,  mais  à  coefficients  imaginaires; 
les  B/,-  sont  des  formes  imaginaires  conjuguées  des  A/,. 

Les  /■„  sont  au  nombre  de  it  comme  les  A/,  et  les  B/,-;  mais  nous  avons  supposé 
les  /■„  réels,  tandis  que  les  A<  i'I  les  B/,-  sont  imaginaires. 

Si  donc  nous  donnons  aux  /•„  des  valeurs  réelles  quelconques,  nous  ne  pou- 
vons pas  choisir  ces  valeurs  de  façon  à  donnor  aux  A;,  des  valeurs  imaginaires 
arbitraires;  il  doit  donc  y  avoir  n  relations  linéaires  entre  les  />  (juantités  A/,  et 
les  «  quantités  B/,.;  ou,  si  l'on  aime  mieux,  entre  les  parties  réelles  et  imagi- 
naires des  A/,  (ces  relations  expriment  d'ailleurs  que  la  somme  des  résidus  des 
fonctions  x„  qui  sont  n  fonctions  rationnelles  de/.;  que  cette  somme,  dis-je,  est 
nulle). 

En  revanche,  les  produits  A/,B/,,  qui  sont  au  nombre  de  //,  sont  réels  et 
positifs;  on  peut  donc  choisir  les  ;■„  de  façon  qu'ils  aient  des  valeurs  réelles  et 
positives,  arbitraires  en  ce  sens  qu'elles  ne  sont  assujetlies  à  aucune  égalité, 
mais  devant  satisfaire  à  certaines  inégalités. 

(iela  ne  me  suffit  pas  encore  pour  mon  objet  ;  mais  nous  pouvons  déjà  en 
tirer  certaines  conséquences. 
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Ol\  :i,  l'ii  .•llfl. 

,  K')  ■  -Il 

ro  qui  nous  innuiic  (|iic  le  lapporl  p^  csl  l(iii|iiiirs  coniinis  eiilic  y-.,  ol  ^-^  ;  nous 

a\ipiis  (loiir  (Ifjà  cics  infijalilés  aii\(|iioll('s  dolxcnl  satisfaire  li  cl  ^„.  Los  mômes 
rDiisitléialions  nous  ilomiriaiciil  é^alcmcnl  îles  luéi^alilés  auxqncllo  devraicnl 
satisfaire  les  autres  },„, . 

Au  paragraphe   \    non>  mnoiis   luonlié   (pic.   pour  le    iiiou\ciiienl  al)M)hi,    la 

déleriiiiualion  des  /,„,  se  rnniène  à  l'élude  des  variations  du  rapport  de  deux 
fornu's  quadratiques;  ici  FiMudc  d'un  lappiul  analogue  ne  nous  donne  plus  les 
?.„,,  mai-;  des  limites  supérieures  ou  inférieures  de  ces  quantités. 

Maison  pcnl  aller  plus  loin:  n'assujellissons  plus  les  j'„  à  élre  réels,  mais 
posons 

ra=  Pa-i-  i^<!a, 

les  p„  et  les  g„  élant  réels.  .SoienI  alors  s],''  et  s^ ,  ce  que  dcNienl  s'  quand  on  y 
remplace  ;•„  par  p„  et  par  C7„  :  il  viendra  évidemment 

^a=(Ba-l-U„'-h..  .  )  -+-    (■/.(£;"-;-  WJ  +.  .  .  ) 

et,  par  conséquent. 


ce  qui  montre  que  c^  esl  encore  réel  si  k  esl  pair  el  purement  imaginaire  si  /«■ 
est  im|)aii'. 

.Fe  remarque  que  a„  est  encore  une  fonction  rationnelle  de  X  el  que  cette 
tnnciion  conserve  sa  propiiéti'  essentielle,  à  sa\oii'  cpi'elle  iie  change  pas  quand 
1)11  ciiange  à  la  fois  /  en  — i  el  /.  en  — 1. 

Ses  infinis  sont  toujours  ±  /,„  ;  si  alors  j'appelle  >,,„A,„a™  le  résidu  relatif  à 
/,„,,  et  — ).„,B,„(3"'  le  résidu  relatif  à  — 1,„,  il  sera  facile  de  voir  : 

i"  Que  A,„  el  B,„  sont  les  mêmes  pruir  Ions  les  a„  et  ne  dé'pendent  pas  de 
l'indice  a; 


2°  Que  A„,  et  B„,  sont  imaginaires  conjugués. 
On  n''n  plus  : 
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mais  on  a 

Eli  rcvaaclic,  les  roriiiulcs  (  18)  t'I  luulcs  celles  qui   s'en  déduisenl  resleni 
vraies,  de  sorte  que  ron  a  encore 

i(j;_,,,_,-^J,,,)(-iy-.  =  y%?^=IV>o. 
Les  équations  (22)  doivent  (Mre  1  eniplacées  [)ar  Ic^s  suivantes  : 


M 


o{~,n    '■'■nj  —        ^.f'"^«! 


On  tirera  de  là  les  3»  quantités  (^aii)  sous  la  iornic  de  fonctions  linéaires  des 
p„  et  des  T,,.  Donc  K2  et  Ki  seront  des  lormcs  quadratiques  définies  positives 
des  p„  el  des  (7„. 

Mais  les  p^  et  les  tj,,  m>iiI  :iu  iioinluc  de  2/<;  un  [louria  donc  les  clmisir  île 
telle  façon  (|iie  les  A,„  j>nissenl  prendre  des  valeurs  imaginaires  arbitraires  el 
que  les  A,„ B„(  =  I  A,",J  prennent  <les  valeurs  réelles  et  positives  complètement 
arbitraires. 

Alors  ,-^  sera  le  iiiiiiMiiiini  du  rappurt  ,^  1  et  —  en  sera  le  maximum.  Posons 
'-m  '  '  1^1  Xr 

f,„  =  6 ,  p,',  -h  O2  y^,  ■+-...-{-  (),,  fv'/, 
'<,  =  «1  3,1  H-  62  g^  -h  ...  -H  IJ,,  gV. 

Choisissons  ensuite   les  0  pour  ipir   le   i;ip|)(irl    suit  aussi   petit  (|iie   p(is>il)|c, 

en  supposant  les  p'"  et  les  ct'  ilonmis.  Le  rajtport  dépend  encore  des  p^^  et  des 

If  I 

\ciiii    sera--,  hn  soiiimi'.    iiuiis    ici  roiivuns    tous   les 


(7',  et   son   iiiiiMiiiMiM    11(11 


résultats  du  paraj^raphe  \  . 

Avant  d'aller  plus  loin,   ohservcms  (pie  les  deux   lonues  Hj  et    Un   piueiil   un 
rôle  analogue;  toute  notre  analyse  subsisterait  si  nous  changions  IL,  en  — Un. 

Mo  en  — M„  et  /,  en  r  • 
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XII.  —  Problème  du  vase  tournant. 

(JDiisIdi'Ton.s  1111  viiM'  (|iii  conlienl  un  liijuido  pesant,  mais  qui  esl  asit'z  pclil. 
nmir  que  la  pesniiieur  puisse  tMre  regardée  comme  conslante  en  grandeur  el  en 
direclion. 

Ce  vase  esl  animé  d Hue  xilesse  de  rolaluui  unilorme  ii  auldur  d  un  axe 
parallèle  à  l'axe  des  ;.  I-a  surface  libre  du  liquide  en  équilibre  n'est  plus  alors 
un  plan  luuizonlal.  mais  un  paraboloïde  de  révolullon. 

Toulelois.  nous  supposerons  quelî  est  assez  pelil  pour  que  l'on  puisse  négli- 
ger Q-  qui  eiilre  en  fadeur  dans  la  force  centrifuge  ordinaire,  sans  pouvoir 
négliger  il  (|iii  entre  en  lacleiii'  dans  la  force  centrifuge  composée.  A  cette 
condition,  ikmo  pourrons  regarder  la  surface  libre  coimne  un  plan  liorizonlai. 

Du  reste,  si  Ton  avait  à  tenir  compte  de  il'-,  il  n"\  aurail  à  lair-c  siilur  aux 
résultats  (pie  (pielques  modifications  très  simples. 

11  s'agit  d'i'tiidier  les  petites  oscillations  du  liquide  dans  ce  vase. 

Pour  cela,  nous  allons  voir  comment  les  principes  du  paragraphe  V 111 
peuvent  s'appliquer  au  mouvement  relatif  d'un  système  par  rapport  à  des  axes 
mobiles. 

Soit  un  .système  foiiiic  ilc  //  |ioiiiis  matériels 

/// 1,     jii-,,     ....     /II,,. 

I.ii  iiiasM'  du  pdiiii  ///,  sera  ///,  ;  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes  mobiles 
seront 

dan-  I  elal  <l  cquiliiue,  el 

dans  létal  de  iiioiiveuieul . 

Si  les  axes  moiiiles  sont  aiiniK",  d  iiiic  \ilesse  ilc  rotation  il  autour  de  1  axe 
des  .;,  les  projections  de  )a  vitesse  ahsnhii'  ilii  p<iinl  //;,  sur  les  trois  axes 
iiinldlfs  seront 

cl  la  t(u-cc  \i\e  absolue  du  s\sieine  sera 

...  x? '"  /  ^5"       ^■^r       d-l;-  .       ^'V      (     d'^  dliX 
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Le  prcniier  lerino  représente  la  force  vive  relative,  le  second  eL  le  Lruisiùnie 
représentent,  au  l'acleur  près  i2,  le  muiuent  de  l'otalion  dans  le  niou\eincnl 
relatif;  le  dernier  ternie,  fjui  cûiilienl  en  iacicur  iî-,  est  négligeable. 

La  vitesse  angulaire  i^  joue  le  rôle  de  y^,  el  Ion  a,  en  négligeant  ilans  T  le 
lernie  en  ii-, 

d'où 

(2)  n  =y  .^  ^^g-+f^-n-+<^^-  _  o  y  „,  /  ~ '''>    .- ''? 


^  dt      ->'  dt 


D'après  une  remarque  faite  au  paragraphe  \  111,  nous  pou\uiis  supprimer 
dans  II  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  q^^  qui  snui  repr(''seulés  ici 
par  le  second  terme  de  l'exprc^ssion  (a),  de  sorte  qu'il  reste 


r^  m  d^-  -+-  dr\-  ■+-  d^'- 


V"  "'  d^--h  dt\- 

"■■=    Zt  3ÏÏ 


Ho  =  -r 


Pour  passer  au  problème  du  liquide,  où  le  nombre  des  ludiecules  est  infini, 
il  suffit  de  remplacer  les  sommes  par  des  Intégrales  et  il  vient 


d-  d^-  -+■  dq-  -+-  dX,- 
—  ) 


J     1  dt 

Les  intégrations  sont  étendues  a  Ions  les  éléments  de  \(ilume  Jr  du  licpiide. 
(.)uanl   à  la  valeur  de  Ho= — V,  nous   l'avons  oiuenue  iiu  paragraphe   W  ; 
nous  a\  (ins  trouxé 

.  dm 

2 


H„  =  _ll=-/'^?'' 


l'intégration  étant  étendue  a  tous  les  éléments  oJ'.)  de  la  surface  libre.  Les  fonc- 
tions t,  ri,  Ç  sont  assujetties  à  deiv  conditions  : 
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1°   On  iloil  axoir  l'équation  de  couliiuiilc 

di     .    dr,        cl-: 

(<>  di--d-r-^d-z="' 

9."  Sur  la  jianil  du  vaso.  on  doit  avoir 
(5)  /Ç  ■+-  "ir,  —  r,;  =  o, 

/.  m.  Il  L'ianl  les  ciisinus  difccU'iirs  de  la  siiiiacc  de  la  paroi. 

(Jii  peut  supposer,  011  ouUc,  ((uc  les  diverses  molécules  du  lluide  sont  sou- 
mises à  des  forces  extérieures  el  (pic  le  travail  virtuel  de  ces  forces  pour  des 
déplacements  virtuels  ô?,  ori,  oÇ  des  molécules  est  représenté  par  l'intégrale 


rrfT(XSÇ  + Yovi-hZSÇ) 


qui   correspond   ainsi   à   la   somme  que  nous  appelions   dans   les   paragraphes 
précédents 

Il  faul  donc  que  l'on  ail.  en  vci'tu  du  |)i'iniipe  de  Ilamillon, 
/      I  ôll  -H   /  r/T(\o?  ■+-  V  or,  -)-  Z  8Ç)     =  o, 

ni  siipn(i--anl   que  oi,   or,,  oÇ  soni    nuls   poiii-  /     -  /„.   /  --    /,    cl   que   ;,  r/,  Ç  soni 
assujettis  aux  é(pialions  (4)  et  (5). 

On  peut  écrire  ceci  sous  une  autre  lorme.  en  intr<i<liiisaiil  deux  lonction^ 
arbitraires  ij*  el  0, 

-+-    /    i/ci'  0(  /  i5Ç  -I-  ///  ôr.  H-  7(  8Ç)      =  o. 

l.a   lioisiéiue  intégrale  est   étendue  à   touN   les  elr'uienls  '/'./  de   la   suilacc  de  la 
paroi  dont  les  cosinus  directeurs  sont  /,  ni,  ii . 

Celle  équation  (6)  est  évidemment  vraie,  (juelles  que  soient  les  fonctions  •[ 
el.  0  si  c,  0  et  Ç  sont  assujetties  aux  conditions  (4)  ^^  (^)-  ''•'  •^"  v"^'"'"  des  prin- 
(;ii)es  du  lalc.id  des  variations,  (die  sera  encore  vraie,  pour  un  elioix  convenable 
de  'Ij  cl  de  'J.  sans  (oie  £.  r;,  Ç  soi(;iil  assM|elln's  a  aucMiic  ccinil  il  inn. 
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On  arrive  ainsi  aux  équations  du  mouvement  qu'on  aurait  pu  obtenir  direc- 
tement et  qui  s'écrivent 

M-  dt         dx 

(n^  l  —  —  2Q  —  -t-  — i  =  y, 

^''  ^  de-  dt       dy 

d^  ^  _ 

de  "^  dz   "     ' 

à  l'inlt'rleur  ilii  \ase  ; 


à  la  surface  lil)re. 

.le  picnds  le  si^nr    -    (li'\aiil  ^'Z  daji^  la  drriiicri'  de  ce--  equalKUis,  parce  qtie 
je  considère  l'axe  des  z  posilds,  comme  dirij;é  vers  le  bas. 

Ces  équations,  jointes  à  (^4)  '"'  "'  (,■">,).  de  li  m  n  ml  les  (piatie  I<jiuI  ions  4,  'H,  Ç.  '-J^- 

Supposons,  en  particulier,  que  ces  quatre  f(mclions  soient  projiorlionnelles 
à  e'^',  nos  équations  deviendront 

dx 

dz  ' 

à  rint(;rieur  du  vase  ; 

(L  =—   -r' 

T   —  O   II 

à  la  surface  liljre. 

XIII.  —  Développement  en  série. 

L'eliiiiiiialion  de  ■];  entre  les  e(pialions   (^j  b/x)  nous  conduit    aux  équations 
suivantes  : 

-'■\dz- dy) -■''"'  Tz-dl- d'y' 
,    ,     ,  \       .Jdl       dix         ..  d',       df.       dX 

(''^'•^  \-'--[d^-dz)-'^'''-''d-z  =  d^-dI' 


dz        dy        dx 


H.  P.  —  Vltl.  33 
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à  l'intOrlcur  du  \ast'  ; 

\       ^ 
(8) 


^  =x-^  ),.._, a-x,, 


—  s:  -p-  =  V  -(-  X-Y)  +  ii 0.1.1, 
"y 

i    ^  (h»  =  o 

il  lii  Mirliiie  lil)ri'. 

I,ii  li-i)isii'iii('  ù(liialli)n  (  (S  )  c^l   iiiic  (■iPiisi''(|ii('iic('   iiiiriiédialc  (l(^  (4)  (jL  de  (.")). 
Sii|i|)(>>()iis  iiiiiinlcuiiiil  (|ii('  l  1111  ail 

\  =  X„-H>,X,,         V  =  Y„+XY,,         /.  =  Z„+X/,| 

l'I  qui' 

Xo  djc  +  Yo  c/y  -+■  7-0  </.: 

M)il  uiiL'  (lillrit'iilicllc  rxacic. 

Développons  '-.  V),  Ç  suivauL  les  (iinssaiices  croissaiiLus  do  À,  do  telle  sorle  que 
I  nii  ail .  |iai'  i'\('iii|)le, 

\lor>  les -e(|iialii)iis  (  ~  1er)  cl  («S)  nous  doniicnl.  ru  ei;alaiil  les  eoet'licicnts  des 
|iiii>>anee'-  M'iiildaliles  d(^  X  : 

Premier  groupe. 

ir^  d'c,»         <l\\  d'Ls 

„-o'-^  =  ^-^, 
•■'     '  \  dz         dx  dz 

I  _  ■  ■()  'Su  —  ^^^'  _  ^^^  I 

(  f/c  dy  d.i: 

a  rinirrii'iir  du  vase  ; 
,  /    ,  <l\o        dc^„        din 

a  I  iiili'i  leur  du  \ase  ; 
pour  la  paroi  ; 

|)our  la  surface  libre. 
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Deuxième  groupe. 


(7  b)  _o/Q^i  =  ^_^:^ 

dz         az         dy 


et  deux  équiilions  qu'on  en  tléduil  par  symétrie; 

,  ,  .s  dit         dr^i         dit 

(56) 

'Il 


(86) 

^       '  '  dl 


(7  c)  —  2/1-' 


6-^   =Y>-t-2(Q£,„ 
/  :,  rA.>  =  o. 

Troisième  groupe  («  >  o). 


dz.  dz  d\ 


et  deux  cquiilions  qu'on  en  déiluil  jiht  symelrie, 

/  ,  ,  ,  d^„+t  dl]ii+l  rfïn+l 

(8  c) 


/  Ç„  (/w  =  o. 


\  civdiis  e<iniuienl  ces  Irois  giou|ie.s  d  équiilioiis  \<(nt  nous  periuetUe  de  déler- 
iiiiuer  jiMr  réeurrenee  toutes  nos  ineunnues  : 

1°  ]^es  équalidiis  (7rt)  déterminent  ç,,  à  une  fonction  inconnue  |iiès  de  x  et 
dey,  les  écpialions  [Ha)  aciièvent  ensuite  la  deleruiinalimi  de  Ç,,.  Ces  deux 
équations  (8f/)  sont  ci)ui|)alililes,  parce  que 

Xn  dx  -h  '^i  0  dy 
est  pour  ^  =:  o  une  cHiVérentielle  exacte. 


a6o  L'EQUILIBRE   ET    LES    MOUVEMENTS    DES    MERS. 

a"  Pour  achever  la  déterminal  ion  dv  i,,  cl  -fin,  nous  dexons  nous  servir  des 
é(juatii)ns  {^o)  et  (3  a).  Ces  éqnalidiis  nous  l'onl  couniùlie 

-; i 7—       et       (to-l-'"'lo, 

d:v         dy 

|niis(|ut'  Ç,|  Oïl  cul  icri'uii'ul  tlelornilni'.  D'aulrc  pari,  £„  cl  ■(,„  >onl  (icfinis  à  deux 
louclious  ar-luliMiic-  pirs  de   r  el  de  )■;  c'est-à-dire  (|uc  l'on  a 

C      C'      _1_    s"  -r       .,  '         I       -,  " 

ço  —  ;  0  -t-  ;  Il  1         '10  —  n  0  "f"  n  II  ' 

:„  cl  7,„  claiil  cul  pririiiciil   conuu>,  pcuiliiul  (|uc  i,  cl  ■/■/„  ne  tlc[icndcnl  (lue  de  X 
cl  de  r.  I.cs  l'ijualions  (  'jf^')  et  (^ .">(/")  pcuveiil  alors  s'écrire 

0  el  'J  cliiul  dcM\  louchons  connuo  de  .r  cl  de  )'. 

Ces  ét|ualion.--  ne  -.mil  |i:is  loujouis  coni|)alil)les.  Soil,  en  ellel, 

z  =  /i(x,x) 

1  ei|ii,il  mu    de   l;i    |i;ii'oi   ilu    \ase.    Les   cosinus   direcleurs   /,    //( ,   />   soni    |)ro|)or- 
I  loniicls  à 

>/x        dy  ' 

de  -lOile  que  la  seconde  équaliou  (  f)  (i  )  peut  s'écrire 

,„  d/i  „  dh       , 

Soit  alors  l'"(/'J  une  louclion  de  //  i|ui  s'iinnuic  jiour  h    --  o;  on  luira 

l'inlégralioii   eUinl   clendue  à    loule   Im   Mirlacc  du   \a>e,  |)Uis([Ui'  sur  le  liord  i\\\ 
vase  F(// )  s  iimiulc. 

(jclii  |ieul  s  l'crirc,  en  lenant  coiiiple  d<'s  c(|ualions  (()</), 

(loa)  /  r/yw/j[F(/09 -i-F'(/0»J  =  "• 

Il  liiiil   doiii  Iqne  \,,   \  ,,  '/.j  s;il  islasseni  à  cciliiini's  condiljons  (juc   je  n'écrirai 
pas. 

.SiJ|)|)OSOns   lu   cundilion  (loc?)  satisl'ailc;  je  dis  qu'elle   scim   suffisante   |iour 
que  l'iiii  |)uissc  dclciiiiiiu'r  cô  et  r;||,  d(^  laçon  à   salisl'aii-e  aux  équations  (gw). 
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Nous  jjouvons.   en  cllfl.    Idiijdiiis   linincr  deux  lonrlions  £*   et  r,*   (jiii   sulis- 
f'assonl  ù  la  preniiùre  des  équations  iga) 

dx  fly 

Cela  peut  se  faire  d'une  infiniti' de  manières;  on  peut,  par  e'xeniple,  prendre 

\'„=  Ç    ç  dx. 


'10  —  "J 


On  aura  ensuite 


icj  =  ?" — r.'         ■'■iu  = 'In-i-  -7-) 
>n  dx 


i|>  étant  une  fonelu)n  auxiliai 


re. 


La  seconde  équalion  (()'/)  inonlri'   cii-miIc   cpie  Ldoil    sal  i>,tiiiic  à  iiur  e(pia- 

tion  lie  la  tonne 

d'I  dh       <ll,  d<l       , . 
^^"'""  didj-dxty  =  '  ' 

0*  c'Ianl  une  f'nnelion  ronTiue  de   r  el  <le  r.  Fn  ^  cri  11  de  (10^/  1.  on  aura 
(10)1  bis)  r  </xd\F(/,)ll'  =  o. 

Prenons  alcu's  un  svsiènie  pailiculn  r  de  eoordonni'cs  «pii  ((unprendra  la 
\aiial)lc  /;  et  une  \arial)le  s  fpii  \aneia  Ar  n  à  ■>-  quand  on  tera  le  tour  de  1  une 
des  courbes  fermées  /(  =  const.  Soit  J  le  jacoliien  ou  déterminant  fonctionnel 
de  X  cl  de  y  par  rapport  à  5  et  à  //.  Les  équations  (g  a  bis)  et  {10  a  bi.i) 
deviendront 

(gâter)  4^=J0*. 

ds 

{100  ter)  Il  ¥'(h)}f)'  dhds  =  o. 

L"(''qualion  {\o  //  ti'r  )  n\;\n\  Iumi.  que!  fpie  soil  !<"'(//  ).  nous  pmirrons  ('erire 

{10  a  qua/er)  1       JO*f/s=o. 

•'o 

L'(''quation  {g  a  ter)  nous  donne 

<l  —  j     J6*  (/s-i-  fcint'tii)ii  arbitraire  de  //. 
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Mais,  puiir  (|U('  ccWc  lunclioii  xnl  iiiiiliirnic.  il  lanl  r\  il  smUIi  (pic 


j: 


.10  •  </s  =  (1. 


Or  celto  riiiKJllimi  est  rcni|ill('  on  \oitii  de  l'r'qiialion  (  \o  a  qiniler). 

.V'   La   liiiu'lKin   i  ui'Al  ciirori'  ili'lcrimin'r  quà   une  loiicllini  ailiilrali'c  iirôs 

(11'   Il    ([lie  j'appollorai    f[ln\    si    ci'll<'    rmirlidii    /{//)    l'Iail    cinii les    ('(iiia- 

tlons  {"y  0)  <'l  (8/;)  ili'lcriiiiiii'raiciil  'i  ciMiipIrlciiicnl  cl  £,  cl  r,,  à  des  lonelious 
ailiiliaii'cs  près  de  .r  cl  di^  )'.  Il  csl  aise  de  xiTiiier  (pii'  les  ('(iiialioii.s  ("8  b)  sont 
Iciii jours  riiin|ialil)lcs. 

•j"    Il   l'aiidiail   cnsiiilc  aclicvcr  la   (hMeriiilnal  ion  (\i'  li  cl   rji  à  l'aide  de  (4  ^) 
cl  ('^bj:  ))()iir  cela  piisdiis 

E',  et  r)',  clanl  enl  lèrciiienl  (•(iniiiies.  laiidis  (pic  >"  cl  r/,'  ne  d(''|iendcnl  rpie  do  x 
cl  de  )•. 

Aoiis  airivei'ons  à  des  inéquations  de  nu'^ine  forme  que  {(jri  )  ipii  s'ccriionl 

où  CBi  el  Oi  sdiil  deux  ((dielioiis  (diinues.  l'oiir  cpic  ces  cipialions  soient  compa- 
tibles, on  dc\ia  avoir 

(l(>6)  ldx</y[F(h)!ai-hV'{h)n,]  =  o. 

:>     J  ai  (lil   (iiieÇi,  -t^î-t-j  Oi  cl   'J|   claienl  îles  tondions  connues,  ina(s  en 
fi  z     fi  z       ' 

supposaiil  (fKa  Iti  fdiii-liiiii  f  {  h)  sfiit  roiunie  (lillc-iiiriiic. 

.le  vais  maintcnaiil  me  servir  de  ('(■(pial ion  (  io6)  poiii- aclie\ or  la  diMcrmina- 

lion  de  /{/i  ). 

X'  ■  is.  s.       d:a      <-l'r,o      ..  ,       ,  .■/J,         ilru 

Aons  connaissons  roniplctemenl  l        ;    ,  — -i- ;  il  en  resiillc  (uic  -;-  et  — r-  sont 

'  '  tlz        (tZ  '  flZ  f/Z 

aussi  entièrement  coiunis;  an  conlrairc,  ~  n'est  pas  compli'lemcnt  dclcrminé, 

parce  que  -^ -!-  ne  1  csl  lias. 

'  '       fûy  dx  ' 

■r  ^      \>.  ■     •  .  -  ri  /  I  \  dh  df(h) 

£,,    est    détermine    au    terme    près    — /'(/i)—-= i-i — i   et    ri,,    au    icrme 

'  •'  '  r/)-  riy 

j-i  /  I      dh          d  ft  h  )      ,,  ,       ,  (/^i  ,  ,  .      , 

prusy  Ui)-.-  ;=  -^^-T Il  en  resiillc  ipie  —.'-  sera  delermine  au  lermc  près 

-^\f(li). 
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Lii    \iil<'ur  de  Çi   pour  ^  =  o   nous   est,  donnée  par  les  équations  {Hb);   mais 
(uuiine   tii    el    y;,,    ne    sont    pas    entièremenl    déterminés,    ces   ('(111:11  ions   nous 

monlronl  fine  -^  el  -,-  soni  (^lcl(iriiiines  n  des  lermes  lires  en 
'       11.C        cl  y  ' 


■'iU  dl\h) 
ir        lie 


el,  par  eonsequenl.  i,  à  un  terme  près  en 


2  ai  r//(/0 
g        dv 


■>  l  U 


en  supposani,  ee  rnii  esl  peiiiiis, 

/  /(h  )J,.,  =  o. 

La  valeni-  de  Çi  pour  z  ^  ti  esl  alors  delerminée  à  un  leiine  pi'("'S  en 

//  '  /  0 

'  —  .^^ 

el   re(pjalioii  (\ob)  prend  la  tonne 

(jobbis)  I  ,/.i-,/y\—F(/i)  \f(  I,  ) 

I        ■      4--'"/\l 
-!-  F'(//  )  I  /(  A/' — 1     =  expression  connue, 

ou  liieii 

{\obler)         I  }  ,//i  dsï(/iF'—r){/'  \/,  -^-/"\}/,) 


4  W-  F'/ 


p'.n 


xpression  connue, 


où  j'ai  pos(;  pour  abrégi 


•"-m'Hî) 


En   inlégranl    jiar    partie   el    reniarfpiani    (pie  F(//)   s'annide   |ioiir  A  ^ n 

Iriiuve 

—  fdxdyF(h)\f{/i)  =  f  d.r  dyF'i  h)/' {h)l)  h; 

de  sorte  que  l'équation  iio  b  /c?')  de\  ieiil 

/  JF'  1//1  ds(  h  f  \li  -¥-  Il  f"  D/(  -t-/' —  =-  )  =  expression  connue. 

La  fonriion  F'  étani   connue,  on  pcul   llrei'  de  là  l'équation  difl(-renlielle  (pii 
(l(dinli-a  .la  fonclion  /'. 
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Soit.  iMi  i'tT<'i . 

A  =   r      .1  D  h  ,h,  '*  =  /"      J  ^h  '/-s  < '•  =  f      J  '1^  ; 

.\.  1?.  ( '.  Miiil  (les  tV)iictions  conniK^s  de  //. 
Nulle  ('(imitidn  (liHV-rcnliellc  •sfciil  alms 

(M)  V/(/"+/'(M/(  +  C)  +  KC/=  E, 

V.  (Miinl  iino  fni;ilri("'m(^  fiinrlion  r(iiiTiii(>  do  //. 

(Vi'sl  lii  imr  (•([iiiilidii  (liHV'ri'iillcIlc  du  dru\i(Miii'  oidrc  ijui  ne  délcriniiic  1m 
liiiirtidii  /  (iiià  drn\  fdiislaiilcs  iiiliil  iii  ii('>  iiri's. 

\  (ivons  iiiiiiiiii'iil  (111  |MMil  dcliTiiirpicr'  ces  coiiNlanlcs. 

.Ir  -M|i|iiiM'iMi  i|M('  In  1(111  (lu  m  II  u';\  (|u  un  seul  iiiiiMiiiiiiii  t^\n'  j'appellerai  //„, 
de  hdic  liicdu  (jiic  les  courbes  //  :^  eoiisl.  soieiii  des  Tourbes  fermées  s'enve- 
l(i|ipant  iiiiiliudleiiient.  C'est  d  ailleurs  ce  (|iie  j'ai  (\v\i\  siippos(''  implicitement 
en  prenani  les  variables  //  et  s. 

Cela  pos(''.  j'ol)serve  que  .1  s  annule,  ainsi  rpic  1)//,  puni//  =  A,,.  Il  en  rt-sulte 

A  • 

ipie  A.  B.  C  et  E  s'annulent  i''<;al(Muenl  el   il  en  est  de  même  de  ^i  tandis  cpie 

li  .    .  ..  E 

^,  reste  lini  cl  (ju  il  en  esl  de  nu''me.  en  i;(''n(''ral,  de   x,' 

.Si  j  l'cris  l't'tpialion  (  i  i  I  sous  la  liuinc 

je  vois  que  le  coefficienl  de  f"  s'annule  deux  fois;  pour  A  =;  o  el  pour  //  =:  /(„. 

Il  en  résulte  que  pour  //  =  o,  par  exemple,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (il)  devient  infinie,  ou  du  moins  que  ses  dérivées  d'ordre  suffisamment 
élevé  deviennent  infinies. 

Si  donc  on  veut  que  y' reste  fini  pour  k  =  o,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  il 
faudra  assujettir  les  deux  constantes  d'intéf;ration  à  une  certaine  relation. 

I)i'  iu("'inc.  SI  Ton  \ciil  (MIC  /'  icsic  liui  pour  //  ^ //„,  ainsi  fpie  toutes  ses 
d(M'ivées,  il  liiiidiii  assujcilii-  les  dcuA  conslantcs  (rinl(''i;ial ion  à  une  seconde 
relation. 

Ces  constantes  devant  ainsi  satisfaire  à  deux  relations  seront  enlii'i'rement 
délermin('es. 

La  lonctioii  f  esl  donc  di'-teriiiinéc  complètement,  ainsi  que  'i„,  ri,,,  Çi  -^» 
'^,0,  elO,. 
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6"  Les  fonctiiins  cpi  et  Oi  ainsi  déterminées  satisloni  à  la  ciindilit)n  (iu/>); 
on  déterminera  ;"  et  r)"  par  les  liqualions  {()b);  ce  qui  nous  l'cia  ronnaîlre  ï, 
el  rit,  non  pa--  coniidèlemrnl.  mais  à  des  termes  près  en 

/t(/i)  étant  nnc  nouvelle  fonction  arbitraire  de  // . 

'•"  Aous  formerons  une  équation  (lof^  avec  (4^)  et  (5  c)  de  la  ni<^me 
manière  que  nous  avons  formé  (loa)  a\er  (-\a)  et  (wy)  et(io/>i  aver  (4^) 
et  (5  6);  traitant  ensuite  (loc)  comme  nous  venons  île  traiter  i^iub),  nous 
déterminerons  /')  (//).  La  détermination  <le  ti-  ''a  ft  Çi  sera  ainsi  achevée. 

8"   Par  les  équations  (7  c)  et  (8  c),  nous  déterminerons 

(j"  La  condition  (10  c)  étant  remplie,  les  équations  (4*^)  ft  (5^')  sont  com- 
patibles. Elles  nous  donneront  Ej  et  rjo  à  des  termes  près  (>n 

-/,(/,)  ;^      et     f-Ah)-, 

f->{li)  étant  une  nouselle  Imiil  nui  arluliaire. 

10"  On  déterminera  /^{h)  comme  ou  a  dclermliii>  /'( //  1  cl   /,(//).  La  déter- 
mination de  £..,  TOo,  Ç2  sera  alors  termini'c. 
El  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dû  supposer  plus  haut  que  non  seulement  Xq,  Y„,  Z„,  mais  Xi, 
Y),  Zj  doivent  satisfaire  à  certaines  relations.  La  généralité  se  trouverait  ainsi 
restreinte,  et  pour  ('viter  cela  nous  poserons  non  plus 

X  =  Xo-l-XX,, 

mais 

X  =  Xo+/.X,-hX2X2,         Y  =  Y„-f-XY,+  /.2Y,, 

Nos  équations  doivent  alors  être  modifiées. 

Dans  l'équation  (76),  on  doit  ajouter  un  second  membre  —r^ 7-^  et  il 

1  ^  '      '  ■'  dz  '  dy 

faut  modifier  de  même  les  autres  équations  (h-dulles  de  i~  h)  par  svnK'trie. 
».  f.  -  VIII.  :i4 
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Les  écMKilliills  (  s  r  )  (loiM'llI  t'^alciiicill  ('■lie  iniMlilici'N  |iimji-  //  -^  i  cl  Idii  do  il 
les  t'crirc 

'1(1111  ce  (iiir  lliiiis  iUdiis  (lil  ^nllsl^ll'  d'il  I  lien  Is  l'I  Ic^  liinrlhiiis  \._,,  \  .^.  /., 
|i('il\  l'iil  rlic  (|iii'l('iiii(|ii('s. 

Nous  il\<)Il^  iiiii-i  Ir  iniivcn  de  d(''V('lon|)(>r  ;,  rj,  Ç  suhnnl  les  |niissMnros  de  /  ; 
mais  lo  llulliiimi'  de  ('iili\(l!;iil(i'  ol  r\  idciiiinclll  lllllilc. 

C'est  ici   (111  (III  pciil  ii|i|ilii|ii(r  les  iHincii»"-  du  |iiinif;r:i|ilic  \l. 

]\(;)US  avons  vu  ipic  daii>  le  Ciis  où  il  \  ;i  iiii  iiniiiliir  liiii  de  dci^rcs  de  lilicrlc. 
les  (iiiii  iil  ili'N  t/„  ((lin  siiiil  il  ii;i  l(if;ii('s  à  î,  rj,  Ç)  miiiI  des  liiiicl  kiiis  r;i  I  k  Jinudjcs 
de  /.  demi  les  mliius  soiil  les  (|iiaiilil('s  nr/.,„. 

Ici,  le  iiiinilirc  des  (l('i;r(''s  de  liboili' chinl  illiinilé,  >,  r;,  Ç  seroni  dos  fonriions 
iiniioriiii's  (cl  Ire--  iirohaltlcinciil  m(''roiii()i])li('s  )  de  1.  En  miilli|dianl  le  dc\c- 
luppenieut  de  ï  Mii\iiiil  les  |iiii>saiiccs  de  /.  jiar  un  jiid vudiiic  l(d  (jiic  le  siii\iinl  : 
(  ).=  _  -/.-f  )  (  X2  -  XS  ) .  . .  (  À'-;  -  À,^,_,  )  (  X2  -  -,.1), 

on  cli'iidra  diuic  lM'aiiciiii|i  I  clciiduc  du  doiiiaiiic  de  ciniN  criicnro  (  il  csl  iik'miic 
probable  iiii  on  |ioiii'i'a  I  l'iciidrc  indcliiiiiuciil  i  cl.  d  iiiliciiiv.  un  iiiii;iiiciilcra  In 
ra|)i(lilc  i\c  la  cnm  citicncc. 

De   la    I  iiilcn''l    (lui   sallaidic  à   lii   dclcriu  mal  ion   iIcn  /,„,.   Non'-  a\(ins  nu   (lui' 

rctle  tli'lcriiiinal  ion  poinail  i('|ioscr  sur  hi  coiisidcral  ion  du  la  |i|iorl  -j^;  ici  ce 
lappoil   s'ciTil.  eu  lai-aiil.  |iar  c\ciu|dc.  // :=  .i, 

(12) 


J'observe  riuc  ce  rnpporl  esl  csseiil  udlciiicnl  posilil.  En  ellel.  si  nous  suppo- 
sons, comme  il  convient,  X„,  Y,,,  Z,,,  \.j,  ^3,  /.,  re(ds;  \i,  ^  |.  /|  pnrcinenl 
imaginaires,  il  ariixeia  que  ;.j,  yjo-  Ç).  £»•  '')-.,  Ç-,  seront  ri'els,  landis  (|ue  î;,,  yj;i, 
Ç:,  sêidiil  purciiicnl   iiuai;inaiics. 

Les  fonctions  i„,  r^n,  Ç„  d(';|)eii(ienl  ('X  Ideinnienl  du  clioix  de  \,  ^',  Z;  suppo- 
sons donc  (pidii  choisisse  X,  ^  ,  Z,  de  lacoii  (pie  le  rap|)orl  ,-  soil  luaMiiiiini. 

Le  maxiiiiiiiii  .■liiisi   olilcnu.   (juc   j'app(dlciai   le  pieiiiier  iiin.riminii .   esl    jUM'ci- 

I 
sèment  -r-  ■ 
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Soit  mainlenanl 

X  =  xi  Ai  -I-  22  A^  +  .  .  .-I-  2,,A/,, 
Y  =  21  B,  +  20  B2-1-.  .  .-\-  -j-ii  1!/,, 

/  =  J.|  C|  +  «2  C;  -H  . .  .  -H  -Xi,  G^,, 

les   a    (■liiiil    ilrs    rdrlllnciil'-    milcl  ciinino.    les   A,    B,    C    ('Iniil     des    tonrlidiis 
(|iii'lf()n(|iies  iJl'  X,  ■)',  z. 

Les  lonctions  A,  B,  C  l'Uinl.  d'abord  siipjxjsros  donncps,  clioisissons  les  coef- 
ficients a,  do  telle  l'iicdii  (]iie  le  rappori  (la)  soit  ininiinum.  Soil  R  le  minimum 
ainsi  obtenu.  Ce  iiiiniiiitiiii  R  dépend  (hi  choix  des  fonctions  A.  15,  ( '.  ;  choisis- 
sons ces  fonctions  de  lidie  lacon  (pie  1!  soil  niaxiiiiiiiii.  Le  iii;i\iiuiiiii  ainsi 
(ilileiui    sera    ci'   que    |"appcllci;i  1    le  ^;"""'   niii.i  1  mu  ni    du    rappori    (  1  a  )  ;    il    ^^era 

égal  à  ,-^  • 

TdUl  esl  ilonc  ramené  à  ItMiide  (le>  iiiaxima  suecessits  du  rappoil  (la). 


XIV.  —  Cas  d'une  profondeur  très  petite. 

Tonl  ce  (pii  précède  est  susceptible  d  im[)<)ilanles  simj)lificalions,  ipiaiid  la 
profondeiii'  ilii  \ase  esl  InlininuMil  pelile. 

Nous  pouvons  alors  développer  Iniiii's  nos  quantités  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z  et  néglisier  le  carré'  de  .;.  Nous  aurons  alors 

X  =  X  +  ;  X",         Y  =  V  -H  ;  Y",         z  =  Z'  -+-  =  Z", 

^',  ^",  .  .  . ,  X',  X",  .  .  .  étant  des  fonctions  de  x  et  de  j'. 
La  troisième  t'fpialion  (■jter)  deMeiit  alors 


\  ".y      '•• 


yv  _  rfY' 


Les  équations  (8)  deviennent 


—  ^—    =  Y'  -f-  À^r^  +  «(UaÇ  , 


A'/w  =0. 
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l)':uitio  iiarl.   (4  I  nous  douut'  (^cii  uégli^eanl  lo   Iciines  en  :;  dcxant  ceux  c|iii 
in'  (•(iiilii'iiiu'iil  pas  c:^ 

-y-    -I-    -y-^    -f-  r  =  O 

Cl  (5)  do\i('nl,  en  iiégligeani  lo  Icrnics  en  ;'-.  zli.   .... 

_,  <lh         ,  dli       „,       ,  „,, 

En  l'iiniinanl  "Ç"  l'nlio  ces  (''f|uali(iiis.  nous  li'oiivons 

\d}-        dx  )  "     \dx        dr  )        dy         dx 

d(hl')        d(hr,')  ^  j,, 
dx  dy 

Ji'  transcris  rps  t''(|iialions  en  siipiMuu-ant  les  accents  tleveniis  inutiles. 
(')  dl 

I    —  S'  —'    =  \   -H  A-  r  -I-  •_>  l  QA?, 
'  '     '''■ 

(2)  /    Idfi  =  o, 

(3)  -''^^  ~  'fx)  ^  ""'(jx  -"  .â')  -dJ-dTx^ 

iJt'M'Iojjpous   iiiainlenanl   loulcs  ces  expressions  suivant   les  puissances  île  /,  et 

SOll 

X  =  XoH-  ÀX,  -h  5.2X„         Y  =  Yo-f-  ÂYi  -+-  \^\„ 
Ç  =  $0 -+- À?i -1- À' Ç-2 -+-••• -t- X"  5,1 -f- ... , 


Nous  arriverons  à  la  série  d'équations  suivantes  : 

Premier  groupe. 

('«)  -g-^=y.,,      _,.._=  Y„, 

(,  ,.   .         n/.Vo  d\i,\ 

avec  la  condition  — ; —  =  — ; —  )> 
dy  dx  ) 

\  ,/./.-  dy  I         dy  dx 

,,     -  'lliin         dh-r^ii 

(4û;  —j—  H — j-  =  ?"• 

il.r  dy 


(lè) 

(2è) 


(46) 


(4c) 


(irf) 


(3rf) 
(4rf) 
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Deuxième  groupe. 


(36)  2ïo('^  +  '^'i  =  — --^'    ■    "'■'°        ''''" 

\dx  fly  J         ri  y         I, 


I   '^1  </m  =  o, 

Ix         dy         dx 


dh--,        dhr,,  _^ 
dx     ^    r/jK     ""■ 

Troisième  gr.aipe. 
(ic)  /  dU        ^. 

r/(.)  =  o, 


( 


(2C)  JÇ,, 


Quatrièm.e  groupe  (n^2). 


(2rf)  rr„fAo  =  o, 


~  \  f/^i:  dr  /  dy  dx 

d/ii,i         dhr^„ 


dx      '       dy     ~^"- 

A  ces  équations  il  faul  iMljuindre  les  siin unies  : 

Soil  F(/«)  une  fonclion  quelconque  du  //  s'annulanl  pour  A  =  o,   on  aura, 
comme  clans  le  paragraphe  précédent, 
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iroù  Ion  lire  los  ('(jiinlioiis 

(.o«)  j\.,.[..a.>;„r^,r-/.r)(^-:^)]  =  o, 

(.0.)      j-<^4^'^n.F'-(F^^n(f-S-|-ê)]  =  o, 

(.oc)  y,/,o[..-Q^„F'+(F-;.r)(%i-%l)]  =  o. 

L"équati(>ii  (loa)  est  une  condition  m  ia([U('lle  iloivcnl  siili,st';ilre  \f<.  t'onctions  Xi 
et  Y,. 

Les  équiitit>ns  (106)  el(ioc)  doi\enl  servira  déterminer  £„,  r),,,  cn^i-  fin-i- 

\  oici  coinmenl  se  dirigeai  les  calculs  : 

Les  équations  (i  a)  et  (:'.  o)  déleiinineronl  Ç,,  ; 

Les  équations  (3rt)  et  (4^0'  T''  *""'  compatibles  si  la  condition  (loa)  est 
satisfaite,  détermineront  E,,  et  r),,  à  des  lei-mes  près 

dy  [dx 

fa{li)  étant  une  l'onction  arbitraire  de  //. 

Les  équations  (1  b)  et  (2  b)  détermineront  Çi  au  terme  près 

n  io 

.^ 

En  iii(''iiii'  lem|)S -j^ -7-;- sera  dcleriiiiné  au   lerme  près  — A/\,{/i);  de  sorte 

tnie  1  l'qualion  [10  b)  prendra  la  loiiiie 

/  do>    —  — ^  F/o  -^  {hP'  —  F  )  \fu    =  expression  connue. 

(j  e>l  1  ciiuiil  Kiii  (10^  bis  )  du  parai;raplie  pircédent  el  nous  avons  \  u  comment 
\\  laul  la  Irailer  pour  déteruiinci-  /'„(//). 

I^a  lonclion  yii(// )  étant  ainsi  connue,  la  délcriuuialion  de  i,,,  Yi„.  Zt  se  trouve 
achevée. 

Et  ainsi  de  suiir 

Pour  pouvoir  applupicr  les  principes   du  parayrapiu'   \l,   il  nous  laut   voir 

ce  que  deviennent  nos  fonctions  Hj,  II|,  Hu  au  tiegré  d'approximation  adopté. 

(  )n  trous  e  aisément 

■  h  di»   d:'-  H-  (/r,- 


_    r  h  dM   d:-  ■+-  a 
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Le  rapport  p-  preinl  alms  la  turine 


dif> 


En  leiuiiil  coinple  des  ûqiui lions  [i  d)  [/i  ^^  ^)  cl  (^  cl)  («  =  ii),  ceUc  expres- 
sion devient 

cl  elle  ne  cunlienl  [dus  que  Iruis  lunctiiins  aijjilraires 

Ç3,         fiS,        4l- 

Ces  iKiiï  liinelions  ne  sont  pas  eependaul  cnlièrenient  arbitraires,  ear  elles 
sont  assujetties  à  la  ((Hidilion  (2r/)(/«  =  4)  el  à  la  condition  (ioc)(«  =  4)- 

Ces  conditions  sonl  d  adlcur-.  \vs  beuhvs.  Si  (dles  sont  reiiiplie>,  on  pourra  à 
l'aide  de  {'-i  d)  et  (4  c/j  t^"  =  4)>  pi"*  "^t-  (  i  d),  (2  </)(«  =  5)  et  (10  c)  (/t  =  5), 
déterminer  ïj,  rji,  Ç5,  cl  ainsi  de  suite. 

îl  reste  à  \oir  que  ces  fonctions  ;,,  rj,,  J»  sont  coinpalihles  a\ec  l('^  équa- 
tions (1  a,  //,  C-),  (aa,  ^,  cj,  (3«,  0,  c),  {\a,  b,  c),  (io«,  b),  (1  d){n  =  o 
et  4),  (2  (<;)(«==, 3  et  4),  (3).  (4J)(7i  =  3),  (ioc)(«  =  3). 

Or  cette  compatibilité  est  évidente,  (1  c^)  («  =  4)  dcjunera  £..  cl  Oo  el  eiitiai- 
ncra  comme  conséquence  ['6  d)  {n  = '.V)  ;  (^  d)  (  11  =z  '.y  )  nous  donnera  Ç..  el 
entraînera  (loc)  («  :=  3)  et  (2  c?)  (/;  =  .i  ). 

Ensuite  (i  d)(/i^'.i)  donnera  c,i  et  r,i  et  entrainera  (3c);  {\c')  donnera  J^ 
et  entrainei-a  (10  c  )  (n  =  2)  et(2f). 

On  pourra  choisir  X^  el  \  j  arhilrainuieiil  ;  (  1  c)  donnera  £„  et  rj,,  et  entraî- 
nera (3  6);  I  ]  b)  donnera  J,  cl  eiiliainera  (  lob)  et  (2  b). 

Enfin  (  I  b)  donnera  \|  cl  ^  ,  et  entrainera  (3  6);  (4'')  dcumcra  'Ç„  et  entraî- 
nera (10  «^  et  [2  a);  [i  a)  donnera  Xo  et  Yo. 

Voyons  maintenant  si  nous  ne  pouvons  pas  nous  aHranciiir  de  ces  deux  con- 
ditions (:>  d)  \n  :=  4  '•  ('O  c)  {n  =  4). 

Pour  cela  j"oljser\e  d'abord  que  si  j'aj(uite  à  Ç^  une  constante  quelconque,  le 
dénominateur  de  (5)  ne  change  pas. 
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Il  on  est  encore  de  même  si  j'ajoute  respectivement  à  5;,,  rjy,  Ç»  les  termes 

d/\h)        df\h)              liilfik) 
■ =-; )       — j )       +   ) 

(1y  fix  g 

J\li)  élanl  mit'  linulion  quelconijuc  de  II. 

On  est  (lune  amené  à  chercher  à  tléterniiner  celk'  luiiclidii  y\// j  de  lellc 
taçuii  que  le  nuiiiiMiileur  soil  iiimiiuiiin. 

.le  |i\ii>  ciiCDii'  l'Mdiicci'  le  |n(il)lriii('  ru  ilMulri'-.  Icniirs  :  (luclle  e.sl  la  coiidi- 
liiiu  i|ui'  cloncul  i'<'iii|ilir  lc-<  liuiclinnN  £;,,  r);i,  Ç,  |)(iiir'  c|iie  le  niiiiK'T'aloiir  auj;- 
nu'ulc  ([uiiud  (lu  tliiiiii;!'  î;,,  r),-,,  Ç-,  eu 

.        d  l\h  I  il  l\h)  ,,        ■<«<>   .   ,  ^ 

^^--iTT-'        -^'^'-^^ZT-'        -+— /I/O, 

cl  cela  quelle  (lue  xiil   la  liuulmu  a  iliil  1  iiiic  /\/i)'! 

Eci'ivons  dciuc  ijiie  la  \Mriiiliiiu  de  ce  uiinuTaleur  esl  nulle 

(6)  —   /  /'  (Es  SE:,  +  -ri:,  St,:,  )  ,ho  -^  g  j   ?i  3v.  diM  =  o. 

Celle  ciindilKin  diiil  iMre  renqjlie  qu(dle  (|ue  soil  /(//)  quand  (Ui  fail 


df{h)  ^  df{h)  ,.,  2JQ, 


<r 


<l  ou 


(6  bis)  j    h  f  i  Es  -j-  —  T,:,  —  \  du>  -h  21 1>  /   'i;/ du>  =  o. 

Posons  y'^F',  y'=F";   nous  pourrons  encore  supposer   tjue    F    s'annule 
p(jur  /;  =  o,  et  nous  aurons 

Or,  /(F"  (vnI   la   deriM'c  de  //F' — F,  et  couiuic  //  ['"' — F  s'anuide   pour  A  =  o, 
l'intégra  lion  ])ar  parties  nous  donnera 


Ou  lire  de  là 


ce  qui  n  est  anlre  cIhjm'  (mh'  l^'qiialiou  (  i  O  c)  (/i  =  4  )• 
Si,  de  même,  dans  l'équation  (Gbis)  nous  faisons 

/  =  '> 
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11  \lc'nl 

f  :■,  <Ao  =  0, 

ce  qui  n'c'sl  aiilro  cliose  que  l'cqiuilioii  (2  d)  {/i  =  4). 
Nous  sommes  ainsi  conduit  à  l'énonce  suivant  : 

Considérons  le  rappoil  {'))  uù  j^,,  rj;,,  Ç»  sonl   liois  ioiicUons   loul  à  lait  arlji- 
Iraircs  ;  ou  mieux  le  rapporL 

/   (  hii-  ■+-  hv"-  -\-  gw-  )  c/m 
où  j'ai  posé 

Ç;  =  lit,  ■'■|:i=  'l',  ii  =  "', 

de  telle  lacdii  (pie  les  trois  ImielKins  arliilruiirs  // ,  e,  iv  soient  réelles, 
l'osons  mainlenaut 

Il    =  21  /;,  -I-  a-> //»  -:-  .  .  .-\-  -Jl/,llf, = 


f  =  2|  l'i    -I-  Xi  r-i    -i-  .  .  .-h  -Jt/,  !•/,  - 

ir  =  ai  ii'i  -f-  'J... »'■:-+- .  .  .  +  X/,iV/j- 


df(li\ 


Dans  ces  expressions,  les  y.,  sonl  îles  (•(icHieicnts  indcleriiiiiu's.  les  (/,,  les  e,, 
les  ir,  des  loiietions  eoniplèteiiieul  ailulniires  :  / 1 //  )  une  lunelion  aihilianr 
de  //. 

Regardant  d'alidid  li's  if,.  les  e,.  les  n',  eoimnc  déterminés,  nous  choisissons 
les  a;  et_/'(//  )  de  tellr  l'aeuii  (pic  le  rapporL  (5/</i)  soit  aussi  petit  tpie  possiMe; 
st)il  R  le  iiiiniiiiuin  ainsi  (dilcnii  (pu  dépendra  des  //,,  des  e,  et  des  (»',  ;  choi- 
sissons les  II,,  e,.  H';  de  laidii  (pie  Fi  seul  aussi  grand  (pie  possible;  le  maximum 

ainsi  ohlenu.  (pie  j'appidleiai  le />  +  1''"'°  niariiiiimi  sera  ^■ 

lia  dtdinilion  du  />  +  1  "  ™''  ma\iiiiiiiii  se  Iroine  ainsi  un  peu  iiKidilu'e  puis- 
(pi'iiii  lieu  de  y>  +  I  coellicients  arbitraires,  on  a  p  coefficients  arbitraires  a/ 
et  une  fonction  arbitraire  _/'(//).  Mais  celle  luodlficalion  n'a  rien  d'essentiel. 

Ainsi,  1(1  ili'li'niiiiiiilion  des  péfiodes  di's  oscillulioiis  jiropres  du  vase 
hiiiiniiiil  l'sl  riimence  à  lu  reeherclic  des  inaxima  successifs  du  rup- 
jioit  (;")  bis). 

H.  P.  —  Vltl.  35 
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De   iH'Ilc    ili'lciiiiiiial  iiiii   (lr|iriiil.    c me  je   l'ai    ('\|ili(|iii'   à    la    lin   du    pai'a- 

'■mphi'  précoili'iil ,  la  |iii>mIiiIiI(' il  clrmlrr  li'  (Iniiiaiiic  de  cuiin  cr^ciicr  des  scimcs 
procédant  siiixaiil  les  |Mii-.-,;in('('s  de/,  ri  d  aiiL;iU('nloi'  la  lapidilr  de  leur  CDii- 
vergencc. 

\iii>i  l'fliidi'  du  iiKiin  ciiioiil  i\v>  uuTs.  l'ii  Iciiaiil  ((iiiiplc  df  la  riilalioii  du 
(ilul)r.  M'  hcMnr  rallarlicc  aii\  |iniu'i|)c'.s  ('\|)iis('s  daiiN  la  |irr'iui(''ri'  parlio  de  ce 
travail,  m'i  jr  iici;lii;i'ai>  crllc  rdlalhiii. 

Dans  lui  cas  coinnic  dans  l'aulie  un  csl  aiiiciR'  à  ('n\isa!.;i'r  les  niiixiiiui  suc- 
cessifs du  rappuri  do  deux  iiilcgrulcs. 

C'est  ce  qu'on  comprendra  mieux  d'ailleurs  si  je  inonlre  ce  (jue  devienl^le 
rapport  ^^.')  bis)  tjiianil  on  su|)pose  la  rotaluui  nulle. 

On  a  alors 

U  =  0,  ;:  =  ('  =  o 

et  le  rapport  se  réduit  à 

ce  qui  est  préciserneiil  le  rapport  eiivisai;é  au  paragraphe  VI. 

Il  resterait  à  tenir  compte  de  la  courbure;  mais  c'est  ce  qui  pourrait  se  laire 
d'après  les  mêmes  principes. 


SUR  UN  THÉORÈME  GÉNÉRAL 
RELATIF  AUX  MARÉES 


Bulletin,  astronomique,  t,  20,  p.  2i5-22'j  (juin  iyo3). 


La  lliL'uru'  j;i'iu'nilc  (li'>  iiiiirrci  csl  (■\ln''iiu'iiii'iil  C()iii[)liijiicr.  cl  (■(iiiduil  i\ 
bien  peu  <!(■  |ii()|)(isili(iiii>  Miscepliblos  li'iiii  éiiuncé  simple:  c'csl  ci'  (lui 
mcngii^c  à  puhllcr  (jnelques  formules  générales  (|ui  uie  seiiililcui  pcjuNoir  cUe 
utiles  dans  certains  cas. 

Je  désigne  par  W  le  pulentiel  généraieiir  di's  marées,  par  \  le  |iiiicnliel 
l(jl;d,  comprenant  non  seulement  les  Icriues  provenant  de  l'altraction  de  la 
Lune  et  du  Soled,  termes  dont  l'ensenihle  nous  donne  \V ,  mais  aussi  les 
termes  «pu  proviennent  de  l'attraction  de  la  Terre  elle-même,  de  la  force  cen- 
trifuge ordinaire  et  de  l'altractuin  des  eaux  soulevées. 

J'appelle  p  la  pression  et  je  pose 

9  =  V-/.. 


e 


Je  i-epresente  par  <,t  la  vitesse  de  ruialion  de  la  Terre  cl   ji;  jirends  l'axe  d 
rolaliiiu  pour  axe  des  c.  .1  appelle  //.  c,  u'  les  composantes  du  déplacement.  Les 
équations  du  mouvement  s'écriront  alors  : 


(') 


d-'u 
dfi 

dv        d'il 

d^  .■ 

du         do 

df' 

"^'"■'di^d^ 

d^-w 

do 

df- 

~  dz 
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Pour  olalilii-  ccn  i(|MaliiiiiN.  je  lU'gligc  d'iiiu'  |ku-I  Ii'  cnirc  ck'S  fléplacenn'iiLs  et 
d'autre  pari,  \c  Inillriiieiil.  M.  Iliiiij;li  a  nuiiilri'  eu  cdi'l  dans  If  hiiiie  XXVIII 
dos  Proceediit^s  of  tlie  Luinlmi  Mulliriiiaticiil  Society  combien  sonL  faibles 
le>  ('Hi'In  du  liiillciiieul. 

Aii\  riiualiiins  (^l),  il  eiin\ienl  (Indidnidi'e  rr'(|ii;i  Ikili  de  rdUliniiile 

(In        rtv         rhv 
flx       dv        (/:■ 

('(da  piise.  is(diin>  nu  xnlunie  de  lupiide;  s(M|  U  ee  xobnue,  S  lu  sni'lace 
Icrinéo  (Mii  le  liniile;  suil  ih  un  éléineiil  de  ee  volume,  (/a  un  (deiuenl  de  la 
surface  S:  seul  l  la  loree  \i\e  de  ee  licpiide;  niius  aurons,  eu  piM'uanl  p 
unité  la  densile  du  liquiile. 


nour 


"j-'^ia 


diii'i 


di 


'f"^W-,^ 


En  Tnulli|>lianl  lf>  é([ualions  (  i)  respeeliveiuent  par 

du       dv       ibv 
Ii'     dt'     ~dt' 

et  ajôulani ,  ou  iidu\e 

^T  /  r/u.  (i-  Il   ,         du   c/(f         dv   dtf         dw  d'ù        ■^  du  d'à 
2j\dt  if)  ^  dt   Ix  ^  Tt  dy  ~^  'di  d~z  ~ Zji'di  Tfx'' 

d'où 

d'ï        /'      ■^  du  d-2 

Nous  allons  Iransl'oruier  le  second  nii'uilire  en  inl(''i;ranl   par  parlies;  il  \ienl 

/•       </«  '/:ç.         r  du  </■:,         r  du  C  I      I      I        "'"" 

/    d- —r     ,-  =   I    d.i:  dy  r/z  --    —--  =  I  (fydz'D—, /    dx  dV  dzo  — — j- • 

J         itl   dx      J  -^        dt   dx      J     -^        •  dt       J  -  '  dtdx 

Si  nous  app(done  y.,  ,5,  •■  les  cosinus  direelenrs  de  l'ideun'iU  (/t,  on  aura 

dy  dz  =  y.  di  ;  dx  dz  =  [j  rh  ;  dx  dy  =  --  r/s, 

et  par  consi'ipK  ni 

y^    ,    '/'/   l'/i  /'       ,       du  /■   ,        d    du 

dt    dx       J  ■   dl       J         ■   dt  dx 
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i/T        C  ,  XT'  tlu  d-o 
(Ix 

du 
I  dx 


En  mtIm  de  rcipiiil  Ion  (2),  la  dcrnirrc  inli'yriilc  csl  nulle;  si  diiiilrc  jiiirt  je 

désigne  J)iir  ÎN  l;i   ('i)iii|iii>iinle  du  di^placcnicnl ,  niirni;di'  à  1  ('hMiicnl  ih.  de  li'lli' 

sorle  rpie 

ÎS  =  2  a  +  [j  c  H-  ■■  n', 

nous  pourrons  (■(  rue 

...  dT        r    f/N   . 

(3)  — —  =  /3_—  d'j. 

^    '  dt       J     ■   dl 

C'est  celle  équation  l'oii  siin|)lc  fju'il  sagil  d'interpréter.  Pour  cela,  je  sais  que 
le  polentiél  W  qui  engendre  les  murées  est  une  fonction  du  temps  et  que  cette 
fonction  est  une  somme  de  termes  trigonométriques.  Nous  pouvons  considérer 
isolément  Juu  de  ces  termes  et  la  marée  parlielle  qui  est  diu'  à  ce  terme.  Dans 
ces  conililKius  W,  u,  c,  (V,  es,  I\  sont  des  foncliiuis  periodiipies  de  mèuu' 
péi'iode.  L'(''(pial  nui  (  .!  )  esl  ('N  ideniuieul  <'ncore  \raie  (piaiid  ou  se  lioiue  à 
cel  le  uiai-i'e  pail  lelle. 

AlcU's   Y  esl   [\\\v  loue I  mu  piTiud  iqiie  de  /  :  el  connue  la  (len\  ee  diiiu'  liiucl  1011 
[lériodique  a  sa  \aleui-  niovenue  nulle,  nous  pouiTons  écrire 

(4  )  V.1I.  moy.  /    z  —J--  dl  =  o. 

Nous  puniTKUis  (.1  ailleurs  l'crife  Ion!  aussi   liieu 
(4  bis)  \al.  iiioy.  /    iN  -j^  d<s  =  o, 

el.  en  ell'el, 

J     ■    dt  J         dt  dtj' 

et  /  oN  dr:  esl  une  fonclion  piriodique  de  T. 

La  surface  S  qui  limite  le  \olume  W  se  compose  de  Irois  parlies  : 

1°   Une  porliiui  du  loud  de  la  mer  (pu'  j'apptdle  lit  surface  Si; 

2"   Une  poi'lion  de  la  surlace  libi'e  que  ]"appelle  .^o  ; 

>"   Une    porlioii    de    surlace    siliu'c    à    l'inlerieiir   des    mers    et  séparant  le 
Miliiuie  1'  du  resie  du  Miliime  de  l'Océan;  c'est  cc  que  j'appellerai  S:,. 
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\ii  liiinl  ilr  l;i  nuT.  on  n 

N  =  o, 

de  sorlc  une  hi  ixnlioii  de  riiili'i;nili'  (|iii  se  i'a|i|)(irlc  ;'i   la  siii'tace  Si  est  nulle. 
Voyons  ce  qui  so  passe  .•^ur  la  mii ïnre  lilire  .S.j. 
Le  |iotPnli(^l  A    se  coniposr  dr  lidis  |iarlies  : 

l"    l.e  piileiiliel  i;('néraleiir  îles  inai'ees  \\  ; 

■i"  Le  potenliel  dû  à  lalliaelion  de  la  pailie  solide  du  Globe,  à  la  force  ccn- 
trifui^e  ordinaire  el  à  l'alliacliou  diin  licpiide  (|iii  occuperail  le  ^olume  compris 
entre  le  fond  des  mers  et  la  surface  d'éipiildire  /iioyeniic  de  la.  mer,  telle  cpi'elle 
serait  sans  l'action  des  astres;  c'est  ce  (jne  jappe  Ile  \  '; 

.'5"  l.e  potentiel  tlTi  à  l'aelidn  îles  eaux  soulevées,  c'est-à-ilire  à  l'attraction 
d  une  masse  lupiide  (pu  occuperail  le  \(dume  C(uupi'i>  enli'e  la  surlace  d  éipii- 
hlire  //i(i)'('///ii'  el  la  suilace  d  ecpnldire  iiclucllc  des  mers.  C'est  ce  (pu' 
j'appelh-  \  ". 

(  )n  a  doue 

V  =  \V  +  V'+V". 

.Siii-  la  siirlaee  d  Cipiililiie  moNeuue,   \  '  est   une  C(Uis|aule  et   Ion  a  \  '=  \  „. 

(  '.(Uiiuu'  la  -iM  laee  dCipiililire  ael  ucdie  driTère  t  lés  peu  de  la  siirlace  moyenne, 
ou  a  ma 

i'élaiil  riiilensiic  de  la  pesanteur,  et  o  la  dislauci'des  deux  surfaces  ctuiipti'c 
sur-  la  iiiiiinalea  lune  d'elles,  c'est-à-dire  S(dou  la  \eilieale:  eetle  distance  est 
ce  ipie  UOII-.  avons  appelé-  N  el  Ce  (pie  j'appellerai  l\._.  pour  lappider  ipi  il  s'ai^il 
d'un  édeuii'u!  de  la  sui'Iace  .S^.  (  )ii  a  d(mc 

V=V"„-„-N,. 

I  )'ailiiMii>  /i  est  ('i^al  à  nue  ((nislaule.  a  la  pressicui  a  I  niospLeinpié  /i».  de  "-(U'Ie 
(jU(- 

5  =  Wh- V"-H\'„-/Jo-^N.,: 

c(miiue  o  el  \  ne  sont  déteriiiiiK's  (jiéa  une  coiislaiile  prés,  nous  pourrons  sup- 
poser \  '„  -—  pn  et  écrire 

(5)  5  =  W-H  V"-é'Nî. 
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^—7.  de  i('lali\('  :'i  la  siii  racf  Sa  devient  ainsi 

La  iroisit-me  de  ces  inléj^rales  a  sa  valeur  moyenne  nulle,  car  c'esl  la  dérivée 
de  la  fonction  périodinne 


\j.m. 


La  seconde  de  ces  intégrales  a  également  sa  valeur  moyenne  nulle,  si  l'on 
suppose  que  le  vtilume  W  est  le  volume  total  do  l'Océan  tout  entier.  En  efl'et, 
V"  est  le  potentiel  (iTi  à  lallractioii  des  eaux  soulevées,  c'esl-à-din' d'un  xiilume 
dont  chaque  élément  est  un  petit  prisme  de  base  da  et  de  hauteur  INj.  L'énergie 
potentielle  dii<'  à  rniiiiirlinu  des  eaux  soulevi'-es  sur  elles-mêmes  est  alors  au 
signe  près 


;/-"= 


dtj 


et,  en  vertu  d'un  ihéoi'ème  hien  connu  de  la  [li('>(uic  du  potentiel  newtouien,  sa 
di'uivée  est  énale  à 


dt 


Notre  intégrale  est  donc  encore  la  dérivée  d'une  fonction  périodique. 

Si  le  volume  W  n'est  qu'une  partie  des  Océans,  ce  qui  précède  n'est  plus 
exact,  néanmoins  notre  seconde  intégrale  peut  encore  être  négligée,  et,  en  effet, 
dans  la  |)luparl  des  questions  relatives  aux  mar('es,  l'effet  du  potentiel  \"  peut 
être  considéré  comme  beaucoup  plus  petit  que  ceux  des  potenti(ds  W  et  Y'. 

L'intégrale  relative  à  la  surface  So  pcnl  (huic  s'écrire 


val.  niov.  /  W     ,     di. 
'   J  dt 


Envisageons  maintenant  la  surface  S;,.  S<u't  L  la  ligne  fermée  rpii  limite  la 
surface  Sn.  T>a  surface  S;,  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par  une 
droite  normale  à  S^,  c'est-à-dire  verticale,  qui  se  déplace  en  s'appujant  sur  la 
ligne  L.  Dans  les  tjueslituis  relatives  aux  marées,  on  regarde  la  profruideur  de 
la  mer  eiunme  très  |ietile.  et  elle  l'esl  eu  ell'el  par  rapport  aux  longueurs  d'onde 
et  aux  dimensions  horizontales  des  Océans.  iNous  pcuirrons  donc  supposer  que 
le  long  d'une  de  ces  droites,  la  fonction  cp  et  le  déplacement  N  (que  nous  appel- 
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lorons  X;i  pour  rappeler  qu'il  s'aujl  d'iiu  ('■IimiicuI  i\c  lii  sm^race  S,)  sont  scnsi- 
blomt'iil  conslunls  depuis  la  siirCacc  iii-.(|u"iMi  lond  de  la  uicr. 

Alors  si  rfi  est  un  (■hhncnl  de   la   lii;iii'  l.rl  //  la   profouilciir  de   I: r,   l'i'ic- 

nionl  ilT  iic  la  Miilarc  S,  >t'ia  //  i/s.  de  soilc   ipic  noire  inl(''i;iale  uoiirra  s'ccrii'e 

/'"^■'-. 

el  <|ue  ré(pialiiin  (  \)  dexiendi'a 

(u)  val.  innv.  /   /i  z — —  ils  = — val.  mov.  /   W — —  >h. 

■    J        •    lit  ■   J  lit 

La  première  intégrale  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  ds  de  la  ligne  L 
et  la  seconde  à  tous  les  éléments  du  de  la  surface  So  limitée  par  cette  ligne. 

Il  nous  reste  à  inlerpreler  celle'  ei|iialliiu.  Si  d'alxird  la  surface  S-j  eoniprend 
l'Océan  loul  l'aller,  la  |)roi(indeiir  li  est  uidie  loul  le  l<uig  de  la  ligne  L  (pii 
n  est  jdus  autre  (diose  (|ue  \c  liord  des  mers,  et  noire  éiiualion  se  réiluit  à 

(dois)  \al.  iiio\.  /  ^^' — — ^%/a  =  o, 

J  'Il 

d'où  lon  déduil  aisiMiieul  ediiiiiie  nous  l'avons  \ii  plus  liaiil 

(6  ter)  val.  innv.  /  î<./—--rh  =  o. 

■    J       '   <lt 

De  là  nous  pouvons  déjà  déduire  nue  coirsikpience  impoilaule.  On  sait  qu'on 
a  cherché  à  cxplicpier  certains  pluMiomènes  astninoniiqiies  par  le  ralenlisse- 
iiienl  de  la  rolalKui  lerreslie  dû  à   laclion  des  marées. 

La  ri'alite  de  ce  raleiil  issemeul  ne  siiiirail  (Mre  doiileiise;  cai'  le  IVollemeiil 
des  mari'es  alisoihe  de  Teiieigie  qui  ne  peiil  T'Ire  eiii|iruul(''e  (pi'à  la  lorce  \i\e 
de  rolation  du  (dohe.  (Miaiil  au  iiK'ca  iiisiiir  de  ce  ralenl  isseiiieul .  on  en  l'end 
compt(!  di'  la  laeon  siiivanle  :  par  siiilc  ilii  li'ol  lemeiil  la  iiiaree  esl  en  relard 
>iir  II'  pa>.sage  de  lu  Lune  au  miMidieii  cl  le  lioiirrelel  formé  par  les  eaux  soule- 
vées ue  se  trouvi'  pas  dans  le  iniMiu'  UM'iidieu  cpie  la  Liiiie;  il  s'ensiiil  que  la 
résullanle  des  actions  de  la  Liiiie  sur  ce  lioiirrelel  ne  \a  ])as  renccuiirer  l'axe  de 
la  Terre  et  possèdi'  par  rappiul  à  cel  axe  nu  inmiicnt  qui  leiul  à  raleiilir  la 
rolation. 

Mais  alors  ou  esl  <'iiudiiil  aii\  rcllexious  siiimiiiIcs  :  le  Irol  leiiieiil  uCsl  pas  la 
seule  cause  du  relard  des  luari'es:  ce  n'est  pas  uii  iipiemeiil  de  lui  ipie  di'pend 
l'établissement  des  |)oi'ls.  Ce  u'esl  ummuc  pas  In  cause  principale  de  ce  relard  el 
)  ajouli'iai  fpie.  saiil  poiii'  lerlaiiis  poils  siIik's  au  huid  d  un  canal  peu  prolond. 
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le  friillciiu'iil  n'exerce  sur  I  élaljlisseinent  (|ii\me  mlliiener  iiiii|)|)reeinlile. 
IJnns  res  conciliions  on  peut  se  deiuaniler  m.  niais  iiirinc  ijuil  ii'\'  uinnil  pas 
(]<■  fiiillcmcnl,  l'action  de  la  Lune  sur  le  hourrelel  ne  \;i  |iiis  nxoir  nue  r('sul- 
liiule  ue  rencontrant  pas  l'axe  et  ne  \a  pas  leniire  à  linre  varier  la  \iles--e  tie 
lolalion  lie  la  Teri'e.  La  réponse  doit  être  nénali\'('. 

En  ellel  l'aclKin  lie  la  Lune  sur  nn  (■ieiueiil  du  lionrrelel.  (|n du  peul  assi- 
miler à  1111  [ii'isuie  de  hase  //(Tel  de  liinileni'  \.j,  a  |iiini'  iiioniiuil  par  rappiul  à 
Taxe  lerreslre 

en  aji|iidaul  'i  la  liuij;ilude  du  lieu;  de  sorle  que  le  ininiienl  hilal  est 
(7)  /^^^'''- 


Je  dis  que  la  valeur  moyenne  de  celle  intégrale  est  nulle.  .Supposons  d'ahord. 

en  efl'el,   rjue  W  se  réduise  à    l'uu   de  ses  termes  IrijJoiuuuélrifjues.   On   sait 

(piidle  esl  la  forme  de>  dillerenls  ieniies  U'igC)Uo  mélriqiies  de  \\  .  Chacun  d'eux 

esl  é^ai  à  nue  IoucIkui  de  la  lalilmle  iiiullipli(''e   [)ar  le  comiius  ou  le  siuus  d'un 

lun  II  ipli'  d>' 

'l  —  y.t, 

y.  l'Ianl  une  C(iiislaiilr.  Ainsi   chacun   îles    h'rmes  de  \\    siijisl'ail  à  une  e(piali(iu 

de  la   Idi'uie 

(^W  _         dW 
dh   ^""^^di" 

Ou  aurail  ihnic.  si  ^\    sr  rednisail  a  nu  snil  leriiii'. 

//W ,.    .  r  d\\ 


r^/w  rdw 

J      li'ïi  J      dl 


Donc  en  \erlu  de  liMpiai  iiui  (li/c/'),  riiiir'j,'rale  (  j)  aura  une  valeur  uiovenne 
nulle. 

ISappeliuis  en  passaul  (pic.  dans  ce  cas.  l'i^puition  ((i /('/')  est  rif;(Uireuse, 
car,  liiis(pie  la  surtace  So  s'étend  à  l'Océan  enlier,  nous  aviurs  vu  que  celle  de 
nos  intégrales  fpii   dépend   de  \"  a  sa   \alenr   uiovenne   rigonrensemcul    nulle. 

.Supposons  luainlenanl  (pie  W^  se  ciuiiposc  de  plusieurs  lermes;  cl  pour  fixer 
les  idées  sup[)osons  deux  termes  sculeiiienl.  le  laisonnemenl  (pii  \a  suivre 
s  étendant  sans  |)eine  au  cas  d'un  iioiiihre  (pielcoiirpie  de  tenues.  Soient  W 
et  ^^'"  ces  deux  lermes  : 

W  =  W  -H  W". 
H.  P.  -  VIII.  36 
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Soient  i\'  et  M"  les  ti'iino  corie.siioïKliiuls  de  iN.j 
MOUS  aurons 

./  -^^'-'^'=    J  ^^  '^'-^J  TÂT^  ''' 

l.:i  prciuirro  Pl  l;i  qnalrièmi'  iiil('i;i  mIc^  du  soconil  iiioinlti'O  ont  Iciir  viiloiir 
mci\L'iiiU'  riullr.  (l\i|)ii''s  ic  (|ii'iiii  \iriil  de  xoif.  |ni  iM|ir(dli's  ne  sont  autre  (liox' 
que  ce  II ue  de\  ieudrail  1  iulei;i'ale  (  j  )  si  \\  se  i  l'dii  isa  il .  soil  au  terme  unique  W, 
soit  au  terme  uniijue  W". 

Je  dis  maintenant  que  la  deuMèiiic  intégrale  (de  même  que  la  troisième)  a 
également  sa  valeur  moyenne  nulle.  Supposons,  en  ell'el,  que  W  soit  propor- 
tionnel à  cos(a'/+3'^  ei  AA  "  à  ros(a"<  +  (3")  ;  alors  N"  sera  proportionn(d 
à  en- 1  a"/ -t- y"  K  de  sorte  (|iie  uotie  deuxième  intégrale  se  présentera  sous  la 
lormc  d  nue  soiiiiiie  de  deux  leriiies.  le  premier  proporlif)nnel  à  une  lij^ne  lii- 
iioii(iiiii'lri(pic  de  { y.' -{- on" } / .  le  second  à  une  ligne  ti'igduouu'triqiie  île  (a' — a")/. 
('.oiiiiiii'  ni  (a'+a").  ni  (a' — a")  iir  sont  nuls  (sans  cpioi  les  deux  leriiies  W' 
l'I  W  a>anl  même  argument  dcMaiciit  ètri'  iM'iinis  eu  un  seul),  les  valeurs 
movennes  de  ecs  deux  lei'uies  scrcuit  iiiiilcs.  c.    o.    f.    h. 

I>niir  je  iiiniiiciit  de  la  rcsii  11  ;i  iil  c  de  I  aciioii  i\r  la  l.uih'  sur  les  rau\  soiilc- 
\(''esa  loii|oiiis  sa  \aleiii'  iuoumiiic  inillc.  de  sdilr  (jnd  ne  peut  y  avoir  aucun 
ciiangriiiciil  dans  la  diin'c  de  la  idIalKJii  de  la  rciic.  I  .c  |iriiicipe  de  la  cimser- 
\ati(iii  de  I  ciirigic  |Miii\ail  nous  |M'iini'l  I  rc  de  picNoir  ce  résultai,  hien  qn  on 
eût  toii|onis  j)u  se  ileinander  s'il  n  \  axail  pas  cnmpensaUon  entre  l'énergie  de 
rotation  perdue  par  la    I  iiie  el  feiiergie  de  translation  gagnée  j)ar  la  Lune. 

\insi  le  liolleiiienl  seul  peut  produire  l'ellel  en  (piestion,  mais  Comme  nous 
savons  par  les  calculs  de  M.  llonj;li  (pie  le  retard  des  marées  produit  par  le 
lidllenieiil  est  pres(pie  iieg  ligea  lile,  lions  dexinis  coiK  liire  cpie  cet  effet  (ïSl 
lieaucoup  plus  |)etil  qu  il  ne  le  serait  si  on  le  calcnlail  eu  parlant,  par  exemple, 
lie  j'étaljlissenu'nt  ohserM'  dans  lis  piuis  de  la  Maiii  lu',  (piil  est  Ijcaucoup 
Irop  petit  par  ronséqiieiil  puni  |irodiilre  des  ellels  aslroiiouiupies  tels  que 
l'accélérât  ion  séculaire  de  la  l.uiie. 

I,  inflneiice  des  iiKiri'es  océaniennes  sur  la  durée  du  |our  est  donc  tout  a  lail 
niinimecl   n'(;sl    iiiilleineiil   coiupa  ra  lile  à    rellet    des   man'i's  dues  a  la  \iscosile 
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L'I  il  l'élasticité  de  la  partie  solide  du  Cjl()l)e,  ellel  sur  lequel  M.  Darwin  a  insisté 

dans  une  série  de  Mémoires  du  plus  haut  intérêt. 

Revenons  à  l'interprétation  de  notre  équation  (6);  et  d'alioid  quelle  est  la 

(/-No 
signification    d'un    (diMnent    quelconque    W—^da    de    l'intégrale    du    second 

membre. 

Supposons  que   \\    est   proportionnel  à   cos('a^  +  ,3):   s'il  i\'\  avait  pas  de 

relurd   de   la   marée,   l\o  serait  également   prn|iortionnel  à  ros(^a/  +  ,3)  el  -y-? 

à  sin(^a/  +  ,3).  Aloi-s  le  produit  W  — ^  sérail  proportionnel  à  sina{a/  +  j3j  et 
sa  valeur  moyenne  serait  nulle. 

Si,  au  contraire,  d  \  a  un  lelard  de  la  marée.  No  sera  pro|)(Utiiuintd  à 
cos(a/  +t)  êl  la  dillciruce  y  —  p  mesuiera  le  décalage  de  la  mart'e,  positif 
s'd  y  a  avance,  négalil  s  il  \  <i  retaid  :  uoun  >u|i|)ii>ons  bien  entendu  a  positit; 
ou  aura  alors 

W— ^f/o  =—  Macos(2/  -I-  fl)  siii(z/  -H  y), 

(jù   m  est   nue  quauliti'  |iosili\c  i  U(lc|)riiiliuilc  du  li'nu)S. 
La  valeur  uu>vennc  de  iiolic  clcMient  sera  doiu' 

,      -M^sin(Y-Il) 

cl  mira,  par  conscqiicul .  signe  opposé  à  cidiii  di'  sin(y  —  |3).  Elle  sera  positive 
s'il  y  a  relard,  et  négative  s'il  \  a  iivaiirc. 

Il  importe  de  pri-ciser  ce  ipic,  d;nis  un  pareil  l'noncé,  nous  enleuilons  par 
retard,  et  par  avanfi'.  Supposons  une  onde  de  marée  se  propageant  avec  une 
(•(Ulaiiu'  vitesse,   j)ar  exemple   ilans   le   sens  du   méridien;    si  au   dcparl    il  v-  a 

accord  entre  la  pleine  mer  et  le  passage  de  la   Lune  au  méridien,  nu  | plus 

loin  la  marée  va  se  trouver  eu  retard  sur  hi  Lune,  [uiisque  la  propagation  de 
l'onde  n'est  pas  instantanée;  le  retard  va  s'accentuera  mesure  (pi'on  s'éloi- 
gnera du  point  de  dépari  ;  il  finira  par  di'passer  une  demi-période;  à  ce  moment 
nous  dirons  que  la  marée  est  en  avance;  c'est  ainsi  qu'une  horloge  (jii'ou  ne 
remettrait  jamais  à  l'heure  finirait  par  avancer  quand  elle  retarderait  de  |dus 
de  6  he\ires. 

Nous  convenons  donc  de  dire  que  hi  marée  est  en  avance  rjinind  sin(--  — 15) 
est  positif  et  en  retard  dans  le  sens  contraire. 

Les    points    où   la   marée  est   en  retard   sont   (-eux  où    le   liavriil    moyen   de 
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ralIriU'lion  ili'  lii  l.niii'  ^ni'  lii  iiiulrHulc  d  <mm  l'in  isiii;iM'  csl  piisilil:  ni  cllcl  L 
nier  l'Iniil  en  rclaicl.  lu  l.iiiii'  Iciid  à  iiccclcici'  voii  iiiimim'iiichI  poiii'  le  liiiiii'iiri' 
a  la  iiiisilidii  cl  iMnillilii'i'  nmir  lai|ii('lli'  il  N  aiiiail  ((iiicoiilaiirc  de  pluix'.  Si.  an 
conlrairc.  la  inaii'c  c^l  en  axain'c.  le  liaxail  iikincii  iIc  I  al  I  laclKin  Iniiairc  csl 
iii''i;atil;  car  la  l.inir  Iciul  à  irlardi'r  le  nnniN  ciiiriil  ijr  la  mer  |)(iiir  le  la  iiiciicr  à 
la  |Hi>illiin  d'i'(|iiililir('.  |)ii>lli(iii  qn  rllc  a  pdiir  ainsi  duc  dépassée. 

Clii'ii  lidus  inaiiilenaiil  ;i  iulcrprcli'r  li'  |ir<Miii('f  iiiciiilui'  de  {('>). 

1(1  imc  ('(iiirli'  di^i-ossiou  (\sl  lUM-cssairc.  Iic|ir('iu)iis  1rs  (■■(|ualicjus  [i).  le 
xidiiiiic  T  (i  la  siirtiico  .S  (jui  li'  liiuilt'.  l/c(|Mal  niu  de  conliiiuiir'  a  |>|iil([ii('(' à 
rcnscmldi'  du  Ndliiiiic  'I'  iKiiis  diiuiir 

riiilc^rali'  l'iaiil  cliMidiio  à  Ions  les  ('U'iiicnls  r/a  de  la  Miri'acp  f'erniéo  S.  Le  !()n!< 
de  Si.  (111  a  iN  =  o  el  les  éleiiieiils  coi  re.s|)(jndaiils  de  Finlégiale  sont  nuls;  le 
\nnv,  de  .So.  nuire  Inli'i^rale  peiil  s'cci-lre  /  \.j  Ja,  el  comme  un  ('h'nieiil  f/cr  de  S;, 
esl  ci;al,  cdiiiiiic  ncnis  l'aMins  \u,  à  /if/s.  celle  parlle  de  rinlci;i'ale  peut 
st'crirc  /  //  N;:  '/.v,  de  soric  ipic  uiiiis  a\(ins  linali'nieul 

(  «  \  I   /i  N:;  '/s  =  —  y  A.,  '/cr, 

la  pi-i'iniric  inli'iirale  élanl  élendiie  à  Imis  les  (deiueuls  (/s  de  la  lij;ne  lenuée  L 
cl  la  seconde  à  huis  los  élémcnls  d<j  de  la  surface  S^.  limilée  par  celle  ligne. 

Kcrl\ons  maiuhuianl  les  ('■(pialious  (i)  mais  axcc  des  axes  quelccuiipics  el 
di'si^inuis  iiar  /..  u.  v  les  liois  ciuiiposanles  de  la  rdialinn  lerreslre 

d-  u  c/c  'Al'  _  c/ç 

TTF  ~  ^  "'  7/t  "^  ''  ''■"■  ^//  ~  ^  ' 

,    r/-i'  ,   c/ir  t/li         </■:> 

(l  bis)  {  —r-    --  ■->  I-  —7-  -i-  -'  ''  -77  =  V"' 

'  '   (II-  dl  dt        dy 

d-  «'  du  ,    ih'        d-ù 

—, ')  'J.  —, h  ■>  A    -,-    =    -,'  • 

dt-  '     dt  dl         d:. 

.Si   nuus  sMpp(is(uis  (pie  l'axe  des  ::  esl    la   MMlieali^  au   |i(iinl  considéri'',  nous 

VdMUis  inie  la  cdUiposaMle  iv  esl   In-s  pelil Icuid  de  la   inec:  car  si  la  picdnii- 

denr  esl    I  rc's   pelile.   la    penle   esl    aussi    Iri's   |iellleel   la   Udiinalc  à  la  suilace  du 

luiid   esl   sensilile iil    \erlicale.    Caille    coinposaiile.    Iic's    pelile   an    Idlid.    sera 

parliuil    li-("'s  pelile.   pnis(|ue   la   |ii(irdnd ■  esl    lic's   pelile.   Dans   les   deux   pre- 

mi(''|-es  (•(lualidus  (  i  A/.v  i  Udus  pduiiiins  ihjiu'  neL;liL;iT  les  leiiues  en         • 
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Supposons  inaiiiU'iiiiiil  (|nc  |iit'>  du  |hiiiiI  ciiiisKlcrc  hi  iiior  so  ri'diiisc  :i  un 
canell  étroit  cl  qu'on  prenne  l'axe  des  X  parallèle  à  la  <lii<'(iion  de  ce  canal. 
Alors  e  est  nul  sur  le  bord  du  canal,  el,  comme  la  larj^euresl  1res  pi'lile,  r  sera 

très  petit  dans  tout  le  canal.  Nous  pourrons  donc  négliger  -r-  dans  la  première 
eipialion  (  i  bis),  qui  se  réduira  à 

,1-11    _   ,lz, 

lit-         dx 

Revenons  à  noire  intégrale  (<i):  la  Icllri'  \,  v  désigne  la  projeclKjn  du 
déplacement  sur  la  muiuale  à  la  surface  S;,,  normale  dirigée  rc/i-  Vc.rtérieur 
du  volume  V.  Si  donc  nous  sup[)osons  (jue  Taxe  des  x  posiuls  est,  dans  le  cas 
particulier  qui  nous  occupe,  dirigé  vers  1  iiilerieur  de  ce  \olume,  nous  aurons 
pour  l'éléiuenl  de  l'intégrale  (6) 

Il  Y  —r-  ih  =  —  /(;—-  ils. 
^    lit  ■   lit 

Supposoii>  une  (Uide  se  prcipageaiil  daii>  le  canal  rri\  I  iitlrnuii f  du 
volume  1";  nous  aurons 

ç  =  .\  cos(a;  —  '^x  -¥-  •;'), 

j3  el  <y.  élanl  poscliU.  (  )n  aura  diuic  en  \erlu  de  l'equalKui  (  i  li'f) 

(£  =  — •  A  -^  siii  (  3t <  —  Ja;  -t-  -' ) 
a- 

Cl 

—  3  -^   =  -f-  A-  -  cos- (  z <  —  .i.i-  -H  y  ). 

La  valeur  movenne  de  noire  élément  sera  donc  [)ositi\e. 

Si  nous  avions  eu  une  onde  se  propageant  %ers  l'extérieur  du  volume  'F,  il 
aurait  fallu  supposer  ,3  négatif  et  celle  valeur  movenne  aurail  ele  aégalixe. 
Si  nous  avions  eu  une  onde  stalionnaire,  de  lelle  façon  que 

5  =  A  cos  ï  t  cos  ([ix  -i-  Y  ), 
nous  aurions  eu 

u  =  A  ~  cos  at  s\i\{[jX  -+-  y  ) 
et 

du         ,       'j     .  ■       , , 

—  ^ -y  =  A- y- sui2aMin2(;ja; -I- y), 
dt  4  ^ 

el  celle  \aleur  movenne  aurail  été  nulle. 
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Si   lions   Mi|)|ios(iii>   (Iciix   (ludcs   siinullaiifcs  se   [>io]);it;e;iiil   en  sons  inverse 
avec  la  iiu'iiic  \  ilesse 

ç  =  A  cos(a<  —  [jj:  -H  y)  -I-  B  cos(3(/  -i-  [îj;  -i-  7') 

nous  aurions  eu 

»  =  —  A  -^  sin  { a  <  —  p x  -t-  Y  )  +  B  -5^  si n  (  X  /  -(-  [i .r  -I-  y' ) 


el 


—  z  -r  =  A-  -  cos2(a«  —  3j7  -I-  y"i  —  B-  -  cos-(a<  +  3.i-  +  y'), 
■   iY;  a  'a 


(le  sorlc  (lue  lii  \aloiir  iiKivemic  x'rail  Ni  >iiriiiiie  algéliriquc  do  valeurs 
iiii>\  eiincs  (Mil'  (Idiiiierail  séparéiiieiil  ciiacniu'  des  deux  iiiides. 

Iiiiaoiiious  inainleuaiil  un  canal  pins  lar^e.  mais  l(in|inirs  parallèle  à  l'axe 
des  X. 

Nos  eipialioiis  [\  bis)  de\ieuiienl 

(•/■•  (/  fh'        d'^ 

T/F  ~  "^  (Tt  ~  Tlx' 

d'-v  du  _  rfç 

'dV-'^'^^'dt  ~  Wy'' 

où  V  esl  la  ((nnposanU'  verlicale  de  la  roLalioii.  c'esl-à-tlire  oj  multiplié  par  le 
sinus  de  la  lalil  ude. 

.le  snppiiserai  île  |diis  pour  l'acililei-  le  calcul  que  le  poleuliel  géiiéralenr  W 
esl  nul  dans  la  iei;i(iii  <iiiisidérée,  (pie  ikmis  regarderons  comme  assez  pelile 
piinr  pouvoir  ('■Ire  considéiée  comme  jjlaiie.  Dans  ces  condilions,  en  négligeanl 
aussi  \",  i'('([nalioii  (5)  nous  donnera 

S 
et  l'équalion  (8)  deviendra 


-  /  ghu  ils  —  1  ^/l^3  d\  =  /  (D  d'j, 


(I  où  Ton  deiliiil  a  isemeiil 

dhu 

Nous  supposerons  d'iiillenrs  //   ((nisianl   pour  simplilier.  i\(ms   voyons  alors 
ipTon   peiil    salisliiiic  ;mi\   eipialions   (1  />/.\  }  el   (())  ainsi   qu'aux   C(jnditions   aux 

lllll  Iles   rn    posilll  I 

3)  =  A  e"y  cus(a<  —  pj?), 

u  —  B  e">'  sin  (  îz  <  —  [i  .r  ),         c  =  o 
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|>(>nr\  Il  (|ni' 

^■A(iiB  =  A,         -t-B«'^=[iA,         2vB(x  =  fi«. 

Les  conililKJUs  aux  hiiiilcs  soiiL  cii  cHcl  biUisiailes,  car  si  y  =  b  et  y  ^=z  b' 
sont  les  équalions  des  deiiv:  bonis  .du  canal,  ces  coiidiiiDiis  aux  liuiites  exif;('iil 
que  |iiiur  ces  deux  \aleurs  de  )'  nu  ail  r  7-  d. 

En  adi>|ilaul  [loni-  'v  cl  ii  ces  \aleuis  il  est  aise  île  vérifier  que  la  sigalficaliuii 
de  l'éléiiieiil 

Il  Z  —  r/s   =  li  Z   —r    <'•'' 

■     lit  •    rit 

(leuieiire  liien  la  inèine  que  dans  le  cas  simple  d  almid  Iraile. 

Dans  le  cas  général,  il  serait  |)lus  difficile  de  donner  uni'  deliuilKui  dirii  le 
du    sens    dans    lequel    se    |)riipa<;e    une    niide    île    marée.    Mais   nnjis    pdiiMuis 

admettre  yj«/'    tU' lin  il  khi    que    !  Clemenl    d"iuli'i,'rale    li'j^-'ils    repri'senle    la 

qaanlité  de  /icrturbation  qui  |(iinèlie  dans  \f  vciliime  *!'  à  Iravers  lélé- 
luenl  //  ds. 

Les  exemples  simples  cités  plus  liant  suffiraient  pour  |iislilier  celli;  défini- 
tion. Mais  on  peut  en  donner  une  anlre  justification. 

^.  ,,■  1-  •  .  r    'i^    1 

01,  en  elfel,  nous  reprenons  I  equatmn  (  >  )  ikuis  vovcnis  que  /  tsj—j-d'j  reiux'- 

sente  l'accroissemenl  de  la  force  vi\e  lolale,  de  sorte  qu  il  est  naturel  de  consi- 
dérer cp  —T-  d'y  dl  couiine  la  qiiaulité  de  force  vnc  qui  entre  dans  le  volume  pen- 
dant le  temps  dt  à  travers  l'idément  du. 

Revenons  à  l'équation  (fî)  et  supposons  d'abord  que  le  volume  t' comprenne 
l'Océan  tout  l'iilier;  alors  elle  se  réduira  à 

J  <lt 

Gomme  les  éléments  de  celte  inlégrale  sont  positifs  si  la  marée  est  en  retard 
et  négatifs  si  elle  est  en  avance,  nous  devons  d'abord  conclure  qu  il  est  impos- 
sii)le  que  la  marée  soit  en  retard  sur  toute  la  surface  des  mers,  ou  en  avance 
sur  loiile  la  surface  des  mers,  en  tlonnaul  au\  mois  m'uiirf  et  relnrd  le  inOiue 
sens  que  plus  liaul , 

Si  mainteiiiinl  nous  leprenous  l'eipiiilioii  |(l)  en  ne  siipposanl  plus  (pie  le 
volume  *!<■  coinpi-enue  l'Océan  l'ulier.  nous  voyons  (pie  si  l'on  considère  les 
tnides  de  inaree  (pu  péni'lienl  dans  ce  Mdiiiiie.  ou   ipii  en  sortent,   ces  ondes 
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(liiivi'Hl    roin  <'ii;ri'  \ri>   1rs  rfj;i(iiis  (ui    In    îiinrcc  ol   en   ;i\;ui(i',  cl  dix  ('i'i;i'r  do 
ré^ums  <ii"i  clic  csl  l'U  icUinl. 

(".Ml'.  -1  iKMi-  >ii|i|)(iMiÈis  i|nc  le  \iiliiinc  '1'"  xiil  Mlle  re;;iiiu  \ers  liuiiicilc  les 
oiiilo  lie  iiinri'c  (Clin  ci'i;ciil  de  liiiilcs  piiils,  (huis  le  |)i'eiiiici'  inciiil)rc  dp  (6) 
liiiis  les  (_'leiiieiil.s  scidiil  posilils.  l/iiilc^iiile 

J        ,u 

de\  lii  ddue  elic  iiei;nli\e,  c  csl-:'i-dire  (|(ic  \,\  iiinrce  (le\r;i  (''Irc  eu  nNiiiicc. 

(  )ii  s'cidiiiici'M  d  :ili(ird  de  ce  r('',siilliil ,  cMr  il  sciiilde  (|iic,  si  Ida  couskUtc  1;i 
|)i(i|ini;iili(iii  d  nue  (iiide.  \\\  iiinrce  ddil  (''Ire  plus  eu  rehird  eu  ii\al  (lu Cu  aiiKiul. 
Mais  (iii  de\i'.i  réilcciiir  ([lie  raMiiice  de  la  luaice  ne  |iciil  se  luaiulciiir  (iii  à  la 
CDiidilKui  (111  (dic  s(Ul  ciilrclcuue  par  une  perl  iiriia  licui  \euiic  du  dehors. 

Emuiiimiuis  a  ce  jxnul  i\v  \iie  la  llieorie  des  iiiaiçcs  de  \\  hewell  (pu.  coiuiiic 
iiu  le  sait.  siip[i(isail  (|iie  les  marées  preuaieiil  naissance  dans  les  mers  anlarc- 
li(pies.  pidduisaieul  des  (indcs  (pu  reuKiiilaicnl  \ers  1(!  ]\()r(_l  ot  sulvaieni  les 
deux  Oct-ans  Atlantique  el  l'a('ifi(pie  à  la  lacon  d"uiic  \ai;iic  ipii  se  propage 
dans  un  canal  et  convergeaieiil  \ers  les  mers  arctiipics. 

Or,  si  nous  reprenons  l'équation  (6)  en  létendanl  aiiv  mers  arctiques  seules, 
nous  voyons  que,  dans  le  voisinage  du  pcjle,  W  est  très  faible,  de  sorte  que 
iKilre  e(iuaii(iu  se  rcdiiil  sensiblement  à 


\ai.  iiioN 


.    /     /(  3  —  (IS   =  O. 


(  )r.  SI  les  iiudes  ci  j|i\  cri.;ea  leill  loulcs  vers  le  pc'de.  Ions  les  (deiiieiils  de  celle 
ilil('j;ralc  scraieul   posilils. 

I.a  llicdiic  de  \\  he\\(dl  ne  seinil  donc  leiiable  que  si  l'on  al  I  riliiia  il  au  Inil- 
leiiieiil  1111  ellel  ciiiisi(l(''ia  Ide  ca|ialde  de  delniire  les  marc'es  en  \i  heures;  kw  . 
si  1  iiu  s'en   rapporle  aii\   calculs   de    M.    Il(iiii;h,  ipie   p'  cilais  plus  liaul,  il  laii- 

drail    ■>t\  ;iiis   piuir   réduire  iaiiiplilude   des   oscillaliolis  à    une   Iracliou       de  sa 
valeur  luihalc. 


ANWENDUNG 

DER  THEORIE  DER  INTEGRALGLEICHUNGEN 

AUF  DIE  FLUTBEWEGUNG  DES  MEERES 


.SerVi.v    Vortriïgc  (Lniversilc  <lc  (itittin^uc  i,  p.  12-iij  (23  aviil  1909). 


le  II  w  ill  Uni  m  liciilc  iilicr  riiu^c  \ii\\  cikIuiihch  dci'  luU';;ral':k'icliiiii>;Nl  licoric 
auf  die  Fliitl)('\v('i;uiii;  Ix'iiclilcii.  ilic  icii  1111  Iclzlon  Somester  gclegentlicli  ciner 
\(irIc.siLi)g  iihcr  diusc  lusclicimmi;  ;;i'iiiiirlil  liahc. 

Dio  DillV'ronlialijlcicIniiiiicii  ilcs  Piolilciiis  sind  die  lolgoiidcn  : 

h.      .A-î  =— "a5  ?-+-![ -t-W. 

Wir  siclloii  nus  didjci  mii\  dass  dit'  Iviigtdolicrllaclii'  der  Erdc  ctwa  durcli 
sloreographiscla'  Prujckliuu  Ivont'orin  ixwi  dio  (  .r.  f  )-Ebonc  bczogen  sei  ;  dann 
bedeute  k{x.  y)  das  Alinlichkpils\priiidlni>  dcr  \l)l)ildiing  zwisclicn  Ebeno 
ung  Rugcl.  Die  L(isiiiig  des  !■  liil|iii>bli'Mis  dcnkcii  wii'  iiiiv  diiicli  |irii<i(b>('li(' 
Kiinlvl  Kiiicii  dcr  '/cil  /  gegcljcn.  iiiid  \\\v  iKdiiDOii  spczicll  an.  dass  uiiscrc 
Gleicliungou  (i)  eiuoiii  oinzigcii  pcriodisclicu  Suininandiui  Non  lier  Eoi'in 
Acos(  ?i<  +  oc)  ciilspicclicii.  siidass  aUu  >.  in  iiiiscrcn  (dciclniiigcn  die  S(di\\  in- 
giings|ipi'ii)do  bi'slininii;  es  isi  lie(|iiciii,  slatt  der  Kosinus  komplexe  Expuneii- 
lialgrôssen  einziifiihrcn  nnd  alsn  élu  a  anznnchmcn,  dass  aile  unserc  Funklionen 
die  l^'orui 

«'■'■'/( -r,  y) 

H.  I'.  —  VIII.  37 
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Iialii'ii;    ilrr    l'cclli'   1111(1    iiiiaj;in;irc    Tt'il   ilicM'r  kiiiii|)li'\('ii   LOsiingeil  slolll    iin> 
daim  die  [iln  Mkalixli  l)raiiililiaii'ii  l.iiMini;cii  dai-. 
o^x,  (•  )  isl  deHniei'l  durcli 

\\(i  \    da>  In  dit>>lal  ixliL'  l'iiU'lil  lal.  fi  Avv  l)rii(k  i-.l. 
Ul  II  die  Tiftc  des  Mccrcs.  su  dtdiiiicrfn  \\\v 


'/.''  -h  4  '"- cos- â 


2  0)1  COS.J  .  

Ai  = ^ /Il         (,  '  =  \  —  I  j 

un  ?j  dit'  C^idal  iliidc  des  /.![  (x,  y)  tJolHii'igi'il  l'iiiiklcs  dcr  Er'ilc,  di  die  \\  iidvid- 
i^oe  li\vindii;kc'il  dci-  Erdc  licdciili'l .  Ç(j",  ,)' )  isl  die  Difl'ereiiz  zwisclien  der 
Dickc  dcr  iiiilllcrcii  iiiid  dcr  j;cNirM'tcii  \\  asserschiclil .  d.  Ii.  ^  "  -  o  onlspriclil 
dcr  Ebbc,  Ç  <  o  dcr  Fini. 

:!,>■  isl  die  Hescldcuniyuui;  dia-  Scliwerkrall,  W  das  l'oiiticuliai  lier  Slôruugs- 
kriiflc,  n  isl  das  l'oicnllal,  wolches  von  dcr  Anzichung  der  Wassermasson  von 
(Ici-  Dickc  Ç  licrridirl.       Ul  /,   |'>. 

SO  wird 

4  "  A  „ 


Il  = 


\vn  dic  \.  die  Kiigcllnnkl  loiicii  smd 

Die  Einhcilcn  siiid  sd  gcwahll,  dass  dic  Dirlilc  do  ^^  assers  gleicli  i,  der 
Radius  der  Erdkugcl  glcicli  i  isl. 

De  Grosse  H  kann  man  ineisleiis  \criiacldassigen  ;  lui  iiiaii  dics,  so  crluill 
iiian  soloil  liir  c/  eiiie  |iarlicdlc  I  )lllcrenl  ialgleiclmng  :>..  Ordniing.  lui  ans 
dcrsclben  o  zu  hcsliiuineii .  iiiusn  uiaiiii  gcw  isse  <  ireuzhcdmgungeu 
vorsclircihi'ii.       \\  ir  iiuleisi  lieidcii  d;i  zwci  l-"rillc  : 

1.  Der  Rand  des  Meeres  isi  eiuc  \crlikale  Mauer;  ilaiiii  uird 

àz)        2iai       ^d^ 
_+__COS..^=n, 

wobei  -r^  1  ~  die  normale  bzw.  lançenliale  \bleiliins;  \  on  o  isl. 

an    as  . 

2.  Der  Rand  di"-   Mccic-.  i~l   nu  lil   \eilikiil;  danii  rsl  dorl 

/l   =  <)  illso  /l|  =  /(»=  I). 
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Die  Grciizljodingiiiii;  lautol  liifr.  dass  9  ani  Han(l(>  rcgular  un<l  endllch  bleibcii 
soll. 

[  iri  aiil  dii'M'   l'ri)ljlciiii'  die  Mcllioden  der  inlL'gral^leicluiiii;eii  auwt'iuk'ii  zii 

koniieii,  l'iliimTJi  wir  \in>  zuuaclisl  der  allgemcincii  Uberlcj;ungen.  wie  sie 
Hilbeil  mid  Picard  fiir  Dilï'erentialgeichuugen  anslellcn.      Soi 

D(«)=./Y,r,  .r) 

eine  paiùellc  DiilV'iculialglcicluiug  i.  Uidniiiii;  liii-  a.  die  idliplischen  Tjpus 
liât,  so  ist  einc,  gevvisse  Grenzbedingiingeii  erfiilloiide,  Lôsung  ?<  darstcllbar  in 
der  !■  oriu 


»=/■/ 


Ç.rh  . 


vvobei  (i(.r,  )  :  ./'.  r' >  die  zii  dieseii  Kandbediiigungen  gehôrige  Greensche 
Funktion  des  Dill'eienlialausdruckes  D(h)  isi;  /'  ist  f(:v',y'),  d(j'=dx'dy, 
iijid  das  intégral  isl  ûber  dasjenige  Gebiet  der  ( x' .  r')-Ebene  zii  crstrecken,  fiir 
wclches  die  Randwertaiifgabe  gestellt  isl.  l m  die  Grecnsclie  Funktion  zii 
bereclinen  uiid  so  die  Randwcrl-aiilgalie  zii  l(>seii.  seizi'  iiiaii 

l>(ti)  =  !)„(«)  -+-  l),{u}., 
vvo 

...  f)u       ,  du 

àx  ày 

ein  linearer  DiUerentialaiisdruck  ist.  Nehnieu  wir  nun  an,  wir  kennen  die 
Greensche  Funklion  G,,  von  D|,(7/),  so  haben  wir  die  Lôsung  von 

m  der  l'drin 

Se  lia  lieu  w  ir  hiei  ail'-  diirili  1  ta  il  i  elle  lateçralionea  die  AbleituiiKên-;^)  -reliera  us. 

'  -  ^       dx    ay 

so  werdeii  wir  direkl   aul  l'iiir  lulegralglcicliung  zwoitcr  Art  fiir  9  gefiilirl,  die 

wir    naeii    der   FredholmsclieJi    Arelliode    lieliand(dii   kiinnen.    wenn    ilir    Kern 

uiclil  zii  stark  slnguliir  vvird. 

Bei  uneserem  Problème  der  Fliitbcwegung  trill  nun  gerade  dieser  Fall  ein; 

der  Kern  wird  so  Imcli  unendlich,  dass  die  Fredholmsclien  Methoden  versagen; 

ich   will  Ihnen   jedocli   zeigen.    in  welcher  ^^  else   man  dièse  Schwierigkeiten 

iiherwmden  kauu. 
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liiMiMclitt'ii  wir  ci'sl  (Icii  l'iill  (Ici-  ersliMi  (  iri'ii/l)('iliiii;iiiii,' 

"^î  ^  r  '^'  -  n 
an  as 

\\o  C  l'iuo  f;i'i;('l)('iii'  Fiiulvl  [1111   \on  x.    )    isl.      I)ir  l)ill('ii'iiluil;;leicliunf;,   die 
sicli  hoi  \"ernachliissif;unj;  \on  II  crgihl,  li:it  die  l'oriii 

Il  ml  \\  ir  sli'lii'ii  I  In  lier  \  iir  ilcr    Viil^.ilic.  ilic  (  iloicliiiii^' 

A-.  =  |- 

Miil  iiiixTci'  HiUKll)filiiii;iiiii;  zii  iiili'j;ii('i('ii. 

Dicso  Aufiîiilx'  i'^l  iifjuiv  ;ilcnl  nul  (1er.  riiic  lui  Iiiiicni  dcr  Raiulkiirvc  régularo 

0\         -,  ()\ 
Pulriii  iiillimkliiin   \  .  clic  aiii   iliindc  die  Hcdiii'riini'  -,-  +  C -7    ^=oei'iulll.  als 

•^      ^  an  as 

j'dic'iiiiiil  riiici-  riiiliii  lic'ii   iiiiiid j>eleguiig  zu  lindiMi.      IÎc/amcIur'I  *  du- Bogcii- 

Ihu^c  aut  der  llaudkiirvc  m  m  ciiu'ui  l'eslcii  \nt'aiii;s|)iiiiklc  his  zii  riiiem  PtinkteP, 

v'  die  his  ziiui   l'uiikU'   l'  ,   mi  ciliall  luaii  iiir  \    ciiic  Inlcgralglcicluiiii;;  jodocli 

w  in!  der  Kern  R(a-,  s)  derselbcn  t'iir  ,s  =  .v'  von  der  cislen  Ordnung  uiiendlich, 

iiail  es  isl  dalici-  111  dnii  liilr<:ralr  ' 


,ii 


j''K(.r, 

•'A 


der  sogenaniile  ('-aiulivsclie  Hauplwcri  zii  iiehnieii,  der  deliim  ri  i^l  als  das 
ai-itlunelisclic  Millel  ans  dcii  heldiMi  \\  ericii.  die  das  Iiile|;ial  ciliidl.  \\enii  icli 
os  in  diT  kiiinplcxcn  K-ii'jt'ae  iiiiler  Linf;cliini};  des  l'iiiikles  y  =  ^  das  eine  mal 
aiif  eiiiem  Wege  AMB  oljerliallj,  das  aiidere  mal  aiil'  eiueiii  AA'ege  AÎNI'B 
iiuterlialb  der  recllcn  Aciise  fulire. 

\^iislall  die  Melliodeii  zii  heniilzeii.  die  Ivellogg  ziir  Beliandliini;  sniclier 
iinstcliger  Keriie  angiht,  will  ieli  eiueii  anderii  Weg  einschlagen.  W'\r 
i)elrarlileii   iielieil  der  (  )|)eralinii 

■■^  !/(■'■  ji=y"K(x-,j  )/(v  )</,!• 

die  iterierle 


s-l/(-'-)J  =  ^"«^(-^-.  ;)K(;,.>-)/Cr)^'="'ji 


l)ci    drr   elieiiInJK  das  iJoppelintegral  als  Caucliyseliei    ilaii|il\\i'il   zii   nelimeii 
isl  ;    dies    soll    lolgendcrmassen   \erslaiideii    werden    :    wir    iieli  aclileii    lin-   die 
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Variable  c  die  ^V  ege  AMB,  AM'  B,  fiir  y  die  Wege  APB,  AP'B,  die  zueiiieuider 
liegen  iiicigen.  wie  in  der  Figiir  iini;edeutet  isi.  Dann  Ijilden  wir  die  \  Inté- 
grale, die  sifli  ergelien.  wenn  icii  cinen  A\  etj  tiir  ;  mil  eineni  tiir  >■  kombiniere. 

z  :  AMB.  AM'I5,  AMB.  AM'IÎ: 
r  :  APB.  \PB,  AP'B.  AP'B. 

iind  nelimen  ans  dieseu  4  Inlegralen  das  arillnneiische  Mitlel.  Ziehen  \\ir 
nocli  2  Wege  AQB.  AQ'B  wie  in  der  Figur,  so  selien  wir,  dass  sich  in  der  ersten 
Wegkombination  der  Weg  AMB  fïir  s  ersetzen  lasst  durch  AQB  +  AMBQA, 
in  der  zweilen  AM'B  durcli  AQ'B.  in  der  dritlen  AMB  durcb  AQB  iind  in  der 


l-'ii; 


vierten  AM'B  dnrcli  AQ'B  +  AM'BQ'A.  sodass  wir  jeizi  die  t'olgenden 
Wegkombinationen  haben  : 

AQ  B  ■+-  \U  BO  A  APB 

AQ'B  AP  B 

AQ  B  AP'B 

AQ'B       AMBOA  AP'B. 

Fûhren  wir  jelzl  die  Intégrale  ans  nnd  wenden  den  Residuenkalknl  anf  die 
geschlossenen  Wege  an,  so  zeigl  sicb,  dass  unsere  Opération  S-[y'(ir)],  die 
einer  Integralgleichung  i.  Art  zngehôrt,  iibergeht  in  eine  Opération,  welche 
durcli  die  linke  Seile  einer  Integralgleicliung  2.  Art  gegeben  ist.  deren  Kern 
Liberail  endlicli  bleibi;  wenn  wir  zuerst  die  vier  Kombinationen  \on  den  Wegen 
AQB  und  AQ'B  mit  den  Wegen  APB  und  AP'B  nehnicn,  so  bekommen  wir 
ein  doppeltes  Intégral  welches  nicht  unendlich  werden  kann,  da  auf  diesen 
Wegen  x^yund  y  ^5.  Betrachten  wir  jetzldieboiden  Wegkombinalionen 
AMBQA.  APB  und  AM'BQ'A,  AP'B.  oder  AMBQA,  APB  und  AQ'BM'A,  BP'A. 
so  ist  leichl  zu  seiien,  dass  z  eine  geschlossene  Kurve  AMBQA  oder  AQ'BM'A 
uni  X  beschreibt,  und  dass  gleichzeitig  y  eine  geschlossenie  Kurve  APBP'A 
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iim  )■  besclireibl.  \\  ir  liiirleii  uiso  die  Resi(Jueniiiullii)df  iiuwciidL'n,  imtl  «  ir 
bckoinmeii  ein  Glied,  wo  die  iinbekannte  Funklion  olme  Integralzeichen 
luiiïrlu,  wie  iii  drr  liiikou  Seiie  elner  Integralgleichung  zweiter  Art.  ludem 
uir  ,-.(1  aut  l'ine  diircliaus  rogiilaro  liilegralglcicliiiiii;  2.  A.rl  gt'iïiliil  werden, 
(lie  diT  1' rodluilinsclicn  Méthode  zugangllcli  isi,  lialicii  \\\v  die  Scliw  ierigkeit 
bei  unsereiu  Problein  iiberw  uiideii. 

IVur  ein  Punkt  bedarl"  luieh  der  lùlaulerimi;  :  weun  .r  iiiid  )'  gleiclizeitig  in 
einen  der  Endpunkte  A,  H  des  Iniervalles  iiineinlallen,  so  versagen  ziiniichsl 
die  obigen  Helraclilnngen.  luid  es  scheint,  als  vvaren  wir  fiir  dièse  Stellen  der 
Endiiclikeit  unseres  diirrh  lieralion  gewonnen  Kernes  niclit  siclier.  Dièses 
Bedenken  wird  jedoch  bei  iinscrm  Problcni  dadurcli  beseitigt,  dass  der  Rand 
des  Meeres.  der  das  Integrationsintervall  darstellt,  geschlossen  ist,  woraus  sicb 
ergibl.  ilass  die  Punkte  A,  B  keine  Ausnaliniestelliing  einnelmien  kônnen. 

Durcli  dièse  IJberlegungen  ist  also  der  Fall,  der  vertikalen  Meeresufer 
erledigt. 

Wir  beiracliten  den  zweiten  und  sclivvicrigeren  l'ail,  dass  das  Ufer  des 
Meeres  keine  verlikale  Mauer  ist.      Dann  ist  am  Rande 

A   =  /(|  =  /i2  =  o, 

l)a  die  (ilieder  a.  Ordniing  unscicr  I  )iirerentialgleichung  iïir  9  durcli  den 
Ausdnick  //,  Acp  gegeben  sind,  so  ist  die  liandkiuve  jelzl  eine  singuliire  Linie 
fur  die  Diflerentialgleicliung.  Ausserdem  werden  //,.  //■.  geniâss  ilircr 
Définition  fiir  die  durcli  die  Gleicliiing 

4(0-  cos-S  =  X- 

gegebene  kritische  geugruphische  lireilc  S  miendlicli.  l  m  iroiz  dieser 
Singularitiilen,  welche  das  Unendlichwerden  des  Kcrns  K  ziir  Folge  haben, 
das  Probleni  duicliziifiiliren,  bin  icii  gezwungen  gewesen,  das  réelle  Integra- 
tionsgebiet  durcli  ein  koinplexes  zu  erselzen,  indem  icb  y  in  eine  koinplexe 
Veranderliclie  y  H-  iz  verwandle;  x  hingegen  bleibt  reell. 

Wir  denlen  xyz  als  gew/ilinliclie  rechlvvinklige  Koordinaten  in  einein 
dreidimensionalcn  Raiiin  und  zeichnen  don  Durchschnitt  AB  ciner  Ebene 
x=  konst.  mit  dein  in  der(ic, yj-Ebenc gelegcnen Meeresbecken.  EntsprichlC 
der  kritischcn  gcographischen  Breite,  so  ist  es  niclit  schwer,  dièse  Singularitât 
durch  Auswcichen  in  das  kornpiexe  (jebiel  zu  unigchen.  Wahleii  wir  l'erner 
irgend  zwei  Punkte  I).  E  zvviselien  A  und  B  uud  umgeben  A.  von  D  ausgehend 
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uiiil  (loilluu  zuriickkelirend,  mil  l'iiin-  klcincn  Kui'nl'  iind  verfahren  cntspre- 
clicud  Ijei  H  —  riiunilich  gesproclien  :  iiingeben  wir  die  Randkurve  mit  eineni 
ringtôrmigen  l-'uilcnd  — -.  so  slellen  wii  mis  jeizt  das  Problein,  iinsore  Difforeii- 
lialo'leicliiini;  su  zii  inlcgiicroii,  dass  o,  \\  cnn  wir  sciine  Wcrtanderiing  liings  der 
dcii  Piiuki  V  iimgrbendon  Kiirvo  \oifolgen,  mit  demselbcii  \\  orl  iiacli  D 
zuriickkfdirl.  mil  dcm  o  \  un  dorl  aiisging.  Dicsp  «  veranderic  »  (irenzbe- 
dingung  isl  mil  dcr  uispriingliclioii,  welclio  vcrlangle,  dass  o  aiu  Randc  (  ini 
l'iiiiklc  \  end  lie  11  lili'ilil  iiiid  sic  11  icgiiliu-  M'rliiill.  ;i(|in\al('nl .  Zwar  sind  diC  zn 
dcr  ncucn  iiiid  dcr  allcii  (  iniizlicdiiigmig  goliorigcii  (  îrceiisclicn  1"  unklionou 
(i,  (i|  iiiclil  idciilisli.  wuld  aller  dic  dcn  bcIrcH'cndcii  Randiicdmgiingon 
iintcrworloiicu  Lusiingcii  xon 


'^^D 


e 


-O- 


FiK.  J. 


Hicr\(in   i'dicrzougcii  wir  uns   l('i(dilcr   im   Fallc   mir  ciin'r   \  arialilcn    )  ;   daim 
ergcbon  die  (ilciclmngon 

durcli  Anwpndung  des  Cauchyschen  Integralsalzes  dass  ii  —  «i=  u  Isl. 

l'm  jelzt  das  Problein  (i)  zu  licliandehi,  zielie  irh  die  vorige  Méthode  heran, 
die  liier  aber  in  zvvei  Sliifen  zur  Anwendiing  kiiminl,  da  unsere  veranderte 
Randbedinguiig  fiir  die  rdeiclinng  Si/ =zj'  iinziiliissig  isl  ('i.  Wir  kônnen 
sel  zen 

D(«)  =  A(/'i«)-t-i'i(«)-t-Oi("); 

dabcl  soll  Di(»)  iiiir  die  GHedcr  i.  Orcbiiiii"  -^  )  -7-'  t)'<  "  1  aber  niir  u  scibsl 

'     '  "^  f)x    ày 

enliiallcn.      Indeiii  wir 

iintcr  (Ici'  Llandlicdinunnt:  r  =  o  iiilegriereii,  crlialten  wir  liir  //  =  -,—  eine  ani 
Rande  endliclie  iind  rcguliirc  Funktion,  fiir  welche 


(')  Dièse    Handbedingung    isl    niL-ht   von    solclifr    Art,   dass  sie   eiiie    liesliniinte   Liisuiig   \on 
A(k)  =  /  auszeichnel. 
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i>l.       I):ii:iiit  iiil('i;rli'i(Ml  wii' 

D„(»)-t-  Di{ii)=f 

iinicr  /iii;nni(lclci;nM^  lier  iir>|ir(ini;lulii'ii  (  irciizlicil  iiii;ini^  iiiicli  ilcr  i;c\\  (llmli- 
cluMi  MoiIidJo.  I^it  m  ilci'  lii('il)(>i  zii  hcmilzciidcii  liilcgral^loicliunt;' 
aiitlri'lc'udo  Kciii  isi  z\\iir  iiiicndlicli,  ahcr  miii  soirlior  ()i-(liiimg,  dass  sicli  die 
Siniiiilarilill  diiicli  llciatioii  dos  Kerns  bosoitigcnlassl  :  die  parlicllc  Inlc^ralion, 
«olilie  (iliodor  mui  ciiier  zu  holion  Orduiinj;  dos  Unondlicluverdons  einlidiron 
wiudo.  I)IimI)I  1111s  ail  diosor  Slollr  orsparl. 

Das  ilaiiiil  licw  idlii^lo  liil('};i'al  Mins|iiiilil('iii  isl  aljor  ilor  lnli';;i'al  mn  \(>ii 

D„(„j  H-  ])„(„)=/■ 

iiiilcr  drr  \orandoilon  (  iionzliO(liuf;iini;'  iiquivaloiil,  iind  infolgedosson  kiiancii 
wir  |clzl  dii'  zwcilo  Sliifo  orsloit;oii  mid  aiioli  die  r.OMiii!;  xoii 

D(î<)  =  [Do(«)-+-D,(h)]  +  1>,(k)=/ 

niilor  dor  \oraiidorloii  Grenzbedingung  liosliimnoii. 

^^  ir  liaboii  liis  jolzt  das  (  diod  II  als  s(i  kloin  Mirausgosotzl.  dass  wir  os  ganz 
Nornaciilasslgen  durlten.  Iloboii  wir  dioso  \  oraussolziing  aut,  sa  cntstehen 
koiiie  wescnllichon  nouon  Sclivviorigkoiton.  Il  ist  oiii  von  t  orzougtos  Anzioli- 
iingspotential;  wir  liaben  also 

„=/^. 

weiui  r/^'  oin  Flitchcnoloiiiriil  dor  iviigol,  Ç'  don  ^^  orl  dor  l'iinklion  Ç  iin 
Schvverpunkl  [x',  y')  dièses  Flachenelemenlos,  /•  abor  die  raiimlich  gemessene 
Entfornung  dor  beidon  Kugolpiinklo  {x,  y);  (x',  y')  bedeutet,  und  die  Inté- 
gration liber  die  ganze  Kugeloborflaclie  erslreckt  wird.  Wir  kônnen  aucli 
schreiben 

'  C  '/■*■'  'fy' 


Il  = 


j 


k^-r 


Setzen  wir  dios  in  unsoi-o  Ausgangsgleichungen  ein,  von  denen  wir  nocli  die 
erste  mittels  Aiifslolhmg  dor  ziigohorigon  Greenschen  Funklion  und  unter 
Beriicksichtigung  dor  Randbodingung  ans  einer  Difl'orential-  in  oine  Intogral- 
gleichung  vcrwandeln,  so  erliallen  wir  zwel  simultané  Integralgleicliungen  fur  Ç 
und  o.  (lie  mit  Hilt'o  dor  soolion  oiortorton  Motliodon  aiifgelôst  werden  konnen. 


QUATRIÈME  l'ARTlK.  -   IHÉORIE  DE  LA  LUNE. 


SUH 

LES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


Bulletin  (islroiioinique,  I.   17,  p.  167-20')  (mai   1900;. 


1.  A  l'exeinple  de  MM.  Hill  cl  Bruwii,  nous  lapporlL'rons  la  I^iiiio  à  trois  axes 
tournants,  la  vitesse  de  rotation  étant  égale  à  «',  moyen  mouvement  du  Soleil. 
Les  axes  des  x  et  des  y  sont  dans  le  plan  de  l'écliptique  et  l'axe  des  z  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  Dans  ces  conditions,  les  équations  du  mouvement  de  la 
Lune  sont  de  la  forme  suivante  : 

,  ,  „        ,  ,     «^  1  .        ,  .     'A'i  „     </\', 

(i)  X  —  2n  y  =  — r-'         r  -t-  2n  a:  =  — r— »         ;  =  —7—  • 

1IX  •  rly  riz 

Les  lettres  accentuées  x' ,  oé' .  ....  désignent  les  dérivées  de  x  par  rapport  au 
temps.  Quant  à  Vi  c'est  une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  de  la  Lune  et  de 
l'anomalie  moyenne  /'  du  Soleil.  Elle  dépend  en  outre  de  deux  constantes,  à 
savoir  :  la  parallaxe  a  qui  est  une  quantité  inversement  proportionnelle  au 
grand  axe  de  l'orbite  solaire  et  V excentricité  e'  de  l'orbite  solaii-e. 

Considérée  comme  fonction  de  a,  e'  et  /',  elle  est  développable  suivant  les 

puissances  de  «,  e'  cos.1'  et  e'sin/'.  Considérons-la  maintenant  comme  fonction 

de  «,  X,  y,  z,  nous  verrons  qu'elle  se  réduit  à 

î'  3  „  , 
— \ —  n-jc- 
r       1 

pour   a  =  o  (y.  est  un  coefficient  constant  et  r-^x--\-y-+z'^).   Quant  au 
coefficient  a",  c'est  un  polynôme  homogène  d'ordre  /(  -f-  2  en  x,  y  et  z. 
H.  p.  -  VIII.  38 


îgg  Equations  du  mouvement  de  la  lune. 

Les    f(|u,iliiiiis    jiniM'Ul    tMic    iiii-.('>    sijus   l;i    Idiiul'   canoiii(|uo    |);ir   l'arlilice 
-iiixaiil.  Posoun 

\  =  .i' —  «■  I  .  V  =  r'-t-  n'.r.         '/.  =  z'  ; 

1.  oliiiil  mit'  \iiri:il)lc  aiixiliMirc.  lui  prciuiul  jxuir-  NiiiKiMo  conjuguées 

-r,      r,      z.     L; 
X,     \.     /,.     /', 

nos  t'(|iiiilioiis  piennoiil  \n  roriiie  ('iiiionif|ut' 


dl 

dv 

dt 

</F 

"  d\  " 

dz        dV 

dt  "  d7. 

d\. 
dl 

d? 

"  dl'' 

d\ 
dl 

dV 

~^  777' 

.i\ 

,/F 
"       dr' 

dL            dV 
dt  ~~    ~d~z 

dl 
dt 

dV 

"       dL 

(2) 


l.i's  ii()i>  |)i('iiiii'ifs  ('(|Uiil  ions  lie  rli;ujue  ligne  se  déduiseni  diieelemcnl  des 
(■(juiiiions  (\\:  ou  ;i  d'ailleurs  .-  = // el  -^  =  —  // :  (|uaiil  à  la  dernière  équa- 
liiiii  dl'  la  pi'ciuicrc  ligue,  elle  [leul  (Mre  regardée  (■(iinnie  la  définilion  de  la 
variable  auxiliaire  L. 

.l'ai  déjà  fait  usage  de--  e(|ualu)ns  (2  )  dans  un  article  iiuterieui' (  liiill.  nslrnn .. 
mars  1900  1. 

Toutes  les  iheories  de  la  lame  conduisent  a  développer  ./•,  )  cl  ;  en  loue- 
lion  :  1"  de  trois  constantes  d'intégration  a.,  e  et  y;  2"  de  trois  arguiueuls 
l'onclions  linéaires  du  lenips  r,  /  el  "A:  3"  de  l'anoinalie  moyenne  solaire  /': 
'1"  des  deux  constantes  solaires  a  et  r;'. 

Des  trois  conslantes  fi,  c  el  y,  la  première  est  une  sorte  de  demi-grand  a\e 
moyen  de  l'orbite  lunaire,  la  seconde  joue  le  rôle  de  rexceniricite  el  la 
troisième  de  l'inclination.  Les  trois  argiimeuls  t,  /  cl  ?,  représeiilent  respecli- 
\cmenl  la  distance  moyenne  de  la  Lune  au  Soleil,  la  distance  moyenne  de  la 
Lune  au  périgée,  la  dislance  moyenne  de  la  Lune  au  uœufl. 

Nous  reniarfpions  alors  :  1"  fpie  les  coordonnées  sont  des  lonclions 
périodiques  de  période  271  des  quatre  arguments  t.  /,  \  el  /';  2"  que  si  l'on 
regarde  pour  un  instant  t  et  a  couiMie  des  cfuislanlcs  el  si  l'on  considère  les 
coordonnées  comme  des  fondions  de  /.  "/.,  /'.  e,  y,  u'  el  3(,  ces  coordonnées  sont 
développables  suivant  les  puissances  des  cjuantilés 
("3)  a,     ecoil,     eiinl.     vcosX.     YsinX,     e'cns/',     c'i'inl'. 

De  tous  ces  faits  bien  connus,  on  peut  déduire  diverses  conséquences. 
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Nos  quatre  inuiiiiioutb  v,  /,  À  el  /'  sont  des  fonctions  linéaires  du  temps  et 
nous  pouvons  écrire 

OU  plus  sini|)l(Miii'iil .  en  pi)>:inl 

T   =  Wi.  /  =   IVi.  À   =   ll'.i,  /    =   (IJ, , 

nous  pouvons  écrire 

lf/=  Cit  -f-  £,-. 

Il  esl  clair  (pie  C;-^ii'  el  (pie  rx-{-C;^n.  n  éiiinl  le  moyen  mouvemenl  de 
la  Lune. 

Cela  posé,  considérons  a  ei  <■'  connue  des  conslanles  et  l'ct^ardons  nos  coor- 
donné'es  comme  lonclions  de  /  el  des  quantités 

(4)  ",     <■,     T>     Lo,     £;, 

L|,  est  une  conslanie  choisie  de  telle  façon  que   r('fpiaiion   des   forces   vives 
s'écrive 

F  =  —  n  Lo- 

Nous  désignerons  par  des  <)  les  dérivées  prises  |)ar  lapporl  à  /  et  aux 
variables  (4),  et  je  poserai. 

Dans  celle  équalion  je  désigne  pai-  |3  et  p'  deux  (pielcon(pies  des  quantités  (4); 
j'ajoute  cpu'  sous  le  signe  £  on  doil  changer  .7;  et  X  d'abord  en  y  et  \  ,  puis 
en  ;;  el  Z. 

D'après  un  théorème  bien  connu,  nos  équalions  étant  canoniques,  les 
crochets  [j3,  (3']  doivent  se  réduire  à  des  constantes. 

Regardons  maintenant  nos  coordonnées  comme  des  fonctions  des  quantités 

(5)  a,      e,      Y,      Lu,      ir,- 

el  désignons   par  des   (f  les   dérivées  prises   par  rapport  à  ces  cpiantités  (5). 
Posons 

où  (3  et  [3'  sont  deux  quelconques  des  quantités  (5). 
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J  nhst'rNC  alors  (|ii('  lOil  :i 

dx         dx  i)x        ilx         ^^   ilx    de  j 

SI  J  i'--l  I  une  tics  (|ii;inl  ili's  n.  c.  •■.  L,,.  cl   |('ii  cniicliis  : 

(«)  |£/.  £,|  =  ("V:..',t,i;        |£,.  ;i ]  =  (..•;.  ;i)-:-«2j $:("■;  "7 )• 

On  aurait  une  c\pression  analogue  pour  le  rineliel  [(î.  p'],  si  |3  el  (3' 
(Jésignaienl  deux  des  quanliu-s  a,  e.  y,  L„. 

On  \()il  d'abord  que  (n',.  nv,  )  doit  se  réduire  à  une  conslaule.  Considérons 
inaintenani  la  seconde  écpiaticjn  (6).  Le  premier  membre  est  une  constante; 
romme  (u',.  (3)  et  (tv,,  n'/)  s(Mit  des  fonctions  périodiques  des  quatre  arguments, 
le  secoml  membre  es!  (■gai  à  nue  ronilion  pé'riodique,  plus  une  autre  l'onction 
périodique  multiplii'e  pai'  /;  il  ne  peut  donc  se  réduire  à  une  constante  que  si 
le  coei'ficient  de  t  s'annule  el  si  en  même  temps  (tv,.  (3)  se  réduit  à  une 
constante  dépendant  seulement  de  ri,  e.  •■.  L,,. 

On  démontrerait  de  même  que  si  p  cl  (3'  soni  deux  (juelconques  des 
(pianlités  a,  e,  y,  et  hg,  la  parenthèse  ((3,  (3')  se  réduit  à  une  constante. 

Mais  il  V  a  plus,  grâce  à  nue  circonstance  particulière  au  cas  de  la  Lune. 
Nous  savons  que  x.  V.  Z  et  L  sont  des  fonctions  paires  des  w,  tandis  que  X.)-. 
z  el  /'  sont  des  fonctions  impaires.  Il  en  résulte  que  (si  |3  el  [3'  sont  toujours 
deux  des  quantités  a,  e,  •■  et  Lo)  les  dérivées 

dx     ,r^     dz     /n.     d\     d)_     dz_     d£ 
d^    dfj'    Tn'    Tri'    d^''    7K7'    77:7'    7777- 

sont  des  (onctions  paires  tandis  (pic  les  dcinées 


d.r 

,l\ 

d'i. 

d\. 

d\ 

dy 

dz 

dl 

7177.' 

TïTv' 

7177'' 

7J77-' 

W 

TTTi' 

Tfi' 

d^i 

sont  impaires 

Donc  les  |iarentlièses  (h,,  iï/ )  et  (p,  6')  sont  des  fonctions  impaires  des  w 
et  elles  doi\enl  se  n-duirc  à  des  constantes  indépendantes  des  iv,  elles  doivent 
être  nulles.  Celle  circonstance  simplifie  beaucoup  la  démonslralion  du  théorème 
que  nous  avons  en  vue  et  qui  serait  \rai  dans  des  cas  beaucoup  plus  généraux. 

Si  y..,  p.'  el  /jl"  sont  trois  quelconques  des  (juanlités  (5),  on  a  évidemment 
l'identité 

d(\J;  /)  ^  d{\x',  ]X")  _^  d(\i.",  n)  ^  ^ 
d'i"  d\i  d\j.' 
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Cette  identité  nous  donne  en  particulier 

puisque  (^P,  ,3')  est  indépendant  des  n'  et  que  (  p',  tv,)  =  —  (»',,  (3'j. 

On  |)cul  donc  iniuvei-  quatre  tunclions  Aj,  Vo,  A;,,  A»  de  «,  c,  y  et  L,,  telles 
que 

De  ces  liiiis  ri'liii  iDUs 

c/A- 
(  IV,-,  w,  )  =  (  ;j,  [!')  =  o,         -^  =  (  ,3,  w,), 

d  est  aisé  de  conclure  <nie 

,1-i  =  Lr^/X  H-  I.  r//  —  VA,'/..', 

est   une  dilleii'iil  lelli'  exacle  (je  regarde,    lueii   eiileudu,   i/.   r'  el  //  comme  des 
conslanles  i. 

Si  je  me  rajq)elle  (pie  ..■,-:=  /.  je  puis  écriie 

</S  =  :^x  r/X  -H  (L  -  Ai)  ^//'—  Al  '/-  —  Aï  r//  —  A:;  (/:,,. 

J'observe  ensuite  (pie  fl\.  c/^  .  '//.  '//'  '/?.  f//.  d'i.  sonl  independanis  der/L,,; 
il  en  résulte  (pie  S  esl  iiide|>endanl  de  l,„  el  11  duil  eu  iMre  même  de  I.  —  A-,, 
Al,  Aj  et  A:,. 

Donc  Al,  A^,  V:  depeiideni  seiileuieni  de  <i.  e.  •  (  el  en  nuire.  Iiieii  enlendu, 
de  a.  (/  et  /('  I. 

D'aiilre  |)ail.  l'eipialion  F  =  —  't'Lo  '"f  donne 

I        I  '1'-'^' 

I-   =    l,„H ; 

n 

et   comme  T  el    \  ,   ne  d.'pendent   pas  de   L„.  A-,  —  \j,i  n'en  dépenrlra   pas  iiiui 
plus.  Nous  pourrons  donc  ])oser 

A.,-L,=  -H,      - 
n 

(i  étant  une  tonclHJii  de  ri.  <> ,  el  ■■ 

Donc  en  résumé 

(7)  r/S  =  .r  f/X  -r    »•  oT^  -+-  ;  rll.  —  A I  r/T 

—  k.dl  —  X.c/J.  -h   '  —^<—^'  ,//■ 
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«■st   Mlle  ilillfii'iilirlli'  i'\,uic.    Ici   c-.!   \v  |iii'iiiicr  liiit  (|ii('  je   mmiImin  iiiullre  en 
t'vulciici'.  .Ir   11  lusislc   |)as    mit   les    |)ic)(t'(lc>i    ilr    \  <  rilicMlioii    (|ui    en    ii'Miltonl. 

-.   Si  iiiiii;.  ri'ijiirtloiij  f  .  y.  cl  ii'  cominc  (Ips  constantes,  (i,  Ai,  A.>  et  A;,  ne 
ilépendenl  i\c  a.  <■  cl  y. 

\  iivons  ce  tiuc  (IcNiciiiicul  le>  eciiKiliuiis  (aj  si,  iiii  lieu  tic 

X,     y,     z,     L; 
X,     Y.     7„     /', 


III  prciKl  polir  Miri 


|)()iir  Miiiiiiilcs  noiiNt'lles 

A,,     \-,,     .\:i,     A,: 

ic,.       11'.,,      ll'n,      ll'i  . 

l."ex|)ression 

étant  une  diHérentielle  exacte,  la  luriue  canunique  tics  équations  ne  sera  pas 
altérée  et  elles  deviendront 

Alais  on  a 

F=-  «1-0=  0- «A,. 

Les  équations  deviennent  donc  (si  l'on  ol)ser\c  (|iie  ti  no  dépend  (pie  de  a, 
e,  y  et.  par  consi'fpient,  de  A),  Aj,  A;,  i 

»/A,  da'i  dO  ihv-i  ilG 

~dt^^'       ~Jr^~l\'C       "T7r^~;7ÂT' 

~dT  ^~  IK;  ■       TiT  ^  "  ' 

\,i  ■  1  "'"■/ 

Mais  nous  ae\ons  avoir  — ;-  =  c;. 

df 

(  )u  a  donc 
(8;  —  f/G  =  f|  ^A  I  -4-  c->  dXi  -(-  (a  f/Aa. 

1$.  Nous  a\oii>  (lil  que  .7\  >',  ;.  \.  ^  .  Z  miuI  des  loucliou''  [icriodiques  des 
ipiatre  ar^uiiienN  iv  cl,  de  plii>.  soui  di'veloppables  siiImuiI  les  puissances  des 
quantités  (.i). 

Il  est  aisé-  d'en  conclure  qii  il  en  est  de  même  fie 

.r/S  d>  dS 

da  de        '  d-; 
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el  pal'  coni>t'i]iicnl  de 

S-S„. 

(S(,  clanl  uni'  l'oiiclion  i|ui  lu'  clépt'iul  que  du  quatre  arguments  iv  el  des  cons- 
tantes a,  </'  el  /('.  mais  qui  est  indépendante  de  a.  e  et  y"). 
D'autre  pari,  il  en  est  encore  de  même  de 

-j--l-A|,        -77   ^   Aï.        -7^    -f-   .^3,        -T77   H 7J 

a-  al  <li.  al        n 

et  par  çonséquenl  dr 

«T  r//  f/A  rll  n 

(  .(iinnir.  il  une  pari  — ;— >  — rr'  — ;^>  —rr-  ne  rlepenuenl  oue  de  7.  /,  /.,  f   el  de  a, 
'  r/t       al      (II.      (Il  '^  ^  ' 

'■'  el  /(':  fl  cpic  d'autre  part  Ai,  Ao,  A;,  el  <i  ne  dépendent  que  de  a,  e,  -.'et 

de  a,  '''  et  //'.  nous  de\rons  conclure  que  l'on  aura 


A,  =  A',  — L),,         A..=  A;  — Do.         A:,=  A't  — Di„         '^,  =  -;  —  D,  ; 

n  n 

le.s  I)  étant  des  constantes  dépendent  seulement  de  x.  <■'  el  //';  landi»  que  A',, 

Aj,  A'.,   (i'.  S',,  sont  comme  ——■  +  A.    ....  des  fonctions  périodiques  des  \v. 

développahles  suivant  le>  puissances  des  quantités  (3).  (Remarquons  que  S',, 
ne  devant  pas  dépendre  de  ti.  c  el  y,  ne  pourra  contenir  cjue  les  arguments  7 
et  I' .  puisqu'il  ne  peut  dépendre  de  /,  par  exemple,  sans  dépendre  de  e;  d'autre 
[)arl.  les  A|  et  G'  ne  devant  pas  dépendre  des  arguments  (v  seront  développables 
suixanl  le>  puissances  a.  r-,  e'-,  y-;  je  devrais  même  ajouter  de  a-,  e-,  e'^,  y-, 
mais  les  considérations  précédentes  ne  suffiraient  par  pour  l'établir.') 

Remarquons    maintenant    que    si    ]),.    Do.    D;,,   D,    muiI    quaire    cduslanto 
dépendant  seulement  de  x.  c'  el  /(  ,  l'i'iialiie 

'/S  =  i  .r  -yx  —  A ,  ri-  —  A:  cil  —  A3  </>.  -i-  ^  "  ^  ,'  ~  '  '  r/l 

n 

entraîne  la  suivante  : 

,,'(5  — D,T  — Do/— Dj).  —  Dv/)=  Z.rrlX  _(A,-f-D,  )</t  —  (  A. -4- D,)  rf/ 

T^  >  j-        T  — V,— G-Hn'Di   ,„ 

—  (  A:,  H-  Dr,  )  d/.  H : dl  . 
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Nous  |i(ni\(iiis  ddiK'  sMiis  mIici'it  iiolrr  iclal  lou  loïKliiiiiculiilc  ili;uii;i'i'  S 
en  S  —  DiT  —  Dj/ — ^D;,>  —  1),/'.  cl  en  inriuc  iciups  A,,  A^,  A;,,  G  en  Ai  +  Di, 
A-j-l-Da,  A3+D3.  ("i-|-«'D,,  ou.  Cl' qui  icv  iciil  ;im  riirinc.  Son  S  —  S,|+S'„. 
S„  en  S'o,  Al,  A..,  A;,,  (i  en  A',,  A',,  A'.,  (i'. 

iVous  |>ouvons  donc  toujours  supposer,  et  c'est  là  (jue  je   \oulais  en  \euir  : 

1"  Qiu-  la  loiution  S  est  périodique  par  rapport  à  t.  /.  /.  et  /'  et  (pielle  est 
développahle  sui\anl  le>  puissances  des  (juantit('s  (  '.'>): 

■a"  Que    Vi.  A.i,  A:t  et  (j  sont  développables  sui\anl  !(■>  puissances  de 


Cela  posé,    connue  S  est    developpaliie  suivant  les  puissances  de  r  cos  /  et 

de    e  sin /.    tous    les    termes    de    S    (pu    coniu'nnen!    /  coni  lendriuil    aussi   e  : 

I  '/>  1  •■   •  1  1  1  I         .  1         ,  I     't'X.    d\ 

tlonc  -77  est  ilnisinle  par  r:  il  en  est  de  miuiie  ixiiir  la  lueiiie  raison  île  —^i  —rz, 
ni  '  '  ni      (Il 

d'L      y^ 

-  ,//         Hl 

est  di\isil)lr  par-  r.  cl  idiuMic  \.,  ne  contient  ipic  des  puissance  paires  de  c, 
■■  ul  (."'.  il  sera  diMsiide  par  r'-'. 

On  Irouverail  de  inéine  (jue  A.-,  doil  ôtre  divisible  par  y-. 

Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin,  que  les  conslanles  6«,  c  et  y  ne  soni  pas 
entièrement  définies:  nous  pourrions,  sans  avoir  rien  à  changer  à  ci'  qui 
précède,  remplacer  a.  c  et  y  par 

9(1,     e^i,     et     75.., 

<p„,  91  et  'j-i  étant  Irois  lonclKUis  (pielconcpies  de  il,  e,  y,  a  et  u'  dé\clo|)pables 
suivant  les  puissances  de  a,  e^.  y^,  ot  e'-. 

Rien  ni'  iiou-,  empéclieiail  donc  de  supposer',  par  exemple. 

Ai=y/c/,         At;=e-.         A3  =-(■-. 

i.  Voyons  luaintenanl  (■omiucnl  on  peut  applnpier  ces  ((uisidt'ralious  au 
calcul  des  coordonnées  par  approximations  successives.  Nous  supposerons 
d'abord  a=e'=o;  nous  supposerons  en  outre  y  :=  o  el,  par  conséquent, 
;  =:  Z  =  o  et  nous  nous  proposerons  de  développer  a;  el/  suivant  les  puissances 

de  1  c\eeillri(it('  e. 
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Soient 

X  ^  Xo-h  jCi-h  ■l'«  +  ■  ■  ■  ■ 

ces  développements.  Soient 

X  =  Xo-H  Xi+  Xî-t-. . ., 
Y  =  Yo-+-  Y,+ Y2  +  ..., 

les  développements  correspondants  de  X  et  Y.  Alors  Xi,  j',,  Y,-,  Z,  sont  les 
termes  d'ordre  i  par  rapporl  à  Texcentricité  c. 

Soit  de  même 

S,  =  So+  Si-H  S.-I-. . ., 

le  développement  de  S. 

Je  supposerai  de  même  Aj,  Ao,  A^  développés  siiixaiii  les  (iiiissances  de  e; 
et  les  développements  pourront  s'écrire 

Al  =  Ço-I- ?2-+-- • -,         A-.  =  ria-H  r,, -+-  .  .  .,         A:i=i); 

ii  est  clair,  en  eilét  cpie  les  developpemenls  ne  peii\enl  conlenir  cpie  des  termes 
d'ordre  pair,  que  celui  de  iVo  commence  par  un  terme  du  second  ordre,  enfin 
que  A3  est  nul  puisque  y  =  o. 

Je  développerai  enfin  sous  la  même  forme  les  moyens  mouvements  a 

Cl=  /o-H.A-t-  /l  +  ..., 
C2=  ffo-h  ff-2-h  S'i  +  .... 
C3=  ho-\-  hn-h.  .  .. 

(D'ailleurs  c.;  a  inlerviendra  pas  puisque  nous  supposons  y  =  o.) 

Il  importe  de  remarquer  (pu^  les  constantes  a,  e  et  y  n'ayant  pas  été  complè- 
tement définies,  ainsi  ipie  je  l'ai  fait  observer  plus  haut,  ces  développements 
restent  arbitraires  dans  une  certaine  mesure.  Je  pourrais,  par  exemple,  choisir 
arbitrairement  Vo,  Ç^,  Eu,  ....  Le  mieux,  afin  de  faciliter  la  comparaison  avec 
les  autres  méthodes,  est  de  supposer  Ci  ^J\,,  f-i  =//.  =  ...=:  o. 

Les  premiers  termes  du  développement  a;„,  y,,,  X„  et  \o  sont  ceux  que  Nt.  llill 
a  calculés  dans  son  Mémoire  sur  la  variation  i^Ainerican  Journal  uf  Mathe- 
inatics,  lomel);  nous  les  regarderons  comme  connus;  ainsi  a?„,y„,  Xoet\o 
seront  des  fonctions  connues  de  t  et  de  E,,  ;  ces  fonctions  satisferont  d'ailleurs  à 
la  condition 

c/So  =  J^o '/Xo-t- Jo  rfVo — l<sd-. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  i"'  degré,  nous  trouvons 

rfSi  =  Sxi  «?Xo-+-  Saro  «Xi, 
H.  P.  -  VIII.  3ç) 
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ro  (Illl.  (Ml  [xisiiul 

S',  =  s,-i:x„x,, 

peut  !<V'criro 

dS\  =  Sj;,  ii\„ —  SX,  ffxo- 

\(iii>  >a\  1111^  (|ui'  ^  I  iliiil  l'oiilciiir  (■  en  laclour;  d  iiiilro  |»iirl ,  (/\„  et  c/x,,  (ni,  par 
conséqiu'iil.  lu  iliflerentielle  lnlalo  i/S\  )  ne  dépendent  pas  do  ilc.  Cela  ne  peul, 
airi\t>r  cpie  >i  S',  est  nul.  Nous  avons  donc 

19)  i;.ci  (/x„ ~  s Xi  c/xo  =  o. 

l'iiiir  iiicllrc  crtlr  cipialion  {  [) )  sous  la   loiine  d  eipiatioiis  dillérentielles,  je 
remarque  ipie  l'on  a 

.-  ,  ,  dx  (ix  , 

X    =   .1;    /(     )'    =   C|   -; h  C,   —-    /(    T, 

li-z  al  • 

V       ■      ■  'iy        'iy 

\  =  v-^nx  =  Ci—, h  c-i  -77  -(-  n  x. 

a-  al 

En  remplaçant  x,  y,  c,  et  c-^  [lar  leurs  développements,  ei  éi;alanl  les  termes 
lie  inèuH'  iirdre,  y  I  rou\  e 

•,         ,.  dxa 

-Vo  —  I  ti  — ;—   —  /*  1  0, 
d- 

j.  dxy  dx\ 

Xi  =  /()  —. V-  go  —T. "   (1. 

d-  dl 

,.  dx-i         ,.  dxti  i/x-2 

,.  dx.t        ,.  dx,     ,         dXi  dx\  , 


,i\i'(;  dt's  Inruiules  ana!o;;ues  pnui-  les  ^  ,. 

Ces  loruiules  sont  simplifiées,  si  nous  supposons  eouime  je  l'ai  dil  [dus  haut 

/o  =  6-|,  /■,=/i=...=  0. 

.1  inli  oduil'.ii  la  notation  siii\anle;je  poserai 

dx  dx 

\):l  représente  alors  ce  i|ui  seiail  la  deii\ee  de  .7   par  rappin'l  au  lemps  t,  si  l'on 
y  remplaçait,  z  el  /  par/,,/  +  tx,  g„l  -\-  t-^  (au  lieu  de  Ci/  +  £1,  f2<  +  £»). 
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Dans  ces  cunditions,  on  a 

Xo=Dxo — 'i'j'o,  \\=  Dvo-h  n'xo, 

Xi  =  Dxi— n'j'i,  Yi  =  Dji-i- n'a;i, 

\n=Dx^ — n  y-i,  Y2  =  Dj>  2+ «ir., 

-i-        IV  '  dx,  ,  dy, 


On  trome  ainsi  les  équations  siiivanlos  : 
(ïo)  \ 

Les  équalions  (10)  soni  doux  équaliims  difFérenlielles  linéaires  qui  définisscnL 
les  deux  tondions  Inrnnnucs  .r,  cl  )'t  en  fonction  de  t  (en  supposant  que  r  et  Z 
aient  été  remplacés  [liii-y,,/  -i-  £1,  g\yt  +  z-j  ).  Ces  deux  équations  sont  du  premier 
ordre,  de  !>orlc  que  le  sjstôme  esl  du  secdinl  orilie. 

Elles  sonI  i(l('nli([ues  aux  équations  (101  ilc  iiioii  article  anlérieur  [Bull, 
(istioii.,  mars  ii)Oo,  p.  yi)  ).  Toutefois  cuuime  celle  identité  pourrait  être 
dissimulée  parla  diflerênce  des  notations,  (juekjues  explications  sont  nécessaires. 
En  premier  heu,  dans  les  équations  du  Ménujire  cité,  les  inconnues  étaient 
désignées  par  't,  et  r;  ;  il  conviendrait  donc  pour  les  retrouver  de  remplacer  x^, 
j'i,  Da^i,  Dji  par  ^,  r),  ^',  ■/}' .  Ensuite  a;„  et  ju  dol\<'nl  cHre  ivmplacés  par  x 
et  y.  Enfin  nous  employions  dans  le  Mémoire  cité  la  valeur  /a  définie  par 
légalité  _/(,  :=  — )  el  nous  a\ions  clujisi  une  unité  de  temps  telle  que  r  = /,  ce 
cpii  nous  permellail  de  faire  (après  la  différenlialiou  par  iap|ioii  à  /'„  ou  à  /») 
y „  =  I ,  n' =^  m.  13ans  ces  conditions  on  doil  reuiplacer 


dxo 

dVo          ,/\„          r/Y„          ,/.,„ 

d\  Il        (/Xo       </\<} 

dx' 

dz  '       di    '        (/x          dfa 

d/„         d/o  '      d/o 

X, 

y,     x"—  my',     /'-¥■  mx 

dx                   dy 
dm                 dm 

x' 

dx               liv 

—  m  —, h  m-  -i—  )      )   — 

dm             dm 

dy'               dx 

m  -f m- -y—  ,      /«., 

dm             dm 

et  l'on  retrouvera  les  équalions  citées. 


5.   Passons  aux  termes  du  second  ordre;  il  vient 

dS,=  X,x.d\o-i-ZxodX.-+-  S^iofXi—  Çîf/x  —  ■r\2d/, 
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ce  (|m.  (Ml  |>iis;uil 

S',  =  S2-2a;„Xî, 

s'écrit 

rfS'j  =  S(ar.,  d\o  —  X,  dxo)  -h  S.ri  </X,  —  Ç,  ih  —  -ri.,  rf/. 

Je  suppose  que  je  regarde  [uiur  uu  instant  z  et  /„  comme  des  constantes. 
Alors, 

(/-  =  </\o  =  </j'ii  =  o 

cl 

(il)  r/S'.  =  S^'i  </Xi  — r,o<//. 

('.l'Ile  iMiiiiiliDn  ilclcriiiine  S'.,.  En  ellel,  X\  et  Xi  soni  connus. 

f/S'î      v»      "'•'^1 


dl       jLd    '   dl  '- 

e>l  un  polynôme  enlier  par  rapport  aux  cosinus  cl  aux  sinus  des  multiples  de /, 
l'i  ir  polynôme  ne  iloil  |ias  conlenir  de  terme  indé|iendanl  de /,  puisqu'il  est 
la  dérivée  de  S,  qui  doil  èlre  un  polynôme  de  même  loruu'. 

Nous  disposeions  doue  de  rindi'lerniiuéu  r,.j  de  (aeon  à  laire  disparailre  CC 
ternie  independaul  de  /.  Alors  i/S.,  sera  entuTeiuenl  deteiiuinée;  il  en  sera 
encore  de  mèrue  tie  .S',  à  une  constante  pril-s  indépendanle  de  c  el  tie  /.  Mais 
comme  S',  doil  contenir  e-  en  fadeur-,  cette  constante  devra  être  nulle  et  S',  sera 
entièrement  connue. 

Nous  liMJUMiiis  ensuile  les  équations 


/    V  /       d\(,         ..    f/,t„\  dS'.,        \^       dX, 


(12) 


(Quelle  est  la  i'orme  des  équalicjns  (12)  ?  Les  premiers  membres  ne  dillèrent 
de  ceux  des  équations  (10)  que  par  la  substitution  des  inconnues  Xi  et  y-, 
aux  inconnues  Xi  et  j'i.  Dans  les  seconds  membres,  tout  est  connu,  sauf  la 
constante  ï-j  que  nous  déterminerons  plus  loin. 

Le  calcul  de  x^,  et  y^  est  donc  ramené  à  riuli'};raUon  d'éipialions  linéaires  à 
second  membre,  dont  les  jiremiers  membres  sont  ceux  des  équations  (10); 
c'est  ce  que  j'avais  annonci;  dans  le  Mémoire  cité,  p.  ()<),  à  la  fin  du  paragraphe  2. 

IVenons  maintenant  les  termes  du  troisième  ordre 

di'i  —  i; (a^3  t/Xo -I-  a-Q  c/Xj  +  X\.  f/X»  ■+■  x«  d\i). 


ÉQUATIONS   DU   MOUVEMENT   DE   LA    LUNE.  Sog 

Nous  poserons 

S;  :=   Sa —  J'oAj, 

f/S':  =  Zix-j  f/Xo—  X:,  <-/./■„)  -I-  Z(.Ti  dX.2+  X.  rfX,  ). 

El  st  iKiMs  ici;iiiiloiis  |i(Mir  un  msliinl  r  et  /„  CDimiio  dos  constantes, 
(i  1  bis)  i/S'j  =  i:(.C|  t/\-2^  .V.,  r/\i). 

Celte  éqiKitioii  (lélennineia  S'^  comme  l'équation  (ii  I  a  (li'IcrinDié  S'^.  (Ici 
le  terme  indépendant  ili>  /  dans —tj^  disparaît  de  lni-in(''me.  ) 

i\ous  t'ormeiions  euMille  des  (■■(|iiiill(iiis  anali);;iies  aux  (•([nations  (12)  et  dont 
la  |iiciiii(''i'e  x'iail 

el  doni  la  x'Cdude  s'en  déduirait  par  la  MdishlulHin  de  (l/„  à  //7. 
Mais  pour  ([ue  l'analogic  soil  com[ilète.  il  Cdinieiil  de  poser 

(le  lelle  tacon  (Mic 

X',  =  D.r.;  —  II'  >:;,  \'-  =  I  >  1:;  -+-  «' J':,. 


Nous  obtenons  ainsi  les  ('qualions 

(i3) 


f  il i,'-^ TTr:  ~ ^■■' ifj  -ifTo   Zi r'  d/„  "*" •'"-  r//o  )    ■-'^  ^//  '^ 


Les  premiers  menihres  soni  ceux  des  ('quations  (10).  Dans  les  sec(nids 
membres  loiil  sérail  ccumii  si  nous  c(iiinaissi(ms  les  deux  constantes  ,o-.,  et  H,  1 
mais  la  pieini("'|-e  de  ces  ((uislaiiles  li;.;iire  explicileiiienl  dans  nos  (Miual  ions,  la 
seconde  v  li^iiic  inipiicitcnieiil  |iiiis(pic  ./-.j,  y-,  et.  par  conséqiienl,  h.  en 
dépendent. 

6.  Il  reste  donc  à  déterminer  ces  deux  constantes.  Commençons  par  t-i- 
Je  me  servirai  pour  cela  de  l'écjualion  (8)  qui,  A:,  étant  nulle,  se  réduit  ici  à 

(  I  4  )  —   ^(  1   =  (3,  rfA  ,  -I-  C;  c/Âo  . 

J'y  remplacerai  vi  par/„  et  A,,  Ao,  r.  par  leurs  développenienls  ;  je  rempla- 
cerai également  (i  par  son  développement 

G  =  G0-+-G.2-H  Gi-i-.... 


■l' 
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Nous  luirons  d'iilidnl 

rc  (|iii  ne  nou>  m|i|ii('iuI  rn'ii.  cl  cnsiiili' 

—  f/Go  =./u  <l\-  -4-  g«  lilyl 
(III 

[  _  f/Gs  _       rf?î  <h^ 

(.oiunic  (jo,  io  cl  Yîo  soiil   liomoj;cncs  dOidrc  :i  par  nippurl  m  ('.  hi  dciiiici 
cqualidii  y  i  V)  entraîne  la  suivante  : 

—  G2  =  /oÇ2^-^■o■fl■i■ 
Kn    dillcrcnllanl    par   rappurl    à    /'„  cl    rciraiicliani   la  ])reniici-c  r'qualiiin  (  1 5), 
je  trouve 

Coninic  r;2  a  été  raleiili'  anlciieiirciiii'nt,  cette  équaliun  lums  donnera  \.,. 
Avaiil    d  iiUci'   plus    loin,    uiiinlriins    rdiiniient    le    nii''iiic    jiriicc'di'    |)ciinelli'a 
d  (d)lcnir  ;,  quand  un  ((umaîlia  r; ,  cl  g.,.  Nous  aurons 

(/Gi  =  /'o  ll'z;  -f-  ,A'(i  "'■''iV  -+-  fiï  '/'Vl, 

d\)ù 


dG^  dli,  (li\i,  d-r\« 

dja  dja  djo  dja 

dOi  .  d?i  d-r\i  dr\t 

dt;  -^     de.  de  de 


Coiunie  G,,  ?i  el  ry,  sont  liuuioi;ènes  d'urdrc  /j  et  ri-t  lii)n)ùi;ènc  d'orilrc  '>.  un 
l'apporl  à  p,  on  aura 


Si  l'on  (lillercntie  par  rappml  à  y'„  cl  (pi'un  élimine -77^  •  il  siendra 


/    ^2_    rflA  _ 

ce  qui  dontif  ;.,  el  ainsi  de  suite, 
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7.  Av:uil  <l('  ilcicniiiiici'  i'.j,  \(iyon.s  coiiiiiiciil  oii  poiirr:!  iiUci^rcr  les  équations 
à  second  inenihre  (  12  )  el  (  i.3)  et  les  équations  de  même  (oiine  jiai-  la  mcMliode 
de  la  variation  des  constantes. 

Soient  ./■  el  1'  nos  (len\  Ion  cl  ions  inconnues"  cl  T'ciin  (Mis  uns  r'(|iialnins  si  m  s  lu 
liii'iiie 


(16) 


liin  a  posé 


\ '=  D.c  —  n'y.         V  "  =  l)  I  -+- /(' j-. 

Les  seconds  memhies  I'  el  C^  sont  re!<ai(les  comme  connus. 
Posons 

_   (/Xa   '/lu  à-To    </)o 

Nous  connaissons  la  solution  gént'iale  des  équations  sans  second  membre, 

Il  est  clair  que  les  équations  étant  linéaires  et  la  solution  subsistant  quelle 

que  soit  la  constante  t-.. 

dx\        dxx  d} ,        dj  , 

~  (h'.    ~    dl  •     ~  dSi    ~     dl 


sera  encore  une  solution.  Soil 


dy^  dxi 


il  est  aisé  de  voir  que  /•'  est  une  constante 
Posons  alors 


Q  o  dXi  „  o  d\^ 

dl  ■  '    ■  'cil 


Il  s'agit  de  déterminer  (3i  et  (3o  ;  or  nos  équations  ilevienneni 
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d'où 

dl  \^  d/o  d-  )        dl  \^  d/o  d^  } 


D3, 


k\'- 


\)'U  = 


XA- 


l>  appliciilldii  (le  ce  jiiDcédé  no  prosenlo  pas  de  ditiiculli'.  parce  que  A  ne 
s'annule  pas. 

8.  l'ar  re  proci'dé.  nu  par  loul  aulre.  on  \enail  que  si  P  et  Q  sont  des  l'onr- 
lion>  périodiques  de  t  el  de  /.  la  solution  des   équations  (i6)  est  de  la  forme 

X  =   ïo  -I-  Cl  rj?i  -(-   C;  t  —jj  , 

y==,+  r„o-,+  C,/^; 

o„  l't  oi  étant  des  fonctions  périodiijues  de  t  el  /.  O^  et  Cj  des  coefficients 
constants. 

.Si,  de  plus,  P  est  une  lonctiou  paire  de  r  et  /,  et  Q  une  fonelion  impaire, 
X  devra  être  une  fonelion  paire  de  7.  /  el  /.  el  r  imc  Icinclion  impaire.  Donc  la 
constance  Ci  devra  être  nulle. 

Si,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (16),  on  substitue  à  la  place 

1  ■  ■    dx[       '/il  ,  'Il  1      • 

de  X  et  y,  soit  Xi  et  )'i.  soit  —rj-  et  —rri  ""  liouve  zéro;  mais  si  1  on  suljstitue 

'Tr'-dî' 

on  trouve 

^  dx\  '/.r„  ^  dx\  dxa 

~Zd~dT'7h'        ~Zd~d]  Tiji,' 

Cela  posé,  cherclions  à  déterminer  ^2  f*  pour  cela  écrivons  les  équations  (i  3) 
sous  la  forme 

•V»  /       d\o        ,.,   dxo\  -^dXi   dxo 

V'  /       ^'^0        v/   dx„\         .  ■^  dxx   dxo 

Lv-'-d]:,-^^W'o)^^^^"-^'^Wo' 

Comme  la  constante  ^2  a  été  déterminée  plus  haut,  J*  et  Q  sont  des  fonctions 
entièrement  connues.  Ces  fonctions  sont  périodiques,  la  première  paire  et  la 
seconde  impaire. 
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Si  g2  était  nul,  ces  tVjiia lions  nous  donneraient 

rs  =  9 1  -•-  ^'-i  f  —rr  ' 
al 

a,,  et  cpi  élanl  périodiques.  Si,  au  conlraire,  g.^  n'est  pas  nul,  ces  mêmes  équa- 
tions donnent 

dxi  ilxi 

Comme  a";,  ri  i\.,  doivi'nl  iMic  pci'iiMli(pics,  on  de\rii  prendre  .§'2=  C2,  ce  qui 
di'termine  g.^. 

9.  Le  calcul  des  termes  d'ordre  supérieur  se  ferait  de  la  même  manière.  En 
égalant  les  termes  du  quatrième  ordre,  nous  aurons  l'expression  de  (/S»,  et,  par 
conséquent,  celle  de  c/S'i  oi"i 

S'v=  Sv-S.roXi.- 
Si  dans  cette  expression  on  regarde  t  ei  y„  comme  des  constantes  on  obtiendra 
une  équation  analogue  à  l'équation  (11)  qui  déterminera  S',  ;  on  choisira  rji  de 
façon  que  S'^  soit  périodique,  c'est-à-dire  de  façf)n  que  le  1er iudependanl 

de  l  dans  — ^  disparaisse. 
al         ' 

Connaissant  r;,  et  g-<  on  calrul(M'a  £,  par  le  procéd('  du  paragraphe  6.  On 
formera  ensuite  des  équations  analogues  aux  ('(pial  lou'.  (  i  ■>,  )  ipii  dr^liMini- 
neront  x.-,  et  j--, . 

On  calculera  ensuite  S'^  à  l'aide  d'une  équation  analogue  à  (ii)  ou  plut("il 
à  (  1 1  bis)  ;  le  terme  constant  de  -^  disparaîtra  de  lui-même. 

On  formera  ensuite  des  équations  analogues  à  (i3)  dont  l'intégration 
déterminera  a?-,  et  j-r,  ;  on  ciioisira  g:,  par  le  procédé  du  paragraphe  8  de  telle 
façon  que  x-„  et  j's  soient  périodiques.  Et  ainsi  de  suite. 

10.  J'attirerai  l'attention  sur  une  circonstance  bien  digne  de  remarc[ue  et  qui 
semble  d'abord  tout  à  fait  paradoxale. 

Mon  but  était  d^inlégrer  les  équations  (2)  et,  dans  tout  le  cours  de  cette 
analyse,  je  ne  me  suis  pas  servi  une  seule  fois  de  ces  équations. 

H.  P.  —  VIII.  40 
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Il  l;iul  iluiu-  (1111'  je  lr>  aie  luIriKliiilo  iiU|ilirilcmi'iil  ;  mais  où  cl  iiniiiiiciil 
lai-jc  tail  '.' 

Jai  supposé  d'abnicl  ipio  les  ('qiiatioiis  élaicMil  de  la  forinr  ranoiilipic. 
Je  mr  miIs  sctn  i  riisuilr  des  ciiiul  il  loiis 

\  =  jc  —  /(■  r.  V  =  r'+  n'  X. 

Cela  ri'M'liail  à  Mipiioscr  iiiir  la  liiiirliou  I'"  clail  de  la  lormc  Miixanic  : 

,,         {\  -+-  /l'  >   )--h  i\  —  fl'  u:)" 

Connue  c'  csl  Mippo.sO  nul,  nous  poinoiis  supposer  L  ^^  o  el  I'"  se  n'diiil 
à  T  —  \  I  :  la  II  me  lion  ^(t,  )')  n'est  au  Ire  ri  i  ose  (jiie  —  ^  j.  Mais  il  seinhle  ipie 
nous  n'avons  iail  aucune  hypotiièse  sur  la  lonclion  (ii(x,  y)- 

Bien  entendu,  ce  n'est  pas  là  ipriiiie  apparence.  Nous  avons  au  dchiil 
ret;ardé  a"„  et  i  „  coniine  des  fonctions  connues  de  t  el  île  /„.  Or  il  se  trouve  fpie 
si  l'on  se  donne  ^n  et  i,,  en  fonclion  de  r  el  de  /,,,  cela  siillil  poiii- diMerininer 
la  fonction  oix,  y  ). 

Si  nous  connaissons  en  elle!  .i,,  el  r,,  en  lonclion  de  t  el  de  y^,  nous 
connaîtrons  également 


et,  par  conséquent, 


^  ^  (Xo-t-n'.ro)°-  +  (Yo— ra'a;o)î 


D'après  l'équation  des  forces  vives,  F^T  +  cp(,r„,  /„)  devra  se  réduire  à 
une  conslanle  qui  ne  pourra  dépendr(>  que  de  /'||.,Je  puis  dune  écrire. 

T  +  ç  =  0(/o). 
Un  \oil  ensuite  que 

est  une  constante,  dépendant  seulement  de/^,  soit  <\i{f„).  Celte  fonclion  "K/'o) 
peut  être  reg;ardée  comme  connue  puisrpie  .r„,  >„,  X,,  el  ^  „  le  sont. 

Nous  trouvons  ensuite 

dx        d¥         dH 

d'où 

ce  qui  détermine  ()  (à  une  constante  près  qui  ne  joue  aucun  rûle). 
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Cummi'  T  cl  0  xml  luainlciiiiiil  iIcn  iDiicliim.s  connues,  <()  sera  une  loncliun 
connue  de  t  et  de  /q  ;  ccminie  t,,  et  Vq  sont  aussi  des  fonctions  connues  de  t  el 
dey",,,  on  peut  regarder  cp  comme  une  fonction  connue  de  ,r„  et  àey'o  elle  para- 
doxe se  trouve  expliqué. 

II.  .Suppos(Uis  iiiainlenani  r":^a  =  ("'=o  el  clierclions  à  déNclopper  sui\  ani 
les  puissani'cs  de  •••  (Joniuie  r'  esl  nul.  uous  pouvons  encore  supposer 

SoienI 

X    =Zxi,         r  =  S.);,         :=Zzi.  \    =Z\i,         y    =Z\i. 

7.    =  IZ,-.         S  =  ï  S,-,         F  =  IF,-,  A,  =  i:  ?,.         A,  =  1  -ri,-. 

A:,  =  2  r,-,      G  =  s  G,-,      c,  =  i:  /,■  =./„,      co  =  :;  su,      <=,  =  i  //,. 

IKJS  (liHcloppeiueiils  |uocédanl  sui\anl  les  puissances  des  y.  Oljservons  : 

i"  Que  x,  y,  X,  \  ,  S,  F.  A],  A^,  A;,,  (i,  ri,  ^2,  r,  ne  conliennenl  dans  leurs 
développements  que  des  lermes  d'iudre  pair,  tandis  que  c  el  Z,  ne  conlieniient 
que  des  termes  (l'ordre  iiupair; 

2"  Que  Ao^  o;  . 

?>"   Que  le  d(''\elo])pemenl  de  A;,  commence  par  le  terme  ^j.  Nous  poserons 

SJ  =  S,- —  SaToX,-. 

La  consid(''ralion  de  f/.S„  ne  nous  apprend  rien;  nous  h^unons  ensuile 

-  {x-i  c/Xu  -T-  x„  (/x.  1  -h  ;i  '/Zi  —  Ç.;  (h  —  '.j  f/À  =  (VS-2, 
Z(x.  f/\o—  Xo  t/xo)  +  :,  f/Z,  —  Il  d-  —  r,  d).  =  di:,. 

Faisons  \arier  dabord  -■.  les  autres  variables  demeurant  constantes; 
comme  d\„=^  €lx^^=  dz  =  c/X  =  o,  il  \ient 

d^  dy 

Comme  S',  est  homogène  d'ordre  '>.  el  Zi  d'ordr(^  i  par  rappru'l  à  y,  on  en 
conclut 

o,    ^1  Z) 
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Eli  li'iiMiil  (■(imiilr  lie  cclli' rchil  imi  ol  l'ii  ('litihinl  li's  deux  \  i\k'iirs  (le  — 7-^  j  ainsi 
'  '  th 

11        I     d-iU 
que  colles  de  — ^  1  on  Iroiivc 


(«7) 


I  U='t-''S)='- 


Considérons  ensnil<'  le  développenicnl  di'  F  Mii\;inl  les  puissances  de  z  el 
de  Z:  le  pi'emier  It-rnie  intlépendiinl  de  r  cl  de  Z.  c'esl  F,,;  le  seeimd  lei-nic 
(^d'ordi'c  a  en  ;  et  Z)  sera  de  la  lornie 

1 , 

■>  'X 

«I>  étant  une  fonction  de  x  et  de  r. 
On  trouve  alors 


l' o  =  >  (  ——  .r .  H — TT^  \ . 


D'autre   jiart   c'  élanl   uni.   .S   ne  soil    pas  dépendre  de  /' ;   donc  -7^75  -7^7?   . 
sont  nuls.  I  )iiuc 

T--V,=  G, 

el  couinu'  nous  avons  déjà  F  =  T —  ^  1.  il  xn'ul 

F  =  G,         F;=G.. 

Si  nous  tenons  coMiptt?  des  érpuilions 

TÎT  ^•'"'Th   ~~'777„'       ~Jt  ^•'"  d-  "  d\„' 


nous  i)ou\ons  donc  écrire 


</Xo       ..   dxa\       'bz\       Z 


+  tii  =  G,. 


Nous  poserons,  par  uiu'  luitation  analo;.;ue  à  celle  des  paragraphes  précédents 

_,  .   dx  dx        ,    dx  ,  dx 

de  telle  façon  que  Y)  x  est  la  dérivée  de  x  par  i-apport  à  I,  si  l'on  suppose  quer. 
/,  /.  et  /'  j  ont  été  remplacés  par/„<  +  £i,  g^t  +  £0,  //„/  +  £a,  «'<  +  £1  (an  lieu 
de  c,  <  +  £,,  .  .  .). 
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Comme  ici  e  et  e'  sont  supposés  nuls,  nos  fonctions  ne  dépendent  ni  de  /,  ni 
de  /',  de  sorte  que  nous  avons  simplement 

-^  .  dx       ,    dx 

Nous  aurons  donc 

_  f  dz^  dzi  rfZ,  rfZ, 

Nous  aurons  d'ailleurs  évidemment 
(19)  Z,  =  D;,.         |)Z,=  lii;,. 

Mullij)lions  donc  les  deux  équations  (  i~)  par  /'u  et  /(„  et  ajoulons-Ies  enire 
elles  et  à  l'équation  (  18),  il  viendra 

( 20  )  ~{z,  DZ,  _  Z,  D  3,  )  -^-  ^  (•!>  =  f  -+-  i^î  )  =  G.  -h/„  =,  +  A„i;,. 

Mais  l'écpialion  (S)  devient  ici 

—  </(  Go-+-  G.2-+-.  .  .  I  =/„  f/(?o-*-  l->-i-...)-h  (  /'o-t-  /lz-i-...)d(li-i-Zi-h..  .  ), 

d'où,  en  égalant  les  termes  d'ordre  2, 

et 

dG.        r/;.,         ,/:. 

Comme  G^,  i;^  cl  //j  sont  homogènes  d'ordre  2  par  rapport  à  y-  on  en  déduit 

-Go=/„?.+  /io:"., 

de  sorle  que  le  second  membre  de  l'équation  (20)  est  nul.  Le  premier  membre 
se  réduit  si  l'on  lient  compte  des  relations  (19),  de  sorle  que  l'équation  (20) 
ainsi  réduite  s'écrit 

;^(3iD'-;i  +  <I>;;)  =  0 

ou 

(21)  D2;i  +  *G,  =  o. 

On  retombe  ainsi  sur  l'équation  linéaire  du  second  ordre  bien  connue,  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  Zi  et  que  l'on  peut  obtenir  par  des  procédés 
beaucoup  plus  simples. 

12.   Les  fonctions  z-i  et  Zi  étant  ainsi  connues,  on  calculera  Ç^  par  la  seconde 
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(•(|iiation    (iji-    *^"   calculera  ^o   par   un   prucOilé   liiiil   à   lail    pareil  à   celui   du 
paragraplu'  t),  cpii  conduira  à  réipialioii 

?2-»-   -77-^2=  O- 

ISous  Iruuxoiis  ensuite 

1  .a  |ii  l'iuièri'  de  ce>  ecpialuuis  11  esl  aulre  ciiox'  que  la  première  lies 
eqiiatiiins  (17^  el  la  M'conde  .sdhlieudrail  de  la  même  manière. 

F^es  seconds  memlu-es  des  èipialiuiis  {'-i'-i)  soni  enlièremi'nl  cimniis.  On  a 
d  ailleurs 

Xo  =   DX;  —  «'  1j,  Y«  =  l))-.  -h  «'.Cl. 

Les  ecnialKiiis  (  ■2'2 )  suai  donc  de  même  lorme  ipie  les  eciualions  (^  12)  ul  elles 
s'intégreraient  de  la  même  manière 

13.    i\()U5  Iniuxdus  ensijLle 

i;(x-v  (/Xo—  \v  tU„)-i-  ^x-,  ,/\.-i-  zs  '/y^t  -+-  --I  ri/.-,— h,  dx—  li  '/-/.  =  (/S\, 
d  uù 

js'i <//.,      _  '/y.::  ,  -^  ,  d\, 

d^!         '^  d';         ''   f/-;    '^  ^U    '   dy 

Comme  /|.  X;.,  Z;,  et  S',,  sont  liomo^ènes  en  •;  d'ordre  1,  2,  .i  et  4.|  en  déduis 

(23)  4S;  =  Z3Z.+  3:,Z,H-2^.,Xo. 

iNous  pouniciiis  Idi'iuer  Fecpialliui  dillereulndle  à  hupielle  ;,;  sal  isia  il  parle 
j)r<icéd(''  du  paragraphe  H.  Mais  il  est  plus  simple  de  la  lornier  direck'uienl, 
ainsi  (pie  )(■  1  ai  déjà  lail  i\Muar(|iier ;  elle  est  de  la  lorme 


D'^  .33  -t-  *i  ^3  =  1'  —  1  lu  II  ■ 


011  I*  esl  une  lonclicMi  coiiniu'.  périodiipie  el  impaire  de  r  el  île  / . 

Ou  en  déduira  .;;,,  ajirès  a\oir  choisi  la  eouslaule  h-,  de  lidle  sorte  ipie  la 
\aleur  de  z^  soil  périodique. 

Nous  pouvons  donc  regarder  désormais  ;;,  et  Z,;.  comme  connus;  il  en  sera 
de  môme  : 

1"  Ue  S',  en  verlu  de  la  relation  (a.i); 
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1"  De  Ç,  Cil  vertu  de  la  relation 

3°  De  ï.,  par  le  procédé  du  paragraphe  6. 
Nous  pou\oiis  alors  poser 

V  /      ^Xo        .-    dxo\        „ 

P  cl  Q  étant  des  loiiclions  cunnues. 
Si  nous  posons 

-\  ,  =  Dx,  —  «  .>  ï,         Y'i  =  D  )i -H  n'x\, 
nous  aurons 

X  ,  =  \  •,  -|-/(2  -7^  1  \  ,  =  \  ,  -\-  h ,  —ir-  ) 

al  a/. 

cl  ikimn  li'ouxons  les  équations 

\  liV'W^-^'  df;,)  =  '^-'''-ldf^  tô:^ 

(Iniil    les   seconds    iiiciiiltres    soni    connus   cl   qui   s'inlèj;rcnl   connue    les   iniua- 
lions  (12)  et  (aa). 

En  résumé,  je  m'en  tiens  aux  procéflcs  usuels  en  ce  qui  concerne  la  latiliide, 
landis  que  pour  les  tenues  de  la  longitude  qui  dépendenl  de  l'inclinaison,  j'ai 
recours  à  un  procédé  analogue  à  celui  des  paragraphes  4  à  'J. 

1  i.  .Suppiis(uis  iiiaintcnaal  c  =  (,'':=:■' ^  o  et  dcvcliqjpoiis  sui\aul  les  juiis- 
sances  de  a.  iNous  emploierons  lou|ours  nos  mêmes  noialions  pour  nos  déve- 
loppements, bien  qu'ils  procèdent  siiixaut  les  puissances  diine  autre  \ariable; 
nous  définirons  S-  tic  la  même  manière:  enfin  nous  pourrons  loujours  sup- 
poser 

L  =  o,         I'  =  ï  — V|. 

Nous  aurons  z  =  Z,  ^=  o,  parce  que  ■■  est  nul. 

Supposons  que  Ion  ait  calculé  Xo,  y»,  Xi,  >'i,  .  .  .  juscpi'ù  j;,_i,  J',_i  et  (pCon 
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se  propose  do  calculer  xi  et  y,.  J'observe  que  nos  xi  ne  dépendent  que  d'un 
>enl  arjiunient,  à  savoir  de  t.  On  a  donc 

^>ous  pourrons  écrire,  en  considérant  les  termes  d'ordre  i, 

S(:Ci  È^Xo —  X,-  rf^-'o)  -r-  Si(  dv  —  ?,-  c?x  =  dS'i, 
les  it  et  les  c  étant  des  lonclinus  anlc'ncnrciiienl  calculées.  On  en  déduit 


(25) 


i\ous  remarquerons  ensuite  que,  c'  étant  nul,  on  doit  avoir 

F  =  T  —  V,  =  G 
el.  |)ar  conséquent,  F,-=  G,;  or  on  trouve 

'''-ZV'^.^^-dxJ^''' 

P  dépendant  îles  ionctions  antérieurement  calculées.  Si  l'on  obser\e  que 

(^'')  l(-^';7^+^'-77x;)=--^°l(-^'i7r-^^i?r)' 

(jn  conclura 

(27)  P+y„2„  J  =/„  :g  +  G,+/„Ç,-. 

Le  premier  membre  est  connu,  c'est  une  série  trij^onométrique  en  7;  comme 
S'i  est  périodique,  la  dérivée  -—  ne  devra  pas  contenir  de  terme  constant.  Nous 
prendrons  donc  G,+yo^/  égal  au  terme  constant  du  premier  membre.  De  cette 
façon,  G,+/o$t  est  déterminé  en  fonction  de  /»  et  -j^  en  fonction  de  /o  el  t. 
Donc  S;  est  déterminé  à  une  constante  près  qui  ne  dépend  que  dey'o. 
L'équation  (8)  me  donne  ensuite 

—  dGi  =  fad;i, 
Cl'  ipii  |icul  s'écrire 

Comme    Gi-\-foc,i  est   déterminé,   cette  équatioii  détermine  ^z  el  par  consé»- 
quent  G,. 
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J'ai  dit  plus  haut  que  S-  était  déterminé  à  une  constante  près,  mais  comme 
S-  doit  être  une  fonction  impaire  de  t,  on  voit  tout  de  suite  que  cette  constante 
doit  être  nulle.  Alors  S,-,  t,-,  w  et  v  étant  connues,  les  équations  (20)  sont  de 
même  forme  que  les  équations  (12)  et  (22)  et  s'intègrent  de  la  même  manière. 

15.  Nous  allons  enfin  supposer  e  ^  a  =  ■  '  =  o  et  développer  sui\anl  les 
puissances  de  e';  nous  n'avons  plus  alors 

L  =  o,        F  =  T  —  V, 
mais  nous  aurons  toujours 

3  =  Z=0. 

Nous  supposerons  que  l'on  connaisse  déjà  X(,,  )'o,  Xi,  )\  jusqu'à  xi_  1.  )',_  i 
et  que  l'on  se  propose  de  calculer  xi  et  y,,  à  l'aide  de  la  relation 

■L{Xid\o—  X,rfjro)-+-  '^uch—'iid'.  —  H,dt'=  dS-, 

où  H;  représente  l'ensemble  des  ternies  d'ordre  i  de r 

'  n 

Nous  retrouverons  d'abord  les  équations  (26)  avec  celte  différence  que 
l'indice  i  s'applique  aux  termes  d'ordre  /  par  rapport  à  e'  et  non  plus  aux 
termes  d'ordre  i  par  rapport  à  a. 

Il  vient  ensuite 

P  ne  dépendant  que  des  fonctions  déjà  calculées. 

Si  nous  muliplions  la  première  équation  (26)  par/o  et  (29)  par  «',  puis  que 
nous  ajoutions  en  tenant  compte  de  la  relation  (26),  nous  aurons 


2"(-^' 


dv  ,dv\  dS'i  ,  dS'i 


Le  premier  membre  est  connu  et  cette  équation  se  traitera  comme  l'équa- 
tion (27).  Nous  égalerons  G,4-/oEi  fin  terme  constant  du  premier  membre; 
alors 

,.  dS'         ,dS' 

■'"-d^-'^W 

sera  déterminé;  donc  S|  sera  déterminé  à  une  constante  près;  comme  Sj  doit 
H.  P.  —  Vlll.  4, 
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t^tro  une  iVnicliiMi  impaire,  celte  constante  doit  <^lrc  nulle  etS-  peut  <^tre  regardé 
comme  entièrement  connu. 

On  déterminera  ensuite  ^i  par  l'équation  (29)  qui  reste  vraie  et  l'on  n'aura 
plus  qu'à  intégrer  les  équations  (2,5),  toujours  par  le  môme  procédé. 

lu.  Cliaque  terme  de  nos  développements  contient,  en  lacleur,  un  munome 
lie  la  forme 

C'est  ce  monôme  /i.  que  M.  Brown  appelle  la  caractéristique  du  lerme. 

Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  des  termes  dont  la  caractéris- 
tique est  une  puissance  d'une  seule  des  quantités  a,  e,  y,  e';  mais  il  est  aisé  de 
concevoir  que  la  combinaison  de  ces  divers  prcicédés  permette  de  traiter  le  cas 
général. 

Nous  désignerons  dans  la  suite  par 

'^\i.',        y\^^         -^[J-j  I[J.)         ^t^j         ^^tXï         ^lA)  ^[J.)         -BU.)         ^IJ.1         Hjx 

l'ensemble  des  termes  des  développements  de 

X,    y,     X,     Y,     S,     S' =  S  —  .ru  ^ — .)  0  Y, 

A         A  V         <•       T-V,-G 

A,,     Ao,     A:,,     G,     ■ , 

n 

dont  la  caractéristique  est  a. 
Nous  désignerons  par 

^ai      ^jj-T      .-Va,      "'j. 

l'ensemble  des  termes  des  d(''veliippiMni'nts  de 

(|ui  admettent  respectivement  pour  caractéristiques 

I-'       (^       1^        l-' 
V        Y        e        Y 

De  cette  façon  nou>  désignons  par  le  môme  iiidiie,  non  pas  loujoiiis  les 
l(•r•me^  qui  oui  Im  iui'^iik'  cafactiTistiiiiu'.  niais  ceux  que  [ou  ihUeriiiiiic  dans  la 
même  approxiiiialioii. 

Je  suppose  alors  (pie  Fou  ait  calcul;  les  teiiiies  dont  l'indice  est  un  monôme 
diviseur  de  ij.,  et  (pie  Ton  se  proposi;  d(^  calculer  les  terim^s  dont  l'indice  est 
égal  à  (x. 
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17.  Trois  cas  sont  à  distinguer;  le  premier  est  celui  où  fx  ne  contient  en 
facteur  ni  y,  ni  e. 

On  trouve  alors 

'L{Xu.  dXo —  X(i  dxo)  -I-  S  «  rfr  —  i(j.  o't  —  Hji  dl'  =  rfSjx, 

où  u,  V  et  P  ne  dépendent  que  des  fonctions  antérieurement  déterminées. 

Ces  équations  se  traiteront  absolument  comme  celles  du  paragraphe  lo;  il 
n'y  a  absolument  rien  à  changer  à  l'analyse  de  ce  paragraphe. 

18.  Le  second   cas  est  celui  où  ,a  contient  en  facteur  y,  mais  pas  e.  On  a 

alors 

S ( x,i  dXo  —  X^  dxo  )  -)-  ( ^(i  rfZ,  -t-  G I  rfZ|j.  ) 

^  Zu  di>  —  Çji  c?T  —  ^[j.  d'/.  —  H[j.  dr  =  ofSjt. 

Dans  cette  relation  u  et  e  sont  des  fonctions  préalablement  déterminées; 
^1  et  Zi  sont  des  termes  de  caracti'ristique  y  (comme  au  paragraphe  11). 

Nous  pourrions  déterminer  z^i'l  Z^^  par  le  procédé  du  paragraphe  il,  mais 
il  est  préférable  d'avoir  l'ecours  aux  procédés  ordinaires  qui  conduisent  comme 
celui  du  paragraphe  1  i  à  une  éc|uation  de  la  forme 

(7/, 

OÙ  P  est  une  fomnion  connue,  périodique  et  impaire. 

Cette  équation  esl  de  même  forme  que  celle  que  nous  avons  rencontrée  au 
paragraphe  13;  elle  permet  de  déterminer  ^j^;  on  détermine  en  même  temps  h^, 
en  choisissant  celle  cimsiaule  de  façon  à  faire  disparaître  h^s  termes  non  pério- 
diques dans  5|j.'. 


Nous  avons  ensuite 


dZ,  d'Lix       ^^     dv 


«a  ' 


dt 


2dv        rtSji 
d~'  ~~    dy 


Mais  Sj;^,  Z|,  Z|i,  f  sont  des  fonctions  homogènes  en  y  dont  l'ordre  est  res- 
pectiMMuent  /. ,  i,  /.■  —  i.  h':  cet  ordre  est  d'ailleurs  connu.  On  en  déduit 

A'S(i=  c,j.Zi  -H  (  A'  —  i)si  Zu.-i-  'Lk  uv, 
ce  qui  détermine  SJj^. 
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On  a  onMiile 

dï.^  dZ^       -^     dv        <^S|jL 

ce  qui  dûk'niiinê  X.^  (>l  H^i. 

L'équation  (8)  nous  donne  cnsuilo 

où  £  et  e'  représentent  divers  termes  déjà  connus  du  développement  de  Cj  et 
de  A3. 

On  tire  de  là  par  le  procédé  du  paragraphe  6 

<^G|j.       ^  d\^       ,    dX,^      ^y  _di 


d'où 

où  A'  et  A'  sont  des  degrés  d'homogénéité  de  &_,.  (le  même  que  pour  tg^  et  Ç^.),  et 
de  e'  par  rapport  à  -•. 
On  tire  de  là 

dha  -,        -^  /  k'    ,  ds.  k'  —  k     dt'  \ 

^■^■^d/o^''^2,U'dK^^r-'d/J  =  '^ 

ce  qui  détermine  cu.- 

\nus  airivons  enfin  aux  équations 

■^  /       d\o       V    dxo\        dS'^i  dZi  dZn       "^     dv        ^         ^ 

2^l-^>  177  ^  ^^777  j  =  ITT -^^777 -=' ITT -2j".7-x  ^  ^!^=  Q' 
dont  le  second  membre  est  une  fonction  connue,  et  à  une  équation  analogue 

^/      d\a       „    dxa\       „ 
1W77?^-^^<â]  =  ''' 

diml  le  second  membre  est  également  une  (onction  connue. 
Observons  maintenant  que  si  l'on  |)ose 

.\'u.=  Djjji—  n'j-^,         Yjj.=  D.)-,j.-i-  li x^. 


x^-x;i=2//:-^, 


dx„ 
''HT. 
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OÙ  £  et  'ji  sont  deux  caracléristiqucs  telles  que  £w  =  [J-y-  (').  Comme  tous  lésa',,, 
où  fo  est  un  diviseur  de  (j.  sont  connus,  ainsi  que  tous  les  /i^où  £  est  un  diviseur 
de  IX,  et  que  /i^  lui-même,  la  diderence  Xj^ — X'^,  est  connue  et  il  en  est  de 
même  de  la  dift'érence  ^\^ —  \'^. 

Nos  équations  peuvent  donc  s'écrire 


2/         c/Xn         ,.'   '^^o\         r^ 


où  Q'  et  R'  sont  deux  fonctions  connues.  Elles  sont  tout  à  fait  de  même  forme 
que  les  équations  (24)  et  s'intégrent  de  la  même  manière. 

19.    Le  trnisième  cas  est  celui  où  jj.  contu'nt  c  en  facteur.  On  a  alors 

5:(.2-(j.  rfXo—  X^  dxo)  -h  (^jj.  dZi  4-  Zi  dZ^) 

-h  1,11  dv  —  Ç[i  rfl  —  lia  <"  —  Ça  '^'^  —  Hjj.  dl'  =  rfSji, 

?/  et  i'  étant  des  fonctions  antérieurement  déterminées. 

On  en  tire 

dZ^L      ^     df       dSli 
de        ^à     de         de 

d'où 

(3o)  ZiZ;,.+2-^Mc  =  S^, 

où  A"  v\  A'  désignent  les  degrés  d'homogénéité  de  S'ji  (le  même  que  celui  de  Ti^ 
et  de  ('  par  rapport  à  e. 

La  fonction  S'm  —  -^iZia  est  alors  déterminée. 

Nous  trouvons  ensuite 

c?Z,        _   afZ|j,       ^     dv  _  d'Ss'\f. 

d'où  l'on  tire 

(3i)  :,xZi+  {p  —  i)siZ^-i-  S/)'«r  =/)Sjj., 


(')  Les  cas  e  =  7=,  lo  =  jj.  et  s  =  [j-yS  w  =  i  sont  naturellement  exclus;  le  premier  parce  que 

dx., 
le   terme  A„ -tt^  figure   dans   DXj,   et  que  pour  e  =  y',   A,  n'est   autre  ctiose  que  A„;  le  second 
«A 

parce  que  pour  to  =  i,  x„  se  réduit  à  x,  et  que  -r:^  est  nul. 
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OÙ  I .  /*  —  1  .  /'  cl  p  Minl  les  degrés  d'hoinogénéilr  de  /i,  />n  <>l  S'ij.  par  rappori 
à  y.  La  <-(imparais(iii  de  cos  deux  é([iiatious  nous  doiuic 

(3.)  .^/.,_„/.^=2;^^^^'"- 

(letle  ('(pialioii  {^S:>.^  va  nous  pcrnietlic  de  délerniiner  Ju  cl  Zy^.  Nous  aurons, 
en  oHel. 


^.='^--2^^S^-S^^S- 


Dans  les  Icrnics  i'=  -^j  £  cl  m  représentent  deux  caracicristiques  telles  qiu 


D'ailleurs  i  doit  élre  divisible  par  t',  sans  quoi    o„,  serait    nul,   puisque  le 
développement  de  f.,  ne  doit  pas  contenir  de  puissance  négative  de  e.  De  plus, 

'il  doit  être  diMsihlc  |)ar  r,  sans  quoi  -~  serait  nul. 

Donc  £  el   w  sont  des  diviseurs  de  \t..   Le  cas  i^e,  'o  r=  jj.  doit  èlre  exclu 

parce  (pu^  ^^  se  réduit  alors  à  ^'n  el  que  le  terme  ffo-^r-  psI  compris  dans  Dz^,_. 

Le  cas  £  :^  |jt,  oj  =  e  doit  être  exclu  également  parce  que  pour  m  =:  e,  z,„  est  nul. 
La  conclusion  est  que  les  indices  £  el  w  étant  des  diviseurs  de  n  plus  petits 
que  |U,  tous  les  termes  en  question  sont  connus. 

Dans  les  termes  //^  -t^j  s  et  m  représentent  deux  caractéristiques  telles  que 

L'indice  £  doit  clic  divisible  par  y-,  sans  quoi  //g  sei'ail  nul,  puisque  le  déve- 
loppement de  c,   ne   doit    pas  contenir  de   puissance  négative  de  y.  De  plus, 

'.I  doit  être  divisible  par  y-,  sans  quoi  -^  serait  nul. 

Donc  £  et  '.)  sont  des  diviseurs  de  (j..  Le  cas  £  ="",  '"'  =  fJ>-  est  exclu  parce 

que  /?£  se  réduit  alors  à  A,,  et  que  le  lernie  /'o-îr^  est  compris  dans  Dz^^.  Le 

cas  c  =  p.,  '.)  =:  •■-  n'est  pas  exclu.  Alors  z,„  se  réduità  c,,  ^i  ajani  même  signi- 
fication qu'au  paragraphe  1  \. 

La    conclusion    est    (pic    tous    ces    termes    sont   connus   à    l'exception    du 

terme  n^^  -r-  • 


L'équation  (32)  prend  donc  la  fornii 
où  P  est  une  fonction  entièrement  connue. 


C33)  z^LZl—  z^Dz^^=\'  -^  /l^,,z,  -jy-, 
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L;i  loiiction  z-^^  dépend  donc  ici  d'une  équation  linéaire  du  premier  ordre  cl 
non  plus  du  second.  Celle  même  équation  (33)  déterminerait  en  même  temps 
la  conslanle  //u.  par  la  condition  que  ;,j^  soil  périodique. 

On  trouve  ensuite 


\>- 


dl  ~  '"^=  lu 


car  Ta  el  Xo  ne  dépendent  pas  de  }..  I  el  /':  ni  Zi  de  /  et  /'. 
En  tenant  compte  de  (3o),  ces  équations  de\ieiincnl 

irfZi  dz\  _y       'V  /  ^  —  ^      '^''       ^      "^"N 

•^  l  k  —  k'     dv        k'     du  \ 


V^  /  k  —  k'     dv        k'     du\ 

2(-7— ";//■- !'•  77'}  =  "'^' 


ce  qui  délermuic  Ç^,,  r,.j  et  Hj^. 

On  délermine  ensuite  ;,j^  par  le  procède  du  |)arapraphe  (».  L'équalion  (8) 
nous  donne 

Dans  les  termes  i'eO^rj,,,,  on  doit  avoir 

D'ailleurs  £  doit  être  divisible  par  e  et  il  en  est  de  même  de  w,  puisque  A3  est 
divisible  par  e'-.  Donc  £  et  tii  divisent  fx.  On  ne  peut  avoir  «  ^  pi,  d'où  £  =  e, 
^e=^o,  puisque  le  lerme  gndri^  figure  déjà  explicitement.  On  ne  peut 
avoir  £  ^  (jL,  d'oîi  o  z=  <?,  car  alors  v,,,,  serait  nul,  puisque  A^  est  divisible  par  e.,. 

Tous  ces  termes  soni  donc  connus. 

Dans  les  termes  Ajc/Ç,,,,  on  doit  avoir 

£0)  =  yV- 

L'indice  £  doit  être  divisible  par  y-,  et  il  en  est  de  même  de  01,  puisque  A;,  est 
divisible  par  y-'.  Donc  s  et  w  divisent  p..  On  ne  peut  avoir  w  =  p.,  d'où  £  :=  y-, 
h^=z  ha,  puisque  le  terme  liad^u.  figure  déjà  explicitement.  On  pourrait 
avoir  £  =  pi,  M:=:y-',  mais  h^  a  déjà  été  calculé.  Tous  ces  termes  sont  donc 
connus. 
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Oi\  liic  (io  là 

(iGv  ^  '^^Six  fl^T^ti.  'i'C^       ■^     ./-n„,   ,  V  /   "'^'■> 

de  -de        °     de  de         ^    -   de        ^    ^  de 


—  <">  =  /<i ;ii  -I-  ^0  "OiJ.  -+-  /'n ïu.  -+- 2  -j^  ( i'E  l-,)  ^-  /'=  ^w ), 

k  cl  Â'  l'tani  le  degré  «riioinogéiK'ùlc  de  <  1,^  ci  de  yj,,,  (ou  de  Ç,„)  eu  e. 
On  eu  lire  enllii 

Cette  équation  détermine  £ji,  car  r)^  et  Ç,j.  sont  connus. 

On  trouverait  ensuite,  toujours  par  le  môme  procédé,  des  équations  de  la 
forme 


•^  /        d\n  dxo  \        ^ 


où  Q  et  R  sont  connus,  et  l'on  en  déduirait,  toujours  de  la  même  manière, 
d'autres  équations  de  la  foruu' 

2/       dXn  dxo\        r,  V^  dXi  dxo 

Ces  équations,  intégrées  toujours  par  le  même  procédé,  nous  donneraient  x^ 
et  j'ii  et  elles  nous  feraient  en  même  lemps  connaître  i,''u^que  l'on  déterminerait 
par  la  condition  que  x,^,  et  7,^  soient  périodiques. 

20.  Malhcureiisemeul,  léqualion  du  [iremier  ordre  (33)  n'est  pas  aussi 
facile  à  manier  qu'on  pourrait  le  croire.  Elle  donne  en  cfTet  en  appelant  P)  le 
second  nieud)re 

/-"  l'i  dx 

et  la  présence  de  z\  au  dénominateur  est  gênante  parce  que  Ji  est  susceptible 
de  s'annuler. 

On  pourrait  songer  à  réserver  l'équalitui  ('33)  comme  un   moyen 'de  vérili- 
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cation  pl  à  rovenir  pour  le  calcul  de  z-^^  à  l'équation  ordinairement  employée. 
Voici  comment  cette  équation  pourrait  se  déduire  de  (33)  : 

Différentions  cette  équation  (33),  il  \  iendra  (en  nous  souvenant  que  Zi  ^Dzi) 

z^,  D'  ;,-;,!.=  z.^  =  DP  +  A^  D  (.-,  Ji)  . 

Or 

1)=;,  -+-  <l>-i  =  o; 
il  reste  donc 

On  doit  se  souvenir  que 

dz,  ,    dzx 

^n.,^.,L»^=cons.. 

Alors  on  doit  pouvoir  choisir  la  constante  //^  de  telle  façon  que 

><>it  divisible  par  Zi.  La  possibilité  d'un  pareil  choix  est  un  moyen  de  vérifi- 
cation. Il  doit  arriver  ensuite  que  /^u,  étant  ainsi  choisi,  nu  trouve  pour  s^^  une 
fonction  périodique.  C'est  une  seconde  vérification. 

Mais  il  y  a  mieux  à  faire.  Rapprochons  l'équation  (02)  de  la  première  équa- 
tion (34).  Ces  deux  équations  peuvent  s'écrire 

Q  cl  R  étant  connus. 

On  tirera  Zfj_  et  Zjj.  sans  intégration  de  ces  deux  équations  du  premier  degré. 
Comme,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  le  déterminant  de  ces  équations 

_   dz\  d'L\ 

'"iù:~'''~d7. 

se  réduit  à  une  constante,  on  pourra  achever  cette  opération  sans  avoir  à  faire 
une  division  dans  laquelle  on  pourrait  craindre  que  le  diviseur  ne  devînt  nul. 
On  devra  pouvoir  choisir  h^  de  telle  façon  que  les  valeurs  de  z,,,  et  Zj.  ainsi 
trouvées  satisfassent  à  la  condition  trouvée  plus  haut 

C'est  une  vérification  et  cela  détermine  en  même  temps  la  constante  h^. 
H.  P.  —  VIII.  42 
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On   r(Mii;u(|iu'ra    (iiu'    la    conslanto   Çg.   est    rcsléc    arliilrairc.    ('.cllr   iiiiuvcllc 
conslanli'  arliilrairc  r<>nij)lac('  la  foii.slanic  d'iiilé;;ralii)ii  de  ré(|ualii)u  (.'^3^. 
Nous  ii'aMiiis  rie»  à  rliani;or  (railleurs  an  cah'iil  de  ri.,,,  lia-  ^'u.-  -Va  el  Yi^. 

2t.  Dans  le--  calculs  (|iii  piecèdeni,  nous  aMnis  souNCUt  dillérenlié  par  rap- 
piirl  à  la  conslaiih^  <pie  nims  apptdons  /o.  Si  l'on  \ciil  poimiir  comparer  avec 
les  forimiles  iisMelies.  il  l'aul  poser 

f  -  " 
m 

d'où 

.  d.v  dx 

./o  -77-  =  —  '"  :7—  • 
•     dja  dm 

Mais  pniir  (iiic  la  ciiiii|)araison  soil  pdssihlc  a\ec  les  Idiiiiulcs  données  par 
Oelaunay  et  d'aiilres  auleiirs,  il  laul  laire  pliisieuis  i-eiiiar([iies. 

En  premier  lien,  ce  (pie j'appelle  ici  m,  c'esl  ce  (pie  Delaiinay  appelle 

M.  Hrown  app(dle  celte  même  (juanlite  1»  \  mais  il  ^  a  d'aiilres  did't'rences;  j'ai 
suppose  mes  coordonnées,  x  par  exemple,  e.\primees  en  lonclion  de  11'.  o;,  /'„ 
cl,  en  outre,  de  e,  y,  r,  /,  ?.,  e',  /'.  La  (pianlili'  a,  d'où  d(5pcndenl  les  termes 
parallactiques,  tilait.  6galc  à 

X   =    —   , 

a 

'i„  riaul  une  longueur  cimslanle  el  n'  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  solaire. 
M.  Bi'own  exprime  loiil  eu  f'onclion  de  a,  y.'  el  ni  cl,  en  outre,  de  e,  y,  r,  /, 
/.,  c  ,  /'.  La  longueur  a  esl  le  coelficienl  du  terme  principal  du  do-veloppemenl 

de  J^o  +  \/ —  I  I0  :  c'est  une  fonction  de  n'  cl  de  m,  c'esl-à-dirc  de  11'  cl  de  Jo- 
Quant  à  a'  (  qu'il  appelle  a)  c'est  le  rapport 

,       a 

a    =    — ;  • 

a 

La  longueur  a  reste  cousiaule  dans  le  inouvcment  de  la  Lune,  mais  ce  n'est 
pas  une  cruisianle  absolue  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  puisqu'elle  d(5pend 
de  /(,.  \  la  fin  du  calcul,  loulef'ois,  et  après  toutes  les  différentiations,  on 
pourra  supjjoscr  a  =  Oo,  d'où  a  =  a' . 

A  cause  de  l'honiogénéilc-  sp('ciale  des  (équations,  les  coordonnées  x,  y,  z- 
sont  de  la  forme  suivante  : 

X  =  a  9(01',  «i), 
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fl  luii  aura  ailleurs 

a  =  n'    ■'  i\i(m); 

la  lonction  tp(a',  ni)  dépendant,  en  outre,  de  e,  y,  t,  /,  X,  e',  l' . 
On  Ifouve  alor.s 


Or 


dx 

■  m 

_  da 
'  dm 

d-s   dx                 d-i 

—  ma---;  —, ma  -r- 

dx    dm.               dm. 

a 
a  =  a  — , 
«0 

d'où 

dx         da        dm  da 
x            a            a     dm 

.   dx 
djo 

m 

'  dm 

,  ds    da                dm 

—  III  X  -J-,  — ma  -J— 

dx    dm               dm. 

Cette  formule  rend  les  comparaisons  possibles. 

Observons  maintenant  que  l'analyse  précédente,  exigeant  des  différentia- 
tions  par  rapport  à  m,  conviendrait  plus  particulièrement  aux  cas  où  l'on  veut 
obtenir  le  développement  littéral  des  coordonnées,  comme  le  faisait  Delaunaj. 
Ce  n'est  pas  qu'elle  ne  puisse  être  appliquée  à  la  recherche  d'un  développement 
numérique  analogue  à  celui  de  Brown.  11  faudrait  alors  calculer  d'avance,  non 
seulement  aîo  et  ^o,  mais  un  certain  nombre  de  leurs  dérivées  successives  par 
rapport  à  /n,  ce  qui  d'ailleurs  se  ferait  sans  difficulté. 

22.  Cherchons  ce  que  devient,  dans  les  nouvelles  approximations,  le  para- 
doxe signalé  au  paragraphe  10.  \^oyons  donc  dans  quelle  mesure  nous  avons  eu 
affaire  aux  équations  diflércntielles  qu'il  s'agissait  d'intégrer.  Nous  verrons  que 
nous  nous  sommes  servi  de  ces  équations  aux  paragraphes  11,  14,  15,  17;  que 
nous  n'y  avons  fait  nullement  appel  aux  paragraphes  12,  19  et  20;  et  qu'enfin 
aux  paragraphes  13  et  18  nous  nous  sommes  servi  de  ces  équations  pour  le 
calcul  de  z,  mais  que  nous  n'en  avons  plus  eu  besoin  pour  le  calcul  de  x  et 
dej. 

En  résumé,  après  avoir  déterminé,  à  l'aide  des  équations  qu'il  s'agit  d'inté- 
grer, les  termes  de  x  et  de  y  qui  sont  indépendants  de  e  et  de  y,  et  ceux  de  :; 
qui  sont  indépendants  de  e,  nous  pourrons,  sans  faire  intervenir  de  nouveau 
ces  équations,  calculer  les  termes  de  ^  et  de  y  qui  dépendent  de  y  ou  de  e, 
ceux  de  z  qui  dépendent  de  e. 

Le  résultat  conserve  son  apparence  paradoxale,  mais  le  paradoxe  s'explique 
comme  au  paragraphe  10. 


SUR   LES   PETITS   DIVISEURS 


LA  THÉORIE  DE  LA  LUNE 


Bulletin  nstronomiqtie,  t.  25,  p.  .T2t-36o  (septembre  190S). 


1.  Dans  le  clévoloppL'iiii'iii  ilc  hi  ilit'Dric  rie  l.i  Liinc",  un  \uil  s'introduire  de 
petils  diviseurs  de  la  forme  suivante  : 

les  p  sont  des  entiers,  ])(>sllirs  ou  négatifs:  iii  et  /^j  sont, les  moyens  mouvements 
de  la  Lune  el  du  Soleil,  /(;,  el  /; ,  sont  ceux  du  périgée  et  du  nœud.  Si  l'on  pose 

n» 

—  =  m, 

"I 

on  Miit  (pie  ce  petit  diviseur  est  divisible  par  m  ^i  j>\  est  nul,  el  par  m-  si 

p,  =  p„  =  o. 

Parmi  les  diviseurs,  tels  que  p\  et  j>«  soient  nuls,  diviseurs  qui  sont  par 
conséquent  divisibles  par  m-,  il  en  est  qui  méritent  une  attention  particulière. 
Considérons  le  développement  de  «3  et  de  «•,  suivant  les  puissances  croissantes 
de  m;  on  sait  que  les  termes  en  m^  sont  égaux  et  de  signe  contraire,  au  moins 
si  nous  négligeons  les  carrés  de  la  parallaxe,  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison. Si  donc  nous  supposons 

nous  aurons  un  petit  diviseur  de  la  forme 
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qui  sera  divisible  par  w'.  Ce  sera  ce  que  nous  appellerons  un  très  petit  divi- 
seur analytique. 

Mais  on  sait  que  les  tenues  en  /u'  sont  presque  aussi  grands  que  les  termes 

en  m-;  il  en  résulte  que  le  rapport  — >  au  lieu  d'être  égal  à  — i,  ainsi  qu'il 

arriverait  si  l'on  pouvait  négliger  les  lennes  en  //i-',  est  sensiblement  égal 
à  — 2.  Si  donc  nous  supposons 

nous  aurons  un  diviseur  de  la  tornu; 

piirir.-h  2 /il) 

ilont  la  valeur  numérique  est  très  petite.  Ce  sera  un  très  petit  diviseur  numé- 
rique. Les  très  petits  diviseurs  numériques  ne  sont  pas  analjtiquement  divi- 
sibles par  w',  mais  ils  sont  numériquement  de  l'ordre  de  m'.  Au  contraire,  les 
très  petits  diviseurs  analytiques  sont  analytiquement  divisibles  par  rn'^,  mais  ils 
sont  numériquement  de  l'ordre  de  m'-. 

Dans  les  applications,  il  est  clair  que  ce  sont  les  très  petits  diviseurs  numé- 
riques qui  pourraient  sembler  susceptibles  déjouer  un  rôle  important.  Mais 
on  peut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue.  Supposons  qu'on  se  propose,  comme 
le  faisait  Delaunay,  de  développer  les  coordonnées  de  la  Lune  suivant  les  puis- 
sances de  m,  des  excentricités,  de  l'inclinaison  et  de  la  parallaxe.  On  peut  se 
demander  si  le  développement  ne  contiendra  que  des  puissances  positives,  ou 
si  par  suite  de  lintervention  des  petits  diviseurs,  divisibles  par  //(,  m-  ou  ni', 
nous  n'allons  pas  arriver  à  des  termes  où  l'exposant  de  m  sera  négatif.  Dans 
cette  question,  il  est  évident  (pie  le  rôle  iiupoiiaul  sera  joué  par  li^s  très  petits 
diviseurs  analytiques. 

C'est  là  la  question  (jui  va  être  l'objet  ilu  présent  travail. 

2.  11  iuqjorle  de  remarquer  avant  d'aller  plus  loin  que  les  très  petits  divi- 
seurs, tant  analytiques  que  numériques,  ne  pourront  intervenir  que  dans  des 
termes  d'ordre  très  élevé.  Coiniuençons  parles  très  petits  diviseurs  analytiques. 

Soient  L  et  L'  les  longitudes  moveuncs  de  la  Lune  et  du  Soleil,  m  et  0  celles 
du  périgée  et  du  nœud;  soient 

T  =  L  —  L'.         /  =  I,  —  ra,         À  =  L  —  6 
la  dillereuce  des  longitudes  (moyennesj,  l'aïKjmalie   moyenne  et  la  distance  ili- 
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la  l^iinc  an  luvud.  Les  ternies  de  la  toiiclion  pertiirbatrire  qni  ponriNinl  donner 
lieu  à  un  très  petit  diviseur  analvticpie  seront  de  la  forme 

A-(ra-l- fl)=  A-(?.L'— /— À  -H  2-:). 

Or  les  tonnes  qni  dépendent  de  l'argument 

«il  L  -I-  in^l  -•-  iH}X  -H  «liT 

conliennenl  en  facteur  e'  '"'  e  "'■  '  y' '"»  ' ,  e  et  e'  étant  les  excentricités  de  la  Lune 
et  du  Soleil  et  y  l'inclinaison;  notre  terme  contiendra  donc  en  facteur  e'-'' e'' •■■'•. 
Mais  la  fonction  perturbatrice  ne  peut  contenir  que  des  puissances  paires  de  y, 
d'où  il  résulte  que  A'  est  au  moins  égal  à  2  et  que  notre  terme  doit  contenir  en 
facteur  e-y-'e''.  Dans  les  expressions  de  la  longitude,  les  termes  correspondants 
contiendront  au  moins  (>n  facteur  ey-  e''',  et  dans  les  expressions  de  la  latitude, 
au  moins  e-'ye''. 

Passons  aux  tri's  petits  diviseurs  numériques;  les  termes  correspondants  sont 
de  la  forme 

k(m  -h  9.H)  =  A'CiL'  —  l  —  -xl  -h  'U). 

Ils  contiennent  en  facteur  e'"'  e''y'-''. 

De  plus,  ils  contiennent  en  facteur  la  parallaxe  2  si  le  coefficient  de  z  est 
impair.  Si  donc  /.=  1 ,  nous  aurons  en  facteur  a  e''  ey-,  et,  si  A'  =  2,  e'"  e-y'. 

Nous  aurons  alors  en  facteur,  dans  les  expressions  de  la  longitude,  ae'^y- 
ou  e'"  e--K  et,  dans  celles  de  lit  latitude,  ae'^c-  ou  ^''"e-'y^. 

',i.  \  ennns  luaintenant  à  la  ijuestiun  (pu'  j'ai  posée  à  la  lin  du  paragraphe  1 
et  qui  fait  l'objet  de  ce  travail.  Je  ne  l'aborderai  pas  immédiatement  et  je  vais 
traiter  successivement  une  série  de  cas  de  plus  en  plus  compliqués  en  rnni- 
uiençanl  par  un  exemple  extrêmement  simple. 

Soit  un  système  d'équations  canoniques 

dxi  _clV_  dyi  _       d? 

'"'  ,k    ~  dy,''  dt    ~       dx' 

F  est  une  fonction  des  //  variables  x  et  des  n  variables  )%  périodique  de 
période  r>.T.  par  rapport  aux  y.  De  plus,  F  (;st  développable  sui\unt  les  puis- 
sances diin  paraiiièlre  y.  sous  la  lorine 

F  =  Fu  -t-  3<  F,  +  3(=  Fo  -f- 
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Fo  est  fonction  des  x  seulement,  et  il  n'y  a  entre  les  dérivées  -j-^  aucune  rela- 
tion linéaire  à  coefficients  constants  entiers.  C'est  là  un  problème  très  simple 
et  déjà  bien  des  fois  traité  ;  je  vais  néanmoins,  à  titre  d'exemple,  le  traiter  par 
la  méthode  que  je  compte  employer  dans  des  cas  plus  compliqués. 

Si  la  fonction  F,  et  non  pas  seulement  son  premier  terme  Fo,  était  indépen- 
dante des  y,  l'intégration  des  équations  (i)  serait  immédiate,  les  x  se  rédui- 
raient à  des  constantes  et  les  y  à  des  fonctions  linéaires  du  temps.  Si  Fq, 
Fi,  .  .  .,  F,_i  étaient  indépendants  des  y  et  que  a  fût  assez  petit  pour  que 
'xi  fût  négligeable,  cela  reviendrait  encore  au  même,  puisque  nous  négligerions 
précisément  les  ternies  qui  dépendent  des  jet  qui  figurent  seulement  dans  F,,, 
r^+i,    .... 

Voici  donc  comment  nous  -allons  opérer;  nous  allons  faire  une  série  de 
changements  de  variables  qui  n'altéreront  pas  la  forme  des  équations  (i)  et 
qui  seront  tels  qu'après  le  premier  changement  de  variables  Fo  et  Fi,  après  le 
deuxième  Fo,  Fi  et  F-,,  après  le  troisième  Fo,  Fi,  Fo  et|F;,,  après  le  ^"™''  Fo, 
Fi,  .  .  . ,  F,  soient  indépendants  des  y. 

Pour  expliquer  en  quoi  consistent  ces  changements  de  variables,  supposons 
donc  qu'on  ait  effectué  le  {q — -i)'^''"°et  qu'on  se  propose  d'effectuer  \ec/™'. 
Je  suppose,  par  conséquent,  que  Fo,  Fi,  .  .  .,  F,y_i  sont  indépendants  des  y; 
et  je  me  propose  de  faire  un  changement  de  variables  tel  qu'après  ce  change- 
ment les  équations  restent  de  même  forme,  mais  de  telle  façon  que  F,,  soil 
indépendant  des  y. 

Le  changement  de  variables  devra  d'abord  être  canonique ,  c'est-à-dire  ne 
pas  altérer  la  forme  canonique  des  équations.  Il  faut  pour  cela  que,  si  les  x  et 
les  y  sont  les  variables  anciennes,  cl  les  x  et  les  y'  les  variables  nouvelles, 
l'expression 

S  X  dy  —  'Zx  dy' 

soit  une  difl'érentielle  exacte.  Pour  cela  nous  introduirons  une  fonction  quel- 
conque S  des  variables  anciennes  x  de  la  première  série  et  des  variables  nou- 
velles y  de  la  deuxième  série,  S  (a;,  _}''),  et  nous  poserons 

d'où 

(/s  =  Zy  dx^  Zx'  dy'. 
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Les  oqualions  (2)  définissent  les  relations  entre  les  variables  anciennes  et 
nouvelles.  .le  prendrai 

S  =  i:x>'-+-!z7e(.r,  y), 

la  t'onetion  0  étant  périodique  de  période  2  7:  par  rapport  aux  >'• 

On  voit  alors  que,  si  l'on  résout  les  équations  (2)  par  rapport  aux  a;  et  aux_}', 
les  variables  anciennes  seront  exprimées  en  fonction  des  nouvelles;  les  diffé- 
rences X  —  x\  y — y  seront  alors  des  fonctions  des  x\  des  y'  et  du  para- 
métre a;  ces  fonctions  seront  développables  suivant  les  puissances  croissantes 
de  «  et  elles  seront  périodiques  par  rapport  aux  y'. 

Il  en  sera  donc  de  même  de  F(,r,  jk))  de  sorte  que  la  forme  de  nos  équations 
ne  sera  pas  altérée  par  le  changement  de  variables.  Il  reste  à  disposer  de  0  de 
façon  à  rendre  F,  indépendant  des  )'. 
On  aura,  en  négligeant  a'/+*, 

M'  .  M' 

ayi  ■         ■  ax 

Je  désigne  pai' 

'     dx'       dy 

ce  que  (Icvieiinenl 

d^        dM_ 
'     dx       dy' 

quand  on  v  remplace  les  x  par  les  x' . 
On  a  (toujours  en  négligeant  aV^') 

Je  désigne  |)ar  V'^  ce  que  devient  F/,  quand  on  y  remplace  les  x  el  les  )■  par 

les  x'  el  les  y';  je  pose  d'ailleurs 

dF'„ 
dx'i 

de  telle  sorte  fpie  les  n,  représentent  les  moyens  mouvements.  On  tire  de  là 

m' 


On  a  égaleiiienl,  loujiiins  au  iiiômc  degrc'  (ra|i|iin\imiili(Mi. 

:<'.F/,=  :c''F),, 

d'où,  loujour^  en  négligeant  «'/  +  '. 

I"  =  F'„  -<-  ï  F',  -(-  ■j.-'  F',  -t-  .  .  .  -f-  ï'/-i  F',,    ,  -H  3cV  [f;  +  V  n,  'y^  I  • 


LES    PETITS    DIVISEURS    DANS    LA    THEORIE    DE    LA    LUNE.  387 

Cuiiiiiie  F„,  F', ....  :  F'    ,  sont  intlépinidanls  des  )',  il  suffit  de  cliuisir  0'  de 
Iclle  façon  que 


siiil  Inilcpcuiliiiil  des  )'.  Il  suffil  de  rappeler  (pie,  si  cp  esl  une  fonction  qucl- 
couqiie  donnée  des  y',  péiiodique  par  rap|)i)rl  à  ces  variables  y'  cl  dévelop- 
pahle  par  conséqucnl  en  série  de  l'nuiiei-.  cm  peul  luujours  déleriiinu'r  une 
fonction  inconnue  '/  de  nièine  forme  par  l'équalion 

où  les  /),  sont  des  coefficients  constants,  à  la  double  condition  : 

i"  (^uil  n'y  iiit   entre  les  /ii  aucune  relation  linéaire  à  coefficients  entiers 

(condition  que  nous  avons  supposée  leiiiplie  au  début  de  ce  paragraphe); 
■2"   Que  la  série  de  Fourier  (pu  représente  o  n'ait  pas  de  ternie  indépendanl 

des  /'. 

Si  donc  [F'  ]  esl  le  lerme  indépendant  des  y'  dans  la  s('rie  de  Fourier  (pii 
représente  F'     nous  pourrons  déterminer  0'  par  l'équation 

(4)  2«''|^  =  [P^1-'^v. 

(pii  se  traite  comme  léquatidu  (3),  en  regardant  les  x'  et,  par  conséquent, 
les  /(  comme  des  constantes.  Alors 

dfi' 


n-S-Si-iii'i 


sera  indépendant  des  )',  ce  qui  était  la  condition  que  nous  nous  étions  imposée. 
La  suite  des  changements  de  variables  se  poursuivra  donc  sans  difficulté. 
Soient  alors  a?,  et  >•,  les  variables  priniitixes,  ,r'  et  v*  les  variables  final('>.  On 
\oil  ipu'  toute  fonclion  des  ,r,  des  y  et  de  et.  déxeloppalile  sunaul  les  puis- 
sances de  3!  et  périodique  par  rapport  aux  )'.  sera  égalemeni  une  lonctiou 
des  ,r*,  des  )*  et  de  a,  développable  suivant  les  puissances  de  a  et  |)ériodi(pie 
par  rapport  aux  )'*;  et  en  elfet  ces  pro|>rieles  ne  sont  pas  altérées  par  les  clian- 
iiciuents  de  \ariables  successifs.  D'ailleurs,  puisque  après  le  dernier  change- 
meiil  de  xariables  les  >•*  ne  figurent  plus  dans  F  que  dans  les  termes  que  nous 
n(''i;ligeon>,.  les  ,r*  -,e  r(''d  m  sent  à  des  ((iiislimles  et  le>  )*  à  des  ionct  ion>  liiii'aires 
du  leiiqis.  Il  roulle  delà  ijiin/i  un  iiiis  à  oiiiiulre  ijltc  et.  Jittssi'  jmnais  au 
dciKiinindli'iir  el  ipiDii  u  ,ini;i  (pie  des  |iuissaiices  posilixes  de  y.  dans  le 
développement. 

H.  P.  -  VIII.  43 
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4.    Aluirtldii^  iiiamlciiiiiil    nu  |ii-(ilili'iiu'   nu    |hmi    |)liis  (■inM|)lu|ui' ;   .^m|)|ii)soii> 

(Ui  il  \  ail  ciilic   lc>  (liTivctVs  -^-^  lies  rrliilnuis  liiu''iiirc>  à  ('(irlllcicills  conslaiilN 

Cl  cnliiT?.  \<)u>  |)Oii\oiis  (1  ailloiirs  iininéilialcincul ,  par  iiu  cliaiigeiueul  luiéairo 
de  vurlablcs,  supposer  que  ces  relations  sonl  de  la  forme 

l/x,  '  dXi  '  '  '  '  ' 

ce  qui  nous  rainèiie  au  ras  où  Fn  ne  dépcMid  pas  de  loules  les  variables  x. 

Nous  distinguerons  ainsi  deux  sortes  de  variables  x;  il  nous  sera  commode 
d'appeler  les  unes  z  el  les  autres  ii.  et,  s'il  y  a  par  exeui|de  />  variables  :;  et 
q  varialiles  u ,  de  désigner  la  même  variable  par  Xj  ou  :;,:  si  i^/>,  ou  bien 
encore  par  Xj^/,  ou  ii /  si  /  +/'  >  p- 

De  même,  nous  aurons  deux  sdries  de  variables  y,  à  savoir  les  c  correspon- 
dant aux  ;  et  les  tv  correspondant  aux  u.  Grâce  à  ces  conventions,  nous  pour- 
rons écrire  indiiréremment  par  exemple  1x  dy  ou  i)ien 

X  z  df  -!--;<  div. 

Reprenons  donc  les  équations  (i),  et  supposons  que  Fo  dépende  seulement 
des  z  et  |)as  des  u  ni  des  r  ou  des  w  et  que,  d'autre  part,  Fi  dépende  seulement 
des  z  et  des  u,  mais  pas  des  e  m  des  w  (ou  ce  qui  revient  au  même  seulement 
des  X  et  pas  des  y). 

Je  suppose  d'ailleurs  qu'il  n'y  a  ni  entre  les  —j-^t  ni  entre  'des  —r^  aucune 
relation  linéaire  à  coefficients  constants  entiers. 

Nous  allons  opérer  comme  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire  que  nous 
allons  faire  une  série  de  changements  de  variables  de  telle  façon  qu'après 
le  ^""""  cliangement  Fo,  l'\,  ....  I"(/  soient  indépendants  des  y;  et  pour  définir 
ce  changement  de  variables,  je  suppose  comme  plus  liaul  (pravant  le  change- 
ment Fo,  1*1 f^'z-i  soient  indépendants  des  y,  et  je  me  propose  de  faire 

un  changemenl  tel  que  les  équations  conservent  la  môme  forme,  mais  de  telle 
façon  que  Fy  devienne  indépendant  des  y  comme  le  sont  déjà  F'o,  Fi,  ...,  F,,_i. 

Nous  conserverou--  puiir  diUiiiir  ce  changeiin'ul  de  \  ariables  les  équal  nuis  (2), 
im  conveuaui  de  ih'sigiier,  jiar  exemple,  indilliireiumnil  par  ;,  ou  x^  ou  bien 
par  Uiitlx]^  la  \anable  uoiivrllc  inii  coircsiioiid  à  la  variabir  aiicieiine  :;,=  x, 
ou  bien  ?<,=:  Xi+j,. 

Je  jtrendrai  cette  fois 

S  =  Sj^/'h-  z'/'J(a;,  y')  -h  a'/-'(j|(x,  w' ). 
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Les  foiicliuns  0  et  Oi  sont  périodiques  par  rapport  aux  y';  mais,  tandis  que  0 
dépend  de  tous  les  )'',  c'est-à-dire  des  r'  aussi  liien  que  des  n'.  la  fonction  Oj 
ne  dépend  que  des  n'. 

('.(■  (|ii('  nous  avons  dil  au  paraj;raplic  3  subsiste,  c'est-à-dire  que  le  change- 
ment de  \ariables  n'altère  pas  la  l'orme  des  équations;  on  aura  d'ailleurs,  on 
négligeant  a'/*', 

M'  (IV, 

Xi  =  Xj  2'/  -j—,    2'/—'    -;— -  ) 

ou,  puisque  0',  ne  dépend  que  des  ir', 

rlM' 

>IV  ,/()■, 

11  vient  ensuite,  toujours  au  même  degn'  d'approximiiliun. 

ou.  en  |io>.anl 

et  en  remplaçant  z,  —  z'i  et  u, —  ///  par  leurs  valeurs, 

f„=f;  -i-.''^...^., 

.^J    '  dwj 

On  a  d'ailleurs 

7.'-Fj=a=F',,         ...,         a'/F,=  a'/F'y, 
d'où 

f  =  f;-..f',...,-...^.f,_,...[.^,-.V-:S-5;«:£;]' 

Il  faut  donc  clioisir  0'  el  0',  de  telle  façon  ((ue 

„,      "v      dO'      X?     1  dll\ 

soit    indépendant    des   y'.    Pour   cela,    euiuiiu'   1'''   est   une   fonction   péri(jdique 
des  y',  supposons-la  développée  en  série  de  Fourier;  soit  A,,  l'ensemble  des 
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Ii'iuu's  lie  riili'  >('rir  (|ni  (K'|)i'iiilciil  îles  i'';  sdil  H,/  rciis<'iii  lilc  de  ceux  (iiil 
(.It'pemlenI  ilos  n'  >;ms  ilrpriulro  de*  r' ;  Miil  C,,^  rt'iix'riiljlc  de  cciix  (|ni  ^(llll 
indépi'iulaul?  m  hi  luis   (1rs  r'  cl  des  n'.  c  Csl-M-iliic  de   lous  les  j'',  de  Icllc  suile 

([MC 

Niiiis  dclcrmiiicrdii''  idois  0'  cl  0,   |)iii-  lc>  c(jil:iI  ions 
qui  se  Irnilcul  ciiiiiiin'  l'cqiuiliou  (  .î  I,  de  soric  ([lie 


T^,       V      ""        V     1  ''"'        r 


siiil   iiiile|ieudiiiil('  des   )'. 

Iniilile  de  répi'ler  la  suite  des  laisouiieiueiils  du  païai^rapiie  3;  nous  vujuas 
ici  encore  (lue  ion  ne  jiciil  /nnir  /jiic  di's  jniissdnccs  positnes  de  a. 

o.  Les  difficultés  commencent  quand  un  suppose  que  F,  nu  lieu  d'être  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  d'un  seul  paramètre  a,  est  dévelopjiable  suivant 
celles  de  deux  paramètres  a  et  J3,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

F  =  Sa/'ri'/F/,,^. 

(Ju  peul  laïuenei'  ce  cas  au  précédent  en  posant 

[i  =  Xa. 

Un  Iroine  alors 

F  =  1  a''  F/,  =  i;!  a/'-^v  >.'/  F/,,/, 

de  lelle  soi'lf  (lue 

F„=F„„,         Fi=Fio+ÀF„i,         F»=  Fjo-t- ÀF,, -f- ÀU^oj,         •••, 

cl  l'un  peul  l'MsiMic  applupiiT  laiiahsc  des  parai;i'aplics  3  ou  i.  On  en 
conclura  donc  cncorr  (iiie  les  luconniies  .r  el  v  p<'uveiil  se  de\('lupj)er  siiivanl 
II-,  puissances  croissanles  de  a,  le  coellicieul  di'  yj'  dépendant  eiilre  aulres 
choses  de  /.  cl  piiii\aiil  l'ire  desij;iii'  par  cp/,(/).  iMais  il  resie  à  saNoir  si  ces 
inconnues  ,/■  el  )■  penxeiil  i';;a  lerneiil  se  di'>\  elo|iper  Miixaiil  les  puissances  <'rois- 
sanles  de  y.  el  5.  quand  ces  deux  para  iiièl  les  soiil  re;;ardes  coiiiiiie  iiidepen- 
danls.    l'oiir   cela,    il    laiit   el    il    siillil    (pie   O/,  (/.^    soil    un   polNUonie    enlier   de 
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clegn''  //  iiii  plus  en  1.  En  est-il  réollemeiil  iiinsi.  c'esl  la  ijuosiion  ([n'il  ikhis 
l'oslr  à  Iriiilci-.  Diins  lo  cas  du  paragraplic  3,  r"csl-;i-dirc  si  F,,,,  ilc|ioiiil  de 
lotîtes  les  \arial)les  .r  sans  qn  il  v  ait  eiilre  ses  diTivi'es  de  relaliim  linéaire  à 
coefficicnls  rnliers,  elle  se  résoiil  iinniedialciiiciii. 

En  elTel,  la  forme  des  équations  n'iManl  pas  allérée  par  les  Lliaugeinenls  de 
variables  successifs,  il  suffira  d'examiner  ce  qui  se  passe  dans  un  de  ces  cliau- 
geiiienls  et  |)oiir  cela  d'en\  isager  Tc^qualKm  (4).  Nous  voyons  alors  que  [!'"']  —  F' 
se  présente  sous  la  forme  tl'un  polynôme  entier  d'ordre  c/  en  À,  puisque 

Quant  au  premier  iiieniltre,  il  est  intli^peiidanl  de  À.  puisque 

F„  =  F„„ 

et  ses  dérivées  — /(,  sont  indéjiendanles  de  À.  Il  en  résulte  que  0  sera  un  l'oly- 
nome  entier  d'ordre  q  en  1. 

Nous  rencontrons  au  contraire  des  difficultés  dans  le  cas  du  paragraphe  -4. 
Nous  avons  alors  à  envisager  au  lieu  de  l'équation  (4)  l^s  équations  (5)  cl  ((S"). 
Les  seconds  membres  — A,y  el  — B,,  soni  encore  des  |)ol\nomes  eiiliers  di' 
degré  ej  en  /,  au  moins  pour  le  pii'iiiiei-  rliangeuieiil  de  \arial)les.  Le  |iremier 
membre  de  (3)  est  encore  indépendanl  de  /  ;  mai-,  il  nCn  esl  pas  de  même  du 
premier  membre  de  (  (>  ),  car  Fi  el.  |)ar  eouseqiieiil .  les  u^  sonI  des  polvaoïiies 
du  premier  degré  en  /. 

En  général,  par  conséqueni .  l'iiitégralion  de  (6)  inli-odiiira  des  diviseurs  qui 
seront  des  polvnomes  du  premier  degré  en  À:  ces  dniseiirs  enireroni  au  ])re- 
mier  degré  dans  le  di'nomiualenr  de  Oi  ;  aii\  a|iprci\imal  ions  snn  ailles  V,,  el  B.y 
ne  seroni  plus  alius  des  polynômes  enllers  en  À.  mais  des  fonctions  rai lonmdles 
conlenant  ces  di\iseurs  au  di'noininaleur;  doue,  dès  le  second  changement  de 
variables,  le  dénominateur  de  0|  pourra  C(uilenir  ces  diviseurs  à  des  puissances 
supérieures. 

Il  résulle  de  loiil  cela  que  cp/,(X)  ne  sera  plus  un  polynôme  enlier  en  À,  mais 
une  fonclion  rali(Uinelle  de  1  doni  le  dénoiiiinaleur  sera  décomposable  en  tac- 
leurs  du  |)reniier  degré.  Qu'arrixc-l-il  alors  si  l'on  veut  dévelo|)per  suivant  les 

puissances  de   a  et  de  S?  On  aura,  par  exemple,  un  terme  en  1-^  l'I   l'on 

])(Mirra  é'crii'e 

a-k-bi.       ^mi        <iP^'  ^        ii/'+'  ' 
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OU  bien 

xV  x^    ,  al'  v^    ,       (II' 

■»'/  =  >  ±  -, nl+P+'i  ?-l'-\ 


siinanl  inrun  ^('lll  ilcvélo])])!'!-  irnbiinl  siii\anl  les  |niissaiict's  de  a  et  ensuite 
siii\aiii  celles  de  ,3.  ou  liiverseiuenl.  It'iniciuic  iiuinirii\  <in  ni'  jioiifni  cvi'ler 
fi/iti  (n/iicfiofi  des  ('.^posants  nés^'n/ifs. 

G.   11  y  a  cependaul  un  cas  nù  la  difficulté  ne  se  |)ivsente  pas.  Supposons 
que  Foû.  ^  10 F./u  'it-  dépendent  ni  des  u  ni  des  cr  :  alors 

tiu'i 


et 


dF\„        ^dF'„, 


r/ii'i  du'i 

esl  divisible  par  ),. 

D'autre  part,  B,,  esl  un  polynôme  de  det;ré  rj  en  X,  mais  ce  polynôme  est 
divisible  par  "k;  et  en  ed'el  lî,/  it'prt'seiile  l'ensemble  des  lermes  de  F'  qui 
dépendent  des  \v'  sans  dépendre  des  t'  et,  p((ur  X  =  o,  F'  se  réduit  à  F'  ,  qui 
pai'  hypollu'^se  ne  dépend  pas  des  i\'',  de  sorle  que  B,y  s'annule  pour  /.  =  o. 

Nous  pouvons  al(ii>  dixisci-  r('qualion  (())  |)ar  ),,  de  lelle  façon  tpie  le  second 
iiieiidire  di'\  Icul  un  polynôme  de  degré  q — i  en  /,,  el  le  premier  membre 
devient  Indépendaiil  de  /..  Il  ne  sintrodiiil  donc  plus  de  dniseiirs  dcpendanl 
de  /. 

l'our  que  ce  raisoniicuicnl  >oil  \alalile.  d  taul  que  les  cliani;emenls  de 
\aiiabies  successifs  n'aliércnl  pas  la  forme  des  équations,  c'esl-à-dire  que 
les  F,y„  resleni  indépcndanls  des  ii  el  des  n'.  Or,  si  nous  supposons  /.  =  o,  les 
variables  ii  el  ii'  disparaisscnl  de  nos  équalions;  el  la  suite  des  cliangemenis 
de  variables  ne  peut  les  y  introduire.  Donc,  après  un  changement  cjuelconque. 
ces  variables  doivent  cesser  de  figurer  dans  les  équations  dès  qu'on  y  fait  >.  n^  o, 
c'est-à-dire  quand  F,,  se  r(''diiil  à  F.y,,. 

C'est  ce  fpii  arrixe  en  parlirulier  ijuand  l'",^,,  z-  n{  rjl  .  i  ).  S/  i/n/ii-  \'  ne  ciiii- 
lii'iil  que  lies  h'iiiii's  i  iiilrjifixhi  ni  s  il  In  fuis  ilc  a  cl  di'  p  nu  des  ternies  dni- 
sibles  par  jS,  nous  ndiimns  pas  de  piiissnnres  n^fiatives  de  a  et  de  ,5  dans 
les  expressions  des  coordonnées. 

Cela  est  encore  vrai  si  les  lermes  liidi'peiuianls  de  ,j  di'peiuleul  seuleiuenl 
des  z. 
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7.  Ct'  qui  précùclf  siifTirail  piiiir  qui'  ikhis  [tiiissioiis  en  fairo  ra|)|)li('nlioii  au 
cas  de  la  Linic  m  1c>  (Icn  clnij^ciiieiils  des  coordonnées  de  cet  astre  |)rocédaient 
seulement  suivant  les  puissances  de  a.  et,  de  e',  qui  sont  des  paramètres  donnés 
fiourant  dans  les  équations  dillerenliellcs.  Mais  ils  procèdent  également  sui- 
vant celles  de  e  cl  de  rinclinaison,  qui  sont  des  constantes  d'intégration.  Cela 
m'oblige  à  reprendre  la  que.Nlioii  encore  à  un  autre  point  de  \ue. 

Supposons  (les  équations  canonupu^s 

('  *"-^  -dï 


dv 

,lv, 

d¥ 

dh 

dF 

'lr\i 

dF 

ày' 

,/t 

-   <ix-: 

,h 

~  fhi 

dt 

dh 

Je  suppose  que 


F  =  Sa'7F^ 


est  développable  suivant  les  puissances  du  paramètre  a,  que  F  est  périodique 
par  rapport  aux  j-  el  développable  suivant  les  puissances  des  \  et  des  r,  ;  je  sup- 
pose enfin  que  F„  ni'  dépend  (pie  des  x  et  est  indépendant  des  y,  des  ;  et 
des  Y). 

C'est  précisément  ce  qui  arrive  dans  le  problème  îles  trois  corps,  ipiand  on 
iidoplc  les  variables  ke|jlériennes  canoniques,  c'esl-à-tlire  les  deux  variables  L 
proportionnelles  aux  racines  carrées  des  grands  axes  el  (pii  jouent  le  rôle  des  iC, 
les  deux  longueurs  luovcniics  (pu  |iiiu:'nt  le  ri'de  des  )'.  el  de  plus  les  (pialic  eoiii- 
hinaisons 


I.(i —  v^i  —  e- ),     L  ^i  —  e-  (\  —  cosj), 

deux  pour  chacune  des  deux  planètes  que  nous  appellerons  les  p;,  el  les  longi- 
tudes des  périhélies  el  des  nœuds  changées  de  signe  que  nous  appellerons 
les  w,,  el  que  l'on  pose  ensuite 

Supposons  F,/  développé  suixani  les  puissances  des  \  et  des  ri,  et  écrivons 

1  ,/ >Y  ,j,„ 

V,ii,  elanl  l'euseiuble  des  leruies  homogènes  de  degré  p  par  rapport  aux  ^  el 
aux  ■/)  ;  comme  F,/,;  est  une  fonction  périodique  des  )',  nous  pouvons  la  supposer 
développée  en  série  de  Fourier  et  désigner  par  [F,,,,]  le  terme  de  celte  série  de 
Fourier  qui  est  indépendant  des  )■. 

Il  esi  clair  (pie  [l'ioj  dépend  seulement  des  x,  el  je  supposerai  ; 

1°  Que[Fu]  =  o; 
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3"   Qnc  I  l"i_.  I  ('--1  ili'  1m  liirnu' 

les  V,-  clt'poiuliinl  sciilrmciil  des  ./■. 

Si  ri's  ili'iix  ciinilil unis  iiCliiiciil  |):is  ii'inplii's.  il  Milliiiiil  pdiir  (|iri'll('s  le 
fussenl  de  tairr  iiu  cliiui^eincnl  lliu'airc  cinn>ni(HLf  de  variMblcs,  de  hiçim  que 
li's  iu)ii\(dlt'.s  \iirial)U's  ^j  cl  y))  fusscnl  des  tondions  I iiK-a ires  (^ non  homogènes 
en  t;énéral)  des  ^,  el  des  r],-,  les  coetlîcienis  d(''peiidanl  seulenienl  des  ./  ;  on 
aniail .  jiiir  exemple, 

?;  =  2  :^«  ?i -I- 2  ;i;*  ïi/; -H  ;i/o. 

les  (3  dépendant  senlemenl  des  ./■.  On  pourra  l'emaripier  en  passant  rpio  la  pre- 
mière condilion  est  l'emplie  d'elle-même  dans  le  cas  du  problème  des  Irois  corps. 
Il  résulte  de  loiil  cela  que  nous  pouv(Uis  supposer  les  deux  condilions  remplies. 
Si  F  dépendait  seulement  des  x  el  des  combinaisons 


l'intégration  serait  iimiiediale.  Eu  ell'el,  ou  aniail 

d.r 

-—  =  o,  j;  =  const. 

tlt 

^_^rfp_^rfF  ^_     rfF 

(h  clY  t/F 

_-  =0,  p  =  consl.,  -r-  =  const.,  -^  =  const., 

ce  qui   monire  ipie  les   )' sont   de^   loiichous  liur'aires  dn   linnps;  d'adleurs,  les 
équatunis 

dt  ~  ''  ^  '  'It    ~       ''  ilp 

sont  d(!S  éqnaUous  liiii'aii'es  à  coetlicieuls  eonslauls  imiur'dialement  int(''grables. 

Nous  sommes  donc  conduit  à  reprendre  rarldice  ilii  paragrapbe  3  el  à  lain- 
une  série  de  changements  de  variables  diiigi's  (!(■  façon  à  rendre  snccessivo- 
menl  les  divers  termes  F,,,,  indépendants  de  tonte  antre  \arial)ie  que  les  ap  cl 
les  combinaisons  o. 

D'après  noire  h\|iolhèse,  la  coiidilion  est  di'|à  lemplie  p(nir 

Foo,     Foi  =  F(i2  =  .  .  .  =  o. 
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Pnr  lin  premier  chiiiif^cment  de  \:iri:il)les  Imil  :i  t:iil  |)areil  à  ceux  du  para- 
graphe 3,  miMS  pouvons  faire  disparaiire  les  leruies  de]iendaiil  îles  r  dans  F,, 
de  fiicnii  à  ri'duii'e  F,  à  [l'i]:  l:i  eondihun  esl  alors  remplie  pDiir 

K,„  =  [F,„J,         l'„  =  |F,,]  =  o,         F,,  =  [F,,1. 

8.  l'our  moiilrer  en  ipnu  doixenl  eonsisler  les  cliani;enienls  de  vanaldes 
successifs,  iniaj;inons  que,  pai'  suile  d'une  série  de  cliangenienis  de  vaiiahles 
anlérieurs,  on  soil  arrivé  à  ce  résultai  (pw  F.j.,  ne  ilepende  (pie  des  x  el  des  p, 
loules  les  fois  que 

ou  que 

;x  =  y.         V    :  i< 

el  |iidposons-nous  de  taire  un  uiuixcau  elian^eineiil  rnii.  loiil  en  consei'vaiil  les 
iM'sullals  acquis,  fasse  que  F,,,,  ne  dépende  non  plus  (|ue  des  x  el  des  p. 

Nous  désignerons  encore  par  x\  y\  ^',  r/  les  ncuiveiles  variables.  Nous  consi- 
d('rerous  une  fonelion  S  des  x.  des  y',  des  ^  el  des  r,' ,  el  nous  poserons 

f/.r,  dvi  dli  dr^i 

Nous  prendrons  d'ailleurs 

S  =  S,rr'-H  S;r,'-4-  r/()('.r,    ) ',  ?,  r,'  ) -l-  y.'l-U\,{x.  ;,  T,'). 

Nous  supposerons  rpu'  0  esl  pé'iiodicpie  par  lapporl  aux  )',  Oi  indc'pendani 
des  )'',  el  que  0  el  0|  soni  des  polynômes  eiiliers  homogènes  de  degré  y^  en  E 
el  r/.  Fa  ciindiliiui  elanl  ili'|à  remplii'  piuir  Fii,j,-  l'ni,  F[i.  I^i;;.  nous  devrons 
supposer  ou  ij         I  .  un  Ij  r—  \  .  ji">  2. 

(  hi'airi\e-l-il  ahiis  si  nous  résolvons  les  équalions  i^ihis^  par  rappori  aux 
varial)les  anciennes  de  lelle  façon  que  ces  variables  se  trotiveni  ex|jrimees  en 
fonelion  des  anciennes  el  de  a  ?  Je  dis  que  les  différences 


seicijil  des  fondions  |)ériodiques  de  r',  di'xi'loppables  suivani   les  |uiissances 
de  a,  d('s  ^'  et  des  r/. 

En  effet,  il  suffit  d'observer  que,  quand  cm  fait  a  =  o,  les  équations  (^2  bis) 
se  rédiiisenl  à 

de  sorte  que  le  di'Iermiuaul  fonclionnel  des  premiers  meuilii'es  par  rap|ioil  aux 
H.  P.  -  VIII.  4/, 
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inconnues  se  rt'iliiil  à    i   cl  ne  .s'aiiiinlc  pas.  île  soric  (iiidii  pciil  n|i|>li(|iFcr  le 
tliéorèmi'  de  Cnucliv  sur  li's  Iniirlioiis  iiupliciles. 

Il  A'  a  oxcoplion  si  </  ^^  '  •  '"•"'  1'"'  t'i(iiallnns  se  rt^diiisont  à 

Néanmoins  le  delcrminant  fonclionnel  reste  égal  à  i  jiour 

5  =  -,!  =  ?'=  V=" 

si  y/  >■  2,  ce  que  nous  supposerons,  de  sorle  que  le  résultat  subsiste. 

Nous  pourrons  négliger  aî^*,  ou  Lieu  encore  les  termes  de  degré  supérieur 
à  p  en  ^'  et  /)',  puisque  nous  n'avons  à  considérer  c|ue  les  termes  F,//,  ou  F^,,, 
où  ij.^q,  \  ^p.  Dans  ces  conditions,  nous  avons 

(/()'  ,  M'  dll\ 

X  =  X  —  y.1  -7—,  1  Y  =  y  -t-  »''  -r-,  •+■  «'"'  —r-,  » 

dy  dx  dx 

M'  ,  dll\  ,  dH'  ,  dil\ 

dt]  </t|  di  r/Ç 

-Nous  tlonnons,  bien  enleudii.  aux  notations  0',  -p-,)  F' la  uièiue  sii;nili- 

dx        'I  - 

cation  que  dans  les  paragraphes  précédents.  L'erreur  commise  sur  )■  sera  alors 
de  l'oiihc   ■> r/  —  2  en  «,  de  l'ordre  2 j)  —  2  en  £'  el  t)' ;  l'erreur  sur  x  sera  de 
1(1  ri  lie  Kj  —  1  en  a.  el  %p  —  2  en  ^'  et  r/';  Terreur  sur  ;  et  •/)  sera  d'ordre  "îq — 2 
en  y.,  d'ordre  2yy —  .3  en  ^'  et  y)'. 
Passons  au  calcul  de  F;  il  viendra 

F„=  F'o—  "^riiiXi—x'i), 
en  négligeant  œ?"^'  el  a  fnrlinri  y.'-'i  et.  par  suite. 


F„  =  F'o  -h  a? 


l'enrur  roniuiix'  elaiil  de  loidre  île  rj.'-'i  '  et  par  conséquent  d'ordre  au  moins 
(•gai  à  a'/  '' .  si  y  >  I ,  et  Av  l'iiTiIre  de  Ç-''--'  el  par  conséqur-nt  d'ordre  plus  grand 
que  E/",  si  l'on  a  y  =  I  et.  par  conséquent  />  >  2,  cette  erreur  l'tanl  par  consi''- 
quent  dans  lous  les  cas  négligeable.  Il  vient  ensuite 

^ZéW^y-y^-^Zi-d^^'-'^^z,inr^'^-'''' 
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Cil  négligeanl  a?,  on  bien  encore 


L'erreur  coiainlse  sera  de  l'ordre  de  a^V"^,  c'est-à-dire  de  l'ordre  de  ai, 
si  ^  >■  I  ;  si  (/ ^  I ,  elle  sera  de  l'ordre  2p  —  2  en  ^'  el  yj',  c'esl-à-dire  d'ordre 
plus  grand  que  jj,  puisqu'on  a  alors  /j  >  2.  Nous  pourrons  encore  la  négliger. 

JNous  observerons  ensuite  que  nous  pouvons  dans  le  coefficient  de  a*^'  rem- 
placer F,  par  F'i(,+  F',,  +  F,,  (puisque  l'erreur  ainsi  commise  sera  de  l'ordre 
de  ^''"^' j  ou  môme  par  F',,  (puisque  F',  „ -)-  F',,  ne  dépend  (jue  des  x').  Il  restera 
tluiic  linalemenl 

On  Iniuve  de  même  piiiir  //  >  i  et  au  même  degn''  d'appioxinialion 

y.''Fn=x''F'/„ 
d'où  finalement 

K  =  F',,  -f-  aF'i  -t-.  .  .-t-  3c'/-'  F',/., 

L      '/       ^^       dy  ^    '  V    '    r/;  dr,    )  J 

Nous  devons  donc  nous  arranger  de  Irlle  façon  que 

_,,       ■v     dn'        yr^     I    .  dH\        ^.  dH\  \ 

ne  dépende  que  des  x'  et  des  0'.  l'diir  cela  nous  ol)sei\erons  d'al)oi<l  : 

i"  Que  nous  pouvons  laisser  de  côté  les  termes  d'ordre  plus  grand  que  y* 
en  '■!  el  0'.  c'esl-à-dire  F^^,,  où  h  >p^  termes  que  nous  négligeons; 

2"  Que  la  condition  est  déjà  supposée  remplie  pour  F|^/,  où  h  </>,  de  sorte 
qu'il  suffit  de  s'occuper  de  l'expression 


3"   Que    cette  expression  est  homogène  de   degré  p  en  ^'  et  ri' ,  puisque  0' 
et  F'     sont  des  polynômes  homogènes  de  degré /^. 

Posons 

Ç-=  y/'ipjcoswî,  ■r,',=  ^/'-i ?/ sin  ojj  ; 


1 

348  LES    PETITS    DIVISEURS   DANS    LA    THÉORIE    DE    LA    LUNE. 

(■('lit'  cxiircssion  clin  iciil 


l)';illl('iii-s.  V  (l('\l('nl  imc  t'onclitin  |)('iliMlli|n('  pnr  i'ii|»|i()rl  iiux  r' •'!  niix  &)', 
cl  (l('\('l(i|)pal)l('  en  si'i'ic  de  l'oiii'ii'r.  Sdiciil  A,,,,  rcuscniljlc  des  Icniics  df  celle 
«('■rie  (iiii  (l(''|ii'ii(l('iil  ilc;  r':  B,//,  cciix  (jui  (.k'pcncU^nl  des  w'  sans  dépendi'i; 
dos  )■';  C,,,,  ci'iix  (|iii  soni   md('|)('ndrtiils  à  la  lois  dos  v'  el  dos  w'. 

Non--  pourrons  (k'iorininor  0'  ol  0',  par  los  ('(^lualicjns 

V     '^'''  A 

Z"wy  =-A'//'. 

(pii  se  liailoni  rommo  (3),  (5)  et  (6):  ol  l'un  \oi-ra  ([uo 

•  ,11,  -^  7  "  -T—,  —  7   y  -r-,  =  '-•«/< 


no  d('])OTid  ]dn^  cpio  dos  .7'  ol  dos  p'. 

\iMis  |)(niirii)ns  it'pi'ici-  cf  (|ii('  nous  a\ons  dil  à  la  iln  du  parai;rapIio  3; 
i('pri'^oiil(in>  los  \arialil("~  priiii il  1  vos  par  dos  lollics  non  arronliu'os,  los 
variables  finales,  api("',s  Ions  los  ehangomenls  de  variables,  par  des  leltres 
marqnées  d'asl('rifpi('s.  Nons  verrons  que  ces  variables  primitives  x,  y,  ^,  y) 
sont  dos  fonolions  do  a.  dos  ronslanlos  r*,  dos  ai-^nnu^nls  )*  qni  \arienl  pro- 
linrlionni'lloinonl  au  lemps,  el  enlin  dos  ('(uubinnisons 

ç*  =  Ci  cosii';,         -r,*  =  c,  sin  «■,■, 

où  les  c,  sont  dos  oonslanh's  d'inloi;ral  kui  cl  les  ic,  dos  argnmonis  variani  pro- 
pi  Ji'l  Kuincllcnicul  au  lclllp'^. 

Ces  fondions  soiil  pcriodifpics  par  rapport  anx  y*  et  développables  snivanl 
los  puissances  de  a.  dos  l'  el  des  rj*;  on  xoil  que  nous  n'aurons  paitonl  que  des 
puissances  posilixos  do  a  ol  des  s. 

Co  qni  pr(''C("'de  s'appliipio  au  piiddoino  dos  Irtus  corps,  ainsi  ipic  lunis 
lavons  lail  rciiianpicr  plus  liaiil.  (icsl  |iciil-i''l rc  la  iiiauioro  la  plus  rai)ido  do 
ilrnidiilri'f  les  I  li(''orciucs  loiidaiiiculaiiv  rclalils  à  la  /o/7//r  dos  di'\  ('lo|)|)('iucnls 
des  coordonn('es,  bien  ipic  celle  luelliode  iie  puisse  ('Ire  rccoiiiiuandee  pour  le 
calcid  direct  de  ces  dr'\iloppeiiionls. 

Dans  le  cas  que  nous  \onons  d'oxaiiiinor,  ou  n  a  jias  à  craindic  de  \iiir 
s'inirodiiii-e   d'exposants   ni'^gatifs  ;    mais    il   serait   aise,    on   opi'^rant    oomiuo  au 
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[):iiiii;raplic  o.  dcn  dùiliiirt'  d'aiilrt's  cas  analogues  où  culle  circonstauco  se 
produirait. 

9.  Clicrchons  inainlenani,  a[)rôs  ce  lon^  pri'aiiiliuli'.  à  appli(|ii('r  à  la  T. une 
k's  |)rinclpes  précédents.  SoionI  Xi,  j"o.  .?■;,  les  coordonnées  de  la  Lune  par 
rapport  à  tles  axes  de  direction  fixe  ayant  leur  origine  au  centre  de  la  Terre, 
)'i.  V-.i.  y':i  les  composantes  de  la  \ilesse  de  la  Lune  par  rapport  à  ces  mêmes 
axes.  Soient   1/  l'audmalie  univeiine  du  Soleil,  et  r  une  variable  auxiliaire  que 

nous  delinirinis  plu-~  l<un.   Soit  T  =  -  i  )'- ;   soit   L    lénergie  potentielle  due  à 

raltracti(ni  des  liois  corps:  soil  Li  l'énergie  polentielle  cpii  serait  due  à 
l'allracliiui  du  S<jl('il  sur  le  système  Terre-Lune  supposée  concentrée  en  son 
contre  de  gravité;  soient  i/i,  cl  )ii-  les  masses  de  la  Lune  el  de  la  Terre,  et  soit 


soil  l'iilin  5  le  iii(i\cii  inouxeiuenl  du  Soleil. 

Les  équations  ilii  iiiou\eiuent  de  la  Lune  prendront  alors  la  foiiiie  canonupie 


HT 


</>•,■  \  "«  1  /  (it  dxi  \  nii/ 


La  liuuiioii  Th r  dépend  des  coordonnées  x  i\r  la   Lune  et  des  coiiipo- 

saules  )•  de  sa  \ilesse:  mais  elle  dépend  égalemenl  des  coordoniu'es  du  Soleil 
par  rapport  au  cenire  de  gravite  D  du  système  Terre-Lune;  mais  celles-ci 
peuM'iit  élre  regardées  comme  des  fonctions  connues  du  temps,  ou  si  Ion  aime 
mieux  de  l'anoinalii'  movenne  ti  du  Soleil;  car  le  iiiomement  du  Soleil  aiilour 
du  point  D  peut  être  regardé  comme  képlérien.  La  fonction 

est  donc  une  lonclion  des  u,  des  )   el  <!<•  11. 

JNous  observerons,  d'autre  pari,  que  l  1  dépend  seulemenl  de  u  ;  ses  tiérivées 
par  rapport  aux  ./•  el  aux  )■  sont  nulles,  de  sorte  que  l'on  peul  remplacer  dans 
les  equ:ili(Uis  precedenles  l  par  LI  —  Li  ;  d  aul  rc  pari .  nous  pouvons  introduire 
la  Naiiable  auxiliaire  r  cl  iioser 
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il  «111  li's  f(iaiili(iiis  ciiiionituio 

\    'Il  '1}  .  \     '^       "i\      /  dji  ' 

^'>  \1fi=-d:^,V^~^ 


/t        du  dt        '  (Iv 

l/('«|iiiil  Kin   eu  -.-   iHMil    {"'Iri'    i-diiMili'Ti'c   comiiic    la   (K'Iiiill  luii  de  l;i   vai'ialilc 
'  ///    ' 

aiixiliiiiiu  r. 

Pour  Iranslonncr  ces  équaliuiis,  iiuus  allou^   Liiliddiiiri'  les  variables   L('|)l(''- 

ricnnes,  c'est-à-dire  les  élémenls  osculaleurs  de  Forblle  de  la  Lune.  Soil  L  une 

quanlilé  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  |;rand  axe  de  cette  orbite  oscula- 

Irice  ;  soil 


f,,  =  L(  I  —  \J  i  —  e-  ),         p-2  =  L  y  I  —  e-  (  I  —  oosj), 

c  et  /  elanl  i'exci'nlricilc  cl  rinclin.iiNou  osculalrict'S  ;  soient  /  1  "aiiiiiiialic 
m((\enne,  tiJi  el  oj^  les  lonj;itudes  du  périgée  et  du  nœud  (^osculateurs)  changées 
de  signe;  suil 

Si=  v^2p(  cosoj;,  r|j=  y'ap;  sin  oj,. 

Le  cliangeineni  il(^  variables   seia   canonique  el  les  éqiial  ions  (  i  )  deviendront 

\'di  ~       dï'  ~dï   ~       dru'  di  ~       du 

^^^  \d).__  f/F  r/r„  __(l^  du  __  rfF 

\Tt~''d\.''  Yt    ~~  aii'  dl   '~~  7h'' 

JNons  \  oyons  dabord  que  V  peuL  s'écrire 

F  =  F„-(-  ;iF,-+-  y-¥^_. 

J""ii  est  ce  que  de\  leiidrail  la  lune I  ion  F,  si  le  Soleil  n'existait  pas  ;  le  mouvement 
serait  alors  képlérien  el  I' „  se  léduii'ait  à  une  constanle  divisée  par  L- ;  Fj  esl 
tout  siinpleiuenl  égala  —  c:  (pianl  à  ^-V-,,  c'est  la  l'onction  perturbatrice  qui 
esl,  comme  on  sail.  pro|M)rii(iiinelle  à  (3-,  Quelle  est  sa  forme? 

l"   Ell<'   dépend    des   \arlalile--   L.  À.  :,  /;  el   de  // .  el   en  outre  de  deux  jjara- 
mèlres  qui  son!   la   |iaialhi\e  «  cl   I  <'\rciil  ncilc  r'  du  .Soleil; 

?."   J'.llc  c^l   di'\  eliippa  lilc  sui\anl   le-,  puissauecs  de  y.  cl  c  ; 

3"   Lllc  esl   pcnodiqnc  par  rappoil  a  /,  cl   a   il  : 

4"  Klle  est  deNcbjpJialdi'  -.iiivaul   les  puissances  îles  i;  cl  des  r;  ; 
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5"  Si  Von  V  leinphice  i  t'I  o  p:ii'  \  -tp  cosw  el  \/  2.0  sinoj,  t'ile  sera  une  tonclidii 
|)éri(jili(jiie  (II'  X.  de  //  el  îles  ',>.  ([iii  [xjur  e'=o  dépendra  seulement  des  dili'é- 
rences  des  quatre  variables 

X,     II,     —  o)|,     —  (Oj  ; 

6"   Ce  sera  une  lonellun  paire  par  rapport  à  Ça  et  ri-,. 

Il  résulte  de  la  cinquième  conditiun  que,  si  Ton  développe  F^  en  série  de 
Fourier  selon  les  lignes  Irigonomélriques  de  À  et  de  u,  el  que  l'on  envisage  le 
terme  conslanl  que  j'appellerai  [Fj],  ce  terme  constant  ne  dépendra  que  de  la 
différence  (oj  —  oi.j.  el.  comme  il  est  développable  suisani  les  puissances  des  Ç 
et  des  ■/■;,  on  \oil  ipie  son  développemeiil  ne  pourra  conlenir  (pie  des  termes  do 
degré  pair.  En  vertu  de  la  sixKjme  conililioii  tous  les  termes  (le\ront  èUe  pairs. 
(1  une  part  par  rapport  à  Ç[  et  rn,  d'autre  pari  par  rap[)ort  à  £2  et  n.<', 

7°  Mais  il  y  a  plus;  dans  le  développement  de  [Fo  |  envisageons  les  termes 
qui  sont  de  degré  zéro  par  rapport  à  a  et  à  c'  et  de  degré  2  par  rapporl  au\  ;  et 
aux  ri  ;  ces  termes  se  réduiront  à 

C  ne  dépendant  que  fie  L.  C'est  pour  cette  raison  que,  dans  les]développements 
des  vitesses  du  périgée  et  du  nœud,  les  termes  en  m-  (ou  en  3-')  sont  égaux  el 
de  signes  contraires. 

10.  Cela  posé,  nous  allons,  coiiiinc  dans  les  paragia[)lies  ))récédenls,  faire 
une  série  de  changements  canoniques  de  variables,  n'alti'iani  pas  la  forme  de 
la  fonction  F,  mais  simplilianl  progressivement  cette  lonclion  jusqu'à  ce  que, 
finalement,  les  termes  non  négligeables  de  cette  fonction  ne  dépendent  plus 
que  des  nouvelles  variables  L',  f',  Ç',  n'  et  pas  de  À'  el  u',  el  que  de  plus  elle  ne 
dépende  des  Ç'  el  v'  que  par  les  combinaisons 

Nous  dirons  alors  que  ces  termes  satisfont  aux  conditions  A.  Le  premiei' 
de  ces  changements  de  variables  aura  pour  but  de  faire  disparaître  dans  F^  les 
termes  dépendani  de  \  el  de  m;  il  suffira  d'appliquer  le  procédé  du  para- 
graphe 4.  La  fond  ion  F  deviendi-a 

F  =  F'„  +  ;j F',  +  ;i2  Fo  +  [i-'  F',  -H ... , 

où  F'j,,  F,  et  F.,  sont  formées  avec  les  nouvelles  variables  comme  Fo,  Fi  el  [F.,] 
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l'i'lMii'iil  MXi'i'  !(•■>  il  iH'icmu'^.  Si.  poiii' ccoiioiimsit  Io  noial  kiii^.  iidio  comciiims 
(le  Mi]i|iiiMiri'  h'--  iiccciils  ;i|>ri'>  ('Ii;ii|mc  (■li:ini;riiiciil  ilc  \  ii  iin  lilo.  une  loi-.  i[iii' 
ce  cliMMucnicnl  o>l  accDiiipli  (  ce  ([iic  ikmis  ii\(in>  liiil.  en  ^uiiiiiic,  dans  les  para- 
•;ra|)ln'S  |)ri'rc'di'nls),  niiii-<  aurons 

F  =  Fo-i-  iiF,  -h  [i^F-]  -H  .'i'F,-.-. . ., 

F;;.  V ,.   .  .  ■   r('iii|ili--saiil  Ic^  cniiclil  liMis  ciKiiicccs  pour  l'o  an  |)ara<;raph('  9. 

()ii  l'rmariiiu'ra  (|iii'  I' i  ri'sic  (•i;al  à  -  r.  les  aiilrcs  k'rnii's  l'o.  [l'-j]-  l"'i.  ■  .  ■ 
lU'  ilopenilanl  |)as  de  i'.  Ca'IU'  circuiislaiicc  siilisisicra  dans  loiilc  la  siiilc  des 
clianoemenls  de  \arial)les.  Cela  lienl  a  ce  ijue  les  ionclions  qui  jouoronl  le  rôle 
de  l.T  fonclion  0  du  |)arai;raplie  3  ne  dépendroni  pas  de  c,  de  sorte  que  les  difl'é- 
rences  enire  rlia(|iie  \aiialile  ancienne  cl  la  \arialile  nouvelle  cori'cspondanle 
sera  indéj)endanle  de  c. 

SI  les  lerines  du  second  dei;i'é  de  [l'j  ]  nc  rediiisaienl  à 

.sY//;.v  </iiil  r  (■///  c/i/rc  Yi  ''/  ■■■_•  '/''  rc/a/io/i  lincairc  à  cocjflciciils  entiers,  on 
Il  aurait  qii  a  coiujjiner  sans  v  iien  ciian^ei'  les  principes  des  paragraphes  pré- 
cédents el  l'on  \ criait  que  les  quanlilés  ,3,  a,  e^  e',  y  par  rapport  auxquelles  on 
dé\eloppe  ne  peu\cnl  jamais  (?lre  afTeclées  d'exposants  négatifs;  mais  il  n'en 
es!  pas  ainsi,  car  on  a  "'i  +  "'u  ==  "-  ainsi  ipie  inuis  l'avons  dil  plus  liant  (^§  î),  -"), 
et  c  est  ce  qui  luuis  olilij;i'  à  examiner  la  t[uesli(ni  de  plus  |)rès. 

I  I.    Nous  appellerons  earNelàris/it/iie  d  un  teriiu'  un  prodiiil  de  la  loi'iue 

ou  iJ-i,  ,'J-2,  y..,  ne  soûl  aiilic  cluisc  (pu'  les  exposants  de  i,  c.  cl  e'  dans  ce  lerme, 
tandis  (jik'  u..,  est  le  degré  du  tcriui'  en  fi  et  r,i,  el  [J.-,  son  degré  en  J._.  el  o^. 

(  allume  nous  le  verrons  plus  loin,  il  peut  s'introduire  des  lermes  où  l'expo- 
sanl  jj-i  est  négalit.  el  cCst  pn-ciseiueiil  le  lait  que  nous  nous  proposons  de 
melire  en  ('vidence:  mais  cela  n'arrivera  que  pour  des  lermes  pour  lesipiels  les 
autres  exposants  <j.  sont  iiolaldes;  cela  ne  se  présentera  pas  au  did)ul  du  calcul; 
nous  siipjioscrolls  doue  quau  poiiil  où  nous  en  siuiimes  a  rine  le  lait  ne  s  est 
pas  encore  |iioduil.  dr  Icllc  l.icoii  que  huis  les  Iciiiirs  de  }•'  aient  iilK'  caiacli'- 
nsli(|iie  à  exposants  posilits.  ( '.e  <pii  uinis  aiiliuise  a  laire  cette  Inpollièse.  c  est 
ipie.  dès  (pie  le  lait  en  (piesliou  se  |)io(liiiia ,  iiiuis  poiiiicuis  anr'ler  le  calcul. 
le  but  (qui  était  de  démonlier  la  possiiùlite  de  ce  lait  )  étant  alleinl. 
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Soit 


•',''1^''!  pV-vV,  ^'v. 


Je  sujipijsi'  que.  par  suite  des  cliaitgenients  de  variables  déjà  faits,  tous  les 
termes  de  F  dout  la  raracléristique  est  un  diviseur  de  K  (R  lui-môme  étant 
exclu)  satisfassent  aux  conditions  A,  c'est-à-dire  ne  dépendant  que  de  L, 
i',  cX-'r  i)\,  ^\  +  i)\-  ■'•'  1110  propose  de  faire  un  cliangemeni  canonique  de  variables 
tel  qu'après  ce  nouveau  changement  les  termes  en  question  doni  la  caractéris- 
lique  esl  un  diviseur  de  k  ne  soleul  pas  alu-rés  el  conlinucul  par  conséquent  à 
satisfaire  aux  condilious  A.  e(  que  de  j)lus  les  termes  dont  la  earactéristicpie 
est  Iv  satisfassent  éi^aleinent  à  ces  conditions  A. 

Il  esl  clair  (|u  ou  peul  ciuiduirc  une  suilc  de  seiiililahles  cliangements  de 
variables  de  façon  cpic  (inalcuicui  Ions  les  Icrmcs  luui  négligeables  satisfassent 
aux  conditions  A. 

Les  variables  aueienncs  s  ap[)elanl  d'apics  nos  convenlions 

'■■i     '■>     l'j     ")     îo      hf 
les  variables  uouvidles  sappellei'oul 

1/,     À',     (■',     a,     1;,     ■r\i. 

El  nous  inlroduirons  connue  au  paragraphe  3  nue  (onchou  S  (pu  dt'finira  le 
(diangcnicnt  de  variables  par  l'idenlilé 

,/S  =  À  il\.  -H  II  'Iv  -4-  ïr,  ,!'■  -(-  1/  ,n:  +  f'  ,lié  +  s  "-'  ilr{. 

Celle  f(uuliiui  S  sera  d  ailleurs  de  la  iorini'  suivaule  : 

S  =  L  À'  -H  vu  +  2  ç'fi'  -+-  W. 
^ous  |ireiiiliiins 

e  =  ti„-H  0,  +  ()2-4-  O3, 

K      K         K 

où  0|, ,  0, .  0^,  0-1  au  roui  respecli  veulent  pour  caractéristiques  K,  -7-  >  ^  t'I-  ]5  j  •"'  '^i 

sera  indéjjemiant  de  /.',  Oo  et  O3  indépendants  de  X'cldc  u' ;  où  enfin  O3  satisfera 
à  l'étjualion 

INoiis  leriMis  la  iiiènie  ap|)ro\iiualioii  qu'au  paragraplu'  3,  c'est-à-dire  que 
nous  reinplaeerfuis  les  équalious  exactes 

(4)  '■  =  '-^.7L'         ''  =  ^-rfX''  ••• 

H.  P.  —  VIII.  45 
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par  los  équations  approcliéos 

(4  bis)  '■  =  '•"'"  ;7r' '       1-  =  L 


^-7> 


8'  c'est  ce  que  il('\  icnt  0  qiiiind  on  y  acccnUie  les  lellres  L,  c,  ^,.  Nous  évalue- 
rons /)lus  loin,  au  p<ir(Li;i((iili('  l-i,  Pcrvcur  qui  rcsulle  de  cette  approxi- 
mation . 

Dans  CCS  conditions,  après  le  cliangenicnl  de  variables,  V  deviendra 

F'  +  [F',  0'], 

en  négllgeanl  le  carré  de  0',  en  désignant  |)ar  F'  ce  cpie  devient  F  quand  on  v 
accentue  toutes  les  lettres,  et  en  posant 

\dlî  d7  ^  dv'  du')  "^.Zj  \</r,'    Tif  ~  </?     de;)' 

12.  Nous  ne  conserverons  dans  F  (jue  les  termes  (pil  ont  pour  caraetc'ris- 
lique  K  ou  un  diviseur  de  Iv,  et  qui  sont,  les  seuls  qui  nous  intéressent.  Avant 
d'aller  plus  loin,  considérons  deux  termes  quelconques  A'  et  B',  et  formons  le 
crociiet  [A',  B']  déllni  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  [F',  0']  :  ce  crocliet 
se  composera  de  quatre  termes,  les  deux  premiers  correspondant  aux  deux  pre- 
mières parenthèses  du  second  niciidu-e  de  (5)  et  les  deux  derniers  aux  paren- 
thèses réunies  sous  le  signe  ^  dans  le  dernier  terme  de  ce  second  meudjre. 

.Si  alors  nous  supposons  que  A'  et  B'  aient  rcspectivcmcnl  pour  caractéris- 
tiques Ki  et  Ko,  nous  voyons  que  les  deux  |)remiers  termes  de  [A',  B']  ont 

...  1-1  1       1  I  Kl  K«        K|  Ko 

pour  caracterrslif|ue  KiKj,  et  lescieiiv  derniers        .,     el       _„  " • 

Observons  en  passant  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe  le  second  terme  de 
[A',  B']  est  généralement  nul,  car  0  ne  dépend  pas  de  r',  el  le  seul  terme  de  F 
qui  dépende  de  v  est  le  terme  Fi  ;  c'est  donc  seulcuieni  (pumd  A'=  F',  que  le 
second  terme  en  question  n'est  pas  \\\\\. 

De  ce  que  0  ne  dépend  pas  de  c,  il  ri'sidto  ('■galciiienl  (pie 

it  =  a  . 
Consifb'rous  les  (bHr'ri'lil>  Irriin'^  de  |  1'',  0']  el  d'abni-d 

f  F',  o;,  j  =  [  f;, ,  K  ]  +  ■:.[  F', ,  K  \  -f-  y  [  F', ,  o'„  j  +  y  f  F', ,  n;,  i  -+-... . 

F',  et  F',  ont  jK)ur  caraclénsliipie   i,  et  sont  indépendants    des  £'  et  des  r/,  de 
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soric  cju Un  ii'ii  pM»  à  oiixibager  les  deux  derniers  lernies  du  second  membre  do 
(5);  comme  0'„  ii  pour  caraclérislirjue  K,  on  \oii  que  [F'„,  0'„]  cl  [3[F', ,  0'„]  onl 
pour  caractéristiques  K  et  |3Iv;  le  premier  de  ces  crocliels  doit  donc  Otre 
conservé  et  le  second  rejclé.  Prenons  ensuite  les  dillerents  termes  de  (3"  [F'„,  G,]. 
Si  le  terme  envisagé  de  F'^  a  pour  caractéristique  Ki,  les  deux  premiers 
termes  du  second  membre  de  (5)  nous  donneront  des  termes  de  caractéristique 
[3"RRi,  et  les  deux  derniers  des  termes  de  caractéristique 

r3"KKi               îi"KK| 
■ ; —      OU       ■ —  • 


Tous  ces  termes  doivent  être  rejelés,  car  il  n'est  pas  possible  que  (3"RKi, 

««KK,         'i"KK,       •.,,.,  ,•    •  I     , 

■ — ou  ■ soil  et:al  a  l\  ou  a  un  dniseur  île  Iv. 

Il  n'y  a  pas  à  craindre  d'ailleurs  que  ^^ — y^  |)ar  exemple  soit  fractionnaire; 

(pullc  est  en  ellcl  l'origine  des  termes  qui  on!  cette  caractéristique  ?  On  les 
obtiendra  en  considi'rant  un  leruic  A'  de  \\  ayant  pour  caractéristique  Kj,  et 
en  loriuant  le  Ircusiènu'  tenue  <bi  second  iueml)re  de  (5)  dans  le  crochet 
(3"  [A',  0„]  :  or  ce  troisième  leruie  est  [nul  si  les  dérivées  fie  A'  par  rapport  à  ^\ 
et  Yi\  sont  nulles,  c"est-à-diri'  si  Ki  n'est  pas  divisible  par  e,  ou  encore  si  les 
dérivées  de  0'„  par  rapport  à  ç',  et  r,\  sont  nulles,  c'est-à-dire  si  K  n'est  pas 
di\isil)le  par  c.  Il  laul  donc  bien  (pie  K  K ,  muI  dnisible  l)ar  c'-'. 
En  résumé,  de  [!•"',  0'„]  il  con\ienl  de  conserver  seulemcnl 

Considérons  mainlenaul 

[!•',  ()',|  =  [f;,  u\\^'fi[v\,  (i',]-H:ri[F;„  o'j+.... 

1-e  preiuier   Icrme  |l\,.  0',]  est   nul,   parce  que  0',   ne  dépend  pas  de  V;   le 
second, 

P[F'i,a;]  =  f.§, 

a  pour  caractéristique  R  et  doit  être  conservé.  On  verrait,  comme  plus  haut, 
(pic  les  autres  termes  ont  pour  caractéristiques 

V'-iRK,,      ! :,      ! — !  (">!) 

e-  Y- 

et  doivent  être  rejetés.  Passons  à 

[F',  o;]  =  i;,>[F;„  f)',j. 
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Nous  axons 

[f;„  o;]  =  [F',fl;j  =  o,  • 

parce  (iiie  0,  ne  dépeiul  ni  de  /.'  ni  de  ii'.  Los  antres  lerines  provciianl  de 
(3"[F„,  0',]  (inl  |Mini-  earaelerisli(pLes 

(6)  [1"-^KK,,     ! ^^ 

Kl  étant  lonjours  la  caractéristique  du  teiiiie  de  F„  enxisayé.  l\)ns  les  tenues 
pour  lesquels  /(  >  2  doivent  Olre  rejetés,  car,  si  »  >•  2.  aucune  des  quantités  (6) 
ne  peut  être  égale  à  K  un  à  \in  ilivisenr  de  l\.  Reste  donc  à  envisager  les  termes 
proveiianl  de  B"[F„.  0',]:  ils  oui  |)(mii-  caracli'rislujiies 

,  ,  IvK,        KK| 

'^'^1,     — —^     — r  • 

c-  7- 

^oii>  de\(in>  donc   prendre   K 1  ^  1 .   Ki  =  <'-,  IVi  =  ■'-',   ce  qui   ii(iii>  tloiineia 

la  caractéristiqiu'  Iv  (ou  liien  J\  1  =  c.  Kj  =  --i  ce  cpii  nous  iloiinerail  les  carac- 

,  ■     •  K        K     ,  ,...., 

tcristiqnes  —  ou  -  j  K  elanl  suppose  div  iMhle  soil  paiw,  soit  par-- )• 

Nous  rejetterons  I  livpotlièse  Ki  =  1,  parce  que  1'^.  a  étt'  reduil  |)ai'  le  clian- 
geinent  de  \arialdes  du  [)aragrapiie  10  à  la  forme  [F^]  et  a  conser\é  cette  forme 
dans  les  ciiangemenls  suivants,  de  sorte  que  celui  de  ses  ternies  ipii  a  pour 
caractéristiipie  1  ne  dépend  que  de  F',  el.  cnuiiiie  0,  ne  dépend  pas  de  /.'.  le 
cr'dcliel  ilii  lernie  eu  (jnesliim  el  de  0,,  esl  nul. 

\ou.s  rejellerdus  les  hvpollièses  Ki  =  (',  K|=:-';  et  en  ellel  [  I*  ..  |  ne  contient 
que  des  termes  d  (u-dre  pair  par  rapport  aii\  £  el  au\  r,. 

Nous  coiiser\  erons  les  livpollièses  l\[  =  c-.  K  |  =  ■■■' !  nous  auioiis  donc  à 
conserver  dans  [  I.J  les  lennes  inii  sont  du  second  (U'dre  par  rapport  aux  i  Cl 
aiixr,.  iiid(''peiidaiil  s  d  :i  ilJcMi's  de  >^  cl  de  r'  el  (pu  se  léduisenl  (s;n.j")à 

''■[k'i  -+-■'11  — lî  —  'ii]- 

Nous  11  aurons  d  ailleurs  a  en\  isager  dans  réciiialion  (  ,')  )  que  les  deiiv  derniers 
termes  du  second  nieiiilii'e,  de  soile  (pi'il  nous  restera  (inalemenl  pour  les 
termes  conservés  de  noire  crin  liel 

ce  que  j'écrirai,  pour  aluciger  [î-  l)('J'„). 
■  Il  reste  â  en\  isager 

[!•■',  o'j  =  i;,>[F;„o:,j. 
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Ou  wriail,  roimiic  |)lu->  IimiiI.  ([iic 

[F'„,  (r,]  =  |F',,e',i  =  o, 

puisque  0.   ne  tlépoinl   m  de  /.'  ni   de  »'.   De  inêmo  les  lermes  provenant   de 
(3"[F',|,  0'..]  niirnnl  |)()nr  cai-acliTisiicpies 

3''-»KK„     [i'-^^,     >-^^^ 
'  e-  _  •(- 

el  doivent  tons  être  rejetés,  sauf  ceux  |)our  lesquels  /t  ^=  3  ou  n  =  i. 

Parlons  d'al)ord  de  riiypolhèse  n  =  '>  ;  on  verrait,  comme  |)lus  liant,  rpi'elle 
conduit  à  l'une  des  hypothèses  suivantes  : 

Considérons  dans  F;,  les  termes  qui  admettent  Tune  do  ces  cinq  caractéris- 
tiques; nous  pouvons  admettre  que  par  des  changements  de  variables  antérieurs 
ils  aient  été  amenés  à  satisfaire  aux  conditions  A.  Soient  B', ,  B^,,  B^,,  B,'.î  B!.?  les 
termes  correspondants  de  F,;  nous  \errons  que  B',  ne  dépend  que  de  TV,  et  que 
B^,  et  Bv  sont  nids.  Il  en  résulte  que  [  B, .  0!,]  =  d,  puisque  0',  ne  dépend  pas 
de  V. 

Nous  ne  devrons  donc  retenir  que  [B^.î+  B^j.,,  0.|[.  en  nous  bornant  aux  deux 
derniers  termes  du  second  membre  de  (.5  ).  qui  sont  de  la  forme 


Cl  et  C._,  ne  dépendant  que  de  L'  el  que  je  représenterai  par  la  notation  abrégée 

DiO;. 

Supposons    maintenant    n^=2,     de    telle    sorte    que    nos    caractéristiques 

deviennent 

KK,        Kk|        KKi 

Pour  que  ces  caractéristiques  soient  égales  à  K  ou  à  un  diviseur  de  K,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ki  soit  égal  au  dénominateur  p,  (3e^,  Py-,  ou  à  l'un  de  ses  divi- 
seurs. Or  F.1  c'est  par  définition  le  coefficient  de  (3-;  il  résulte  de  là  que  Ki 
n'est  pas  divisible  par  (3,  car  Fo  est  indépendant  de  [3.  Nous  devons  donc  sup- 
poser 

K,  =  r,     e,     "c,     e-     ou     7-. 

Si  nous  appelons  E',,  E| les  termes  correspondants  de  F,,  nous  verrions, 

comme  plus  haut .  que 

[E',,o',]  =  u,      E;.=  E:f  =  o, 
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cl ,  d'iuitrc  [)arl. 

I  !£;..  -H  Ev„  6',  ]  =  DO',  =  o, 

puisque  0',  siilisl'ail  à  l'éqiuillon  ['.i). 

En  rt-sniiu'.  les  seuls  icriiics  ijii'il  ciinxlrmic  ilc  CDUScrvcr  dans  |  ¥',  &']  sont 
les  sui\anls  : 


i^DO'o-i-  [i-iDiO', 


13.  Ou  |)ciil  se  (IruiiUKlci'  si  le  cliaugcuicul  ilc  \arlnl)lcs.  eu  dehors  ties 
termes  (|iie  nous  conservons,  ne  va  pas  inlroduiie  des  lermes  à  caracli'risiitpie 
trarlionnaire,  où  l'un  des  exposants  p.  sérail  négalif. 

Je  dis  »\\('  cela  n'arrivera  pas  si  0  ne  coulienl  pas  lui-iii('*nie  de  termes  à 
caractéristicpie  frarlionnaire;  et  en  elTel.  rejnenous  livs  l'ipiaiious 

. ,      </L  ,        , ,      f/« 

d'où  l'on  peut  tirer  les  variables  anciennes  en  fonction  des  nouvelles,  d'après 
lu  ihéurème  de  Caucliy  sur  le  retour  des  suites  et  les  funclions  implicites;  les 
expressions  ainsi  obtenues  seront  développables  suivant  les  puissances  de  |3,  a, 
e',  des  ^'  et  des  rj',  de  sorte  qu'il  n'y  aura  pas  de  caractéristique  iVaclionnaire  ; 
il  ne  pourra  donc  pas  s'introduire  de  caractéristique  fractionnaire  quand  dans  F 
on  remplacera  ces  variables  anciennes  par  les  expressions  trouvées. 

J'ajouterai  qu'après  celle  subsliliilion  toutes  les  caractéristiques  dans  F' 
seront  divisibles  par  (3-,  à  l'exception  de  F'„  qui  ne  dépend  que  de  L'  et  de  (3F',, 
qui  se  réduit  à  —  |3f'.  En  effet, 

pîFs+P'FaH-... 

est  divisible  par  ,3'-  et  restera  divisible  par  (3-  après  la  substitution.  D'autre  part. 
Fu  ne  dé|j(;nd  que  de  L,  el  la  diiï'(''rence 

L-..'  =  -^ 

r/X' 

est  divisible  par  (3-.  En  ellet,  Oj,  0._,,  U;,  ne  dé|)endant  pas  de  À',  il  reste 

dV 
Or  la  caractéristique  de  Ou  esl  (''j;ale  à  K  ;  elle  est  donc  tli\  isible  par  (3-,  puisque 
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cclk'  de  O3  qui  osl  supposée  non  fraclionnaire  est  égale  à  pj-  Il  résulle  de  là  que 
Fo —  F'„  esl  divisible  par  3'-.  Il  en  sera  de  même  de 

ri(F,-F',)  =  :i(e'-P), 
car 

du         du         du' 

Or  les  caiactéiisliqiies  de  Oo  el  Oi  xml  K  el  ^  et,  par  conséquent,  divisibles 

par  3.  La  proposition  énoncée  se  trouve  donc  établie. 

Remarquons  que  0;,  est  au  moins  du  quatrième  degré  par  rapport  aux  \  et 
aux  Y/',  En  effet,  0^  satisfait  à  l'équalion  (3);  si  l'on  remplace  ^,  et  r/|  par 
\  2p,cosf.j,  et  ^'ap/sinfij,,  ce  sera  donc  une  fonction  périodique  de  la  somme 
(i))-t-  ojo,  développable  par  conséquent  suivant  les 

cos 

Nous  pouvons  sup|)rlmer  les  termes  indépendants  de 

(■),     el     0).,         (/)  =  o). 

Nous  n'avons  pas  de  terme  on  p  ^  i,  parce  fpie  nous  n'avons  dans  nos  déve- 
loppements que  des  puissances  paires  de  in,  r,n.  l',,  rj',  ;  nous  avons  donc  au 
moins  yj  =  2  ;  et  comme  le  degré  ])ar  rapport  aux  î  et  r/  esl  au  moins  égal  à  2p, 
ce  degré  esl  an  moins  égala  4-  On  deiiimitreia  aubsi,  au  paragraphe  16,  que  0;, 
est  di\isible  pas  f'  . 

14.  Je  me  propose  uiiiiuleuiml  d'ixalucr  FeiTcur  que  nous  avons  commise  au 
paragraphe  11  en  remplaçant  les  cquailuns  (4  )  par  les  équations  (4  Ois)  et  en 
négligeant  quelques  lignes  plus  loin  le  carré  de  0'. 

Cherchons  la  caraclérisiltpie  des  (li\eis  lermes  négligés;  mais,  afin  d'abréger 
la  discussion,  nous  ne  considérerons  pas  séparément  le  degré  en  Ei  et  v)i  et  le 
degré  en  tj  el  yj,  ;  c'csl-à-dire  que  nous  envisagerons  la  caractéris/ique  réduite, 
qui  sera  par  définition  la  caraclérislique  ordinaire  où  l'on  a  fait  y  =  e.  Dans  le 
présent  paragraphe,  il  s'agira  toujours  des  caractéristiques  n'-duiles. 

Ecrivons  les  ('qualions  (4)  sous  la  ftirme 

,  ,  .      .,     de         ,      ,,        de 

Dans  les  seconds  membres  figurent  les  \ariables  Lel^;  nous  les  remplace- 
rons par  L'-|-(L  —  L'),  S'+ (H.  —  ^'),  el  nous  développerons  suivant  les  puis- 
sances de  L  —  L'  el  de  l_  —  ^'. 
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V.n  |)ioiiii(~'i'i^  approMiiiMlioii.  nous  tcioiis  (hius  les  sccuiuls  iiicinhrcs 
L  —  L'^;=^  —  c'^ii  «'1  nous  rrliiuilx'niiis  ainsi  sur  les  (■■(|ii:ili(>ns  l^.^bix);  on 
lidiixi'  (Inns  les  scrciiids  inciiilircs  les  cnrarliTislKiiics 

K       K        K 

i>n  co  qui  Cdiici'ine  los  variabli's  aulios  que  4  cL  r;  cl  les  caracliTistiques 
(réduites) 

K        1^         K  K 

on  ce  qui  (•(inrcrne  los  ç  ol  los  r).  Cos  quatre  types  de  caractéristiques  corres- 
pondent respectivement  à  0,,,  Oi,  621  9:i  !  le  dernier  disparaît  donc  si  0.,=  o;  los 
termes  correspondant  aux  deux  derniers  ne  dépendent  ni  de  X'  ni  de  i/' ;  cou\ 
(lui  correspondent  aux  trois  derniers  iw  dépendent  pas  de  X'. 

En  deuxième  approximaiion,  nous  négligeons  dans  les  seconds  membres  les 
carrés  de  L — L',  'i  —  ^',  et  nous  remplaçons  L  —  L',  ^  —  ^'  par  leurs  premières 
valeurs  approchées;  cola  inlioduil  les  ^()u^oaux  termes  ayant  pour  caracté- 
ristiques 

K2 


e"  [i' 


(A  =  o,  I,  2,  3;  /  =  o,  I,  2,  3,  3,  4)  5,  6). 


l'diir  le  coMipi'oudre,  il  faut  se  rapj)oler  qu'en  différenlianl  jiar  ra|)porl  à^ 
ou  à  r),  on  divise  la  caractéristique  par  e;  de  sorte  que,  par  exemple,  le  terme 

aura  pour  (  iiiaelt'risti(pi<'  le  priiduil  <le  celle  de  -7^-;  par  celle  do  \  —  Ç'  divisée 
par  e. 

En  Iroisième  approxiuialidu.  nous  négligeons  dans  los  seconds  iiioiiiliros  los 
cubes  de  L  —  L',  \  —  >',  ol  nous  remplaçons  L —  L',  ^  —  ç  })ar  leurs  secondes 
valeurs  '  ajjpi'ochées  ;  les  nouxcaux  loi-iiios  inlroduils  auront  pour  caraclé- 
risliques. 

El  plus  gén('Tiiioruenl.  on  7/'"""' approxiiuatidn,  los  caractéristiques  des  termes 
nouveaux  seront 

^,         (A^2«-,,         l^-in). 
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Miiis  (ju('lc[M('s  r('iiiiir(|ia's  siml  iK'Cosiiircs  : 

i"  Si  0:,  =  (i,  <jn  il  /^î>.  on  proniièrc  ;i|)|>i'()\iiii;iti()a,  cl'où  /^4  ''"  tl<Hixièiri(' 
cl  /-^  o.  n  en  /(''■""'  ii|)|)i()\ininlion  ; 

2"  Supposons  toujours  0:i  =  o;  en  promiôro  iipproxinialion.  los  Icrmes  où 
/=  2  sont  indépendants  de  X'  et  de  u' :  il  eu  sera  donc  de  même  en  deuxième 
approximation  des  lermes  où  /^4ï  4"'  '^t'  peuvent  provenir  que  de  la  combi- 
naison de  deux  lermes  de  première  approximation  pour  lesquels  /^a;  il  on 
sera  d<'  même  en  /;'"""^  approximation  des  termes  où  /=  %ii.  On  démontrerait 
de  méiuc  i|ue  le>  leiiuos  où  /  =z  o.n  —  1  no  dépendeut  pas  de  V. 

3"  Dans  L  —  L'  (louioius  si  Oi=^o),  ona/^2/(  —  3  parce  que -p-;  =  ^) 
•'  '  ■  '  '       rr/,         al 

el  ilans  e  —  e'  on  a  /^  :>./!  —  1   parce  (pjc 

du'        du'        du' 

Cela  posé,  considi'i-ons  le  dcvelo|ipemenl  (\i' 

F(L,  ...)  =  F[L'+(L-L'),  ...] 

suivant  les  puissances  de  L  —  \J 

Le  premier  terme  sera  tout  simplement  1^'  et  le  terme  général  sera,  d'après 
la  formule  <lt'  Taylor.  AD::,  A  étaiil  un  coefficient  numérique,  D  une  dérivée 
particdlo  ddrtire /;  de  Fuu  des  lermes  de  F',  el  tt  un  produil  de  p  facteurs  de  la 
forme  L — L',  .  .  . .  SI  K.j  est  la  caractéristicpie  du  terme  eu\isagé  de  F',  colle 
de  D  sera 

Celle  des  différents  facteurs  de  n  sera  de  la  forme 

Celle  de  ADtt  sera  donc 

,„.  K,KN 

avec 

Le  terme  ne  doit  être  conservé  que  si  cette  expression  est  égale  à  R  ou  à  un 
diviseur  do  K. 

II.  P.  -  VIII.  46 
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i"  Supposiius  0;,=  o.  Soiciil  (j  Cl  f/i  les  cxposiinls  ili'  ,3  (hms  Iv  cl  tl:ins  Ki  ; 
rc\pii^:iul  tic  ,3  (Imiis  (^8)  sci-a 

(/i-hNç'  — M; 

puiii'  iiuc  1  S)  ili\  isc  K,  (111  ilolt  MMiii' 

M —  9,^  (N  — 1)7. 
Cùninic 

M  =  •^l^itn  =  2N, 
on  iiiii'ii 

2N  — <7i^(N  —1)5' 
un 

2-?i^(N-l)('/— 2)- 

D'après  le  paragraphe  précédent,  nous  aurons  q^2,  de  sorle  que  le  second 
memlM-c  no  ppiil  (Mrc  nc;;alif;  l'inégalilé  ne  peut  donc  être  satisfaite  que  si 

q,  =  2,        N  =  i. 

Mais  les  termes  pour  lesquels  N  =  i  sont  précisément  ceux  que  nous  n'avons 
pas  négligés  en  remplaçant  les  équations  (4)  pnr  les  équations  (^  bis)  ou  en 
négligeant  le  carré  de  0',  ou  si 

yi  =  2,         <J  =  2,     cas  que  nous  réservons, 
ou  si 

tji  =  1  ou  (jr,  =  o. 

Mais,  si  rj,  =  o.  le  l(M'nie  de  F'  envisagé  n'esl  autre  que  F'^  qui  ne  dépend  que 
de  L';  en  \crlu  de  la  remarque  faite  jiliis  haut  (•>").  on  aura  non  plus  /  ^  3  // , 
mais  l  ^'211  —  2  et  pai'  conséqui'nt 

M^  2N  —  2, 

de  sorti'  que  la  conditiftn  à  remplir  devient 

2N  —  2^(N  — i)y 
ou 

o^(N-i)(5r-2), 

C('  qui  cnlraiuc  encore 

^  =  2         ou        N  =  I. 

Dans  le  cas  de  yt  =^  1 ,  on  anrait  pour  une  laisiui  analogue 

M  ^2N  —  I 

et  I  on  anncruit  au  même  résultat. 
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2"  Il  nous  rc'SU'  à  cxaiiiliicr  U'  cas  di'  y  =  ■),  tjuL'  noiib  u'avuus  |iu  Irailor  par 
la  consicléralion  de  l'exposanl  de  j3. 

Soient  v  el  .v,  les  exposanls  de  ^'  dans  l\  cl  F\ ,  :  l'exposant  de  e  dans  ADt: 
sera 

ii  +  Ni—  H; 

pour  qnc  (8)  divise  K  .  un  iloil  avoir' 

H  —  .«i^(iV  — i)s.     • 
Mais 

d'où 

•-'.  N  —  I  ^  (  N  —  I  )  .V, 

inégalité  ipii  ne  peut  ètn?  satisfaite  pour  l\  ^  i .  e'est-à-dire  pour  un  terme  non 
négligé,  on  pour^^o,  i  ou  2. 

3"  Il  nous  reste  donc  le  cas  de  ^  =  2,  «  :=  o,  1  ou  2  et  celui  où  0.^=  o.  Pour 
cela,  soient  encore  /  el  /i  l'exposant  de  a  (ou  celui  de  c' )  dans  K  el  ki  ;  dans  (8) 
il  sera  /|-f-  N/  et  devra  être  au  plus  égal  à  /,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour 
N  =  I  ou  pour  /i  =  <  =  o.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  difficullé  que  si  l'exposant 
de  a  et  celui  de  e'  sont  nuls  dans  R  et  Ri. 

4"  De  sorte  que,  si  0;,=  o,  les  seuls  cas  douteux  correspondent  à 

(9)  9  =  2,  .5=0,  I      ou     2,  /  =  o. 

Mais,  après  le  changement  de  variables  du  paragraphe  10,  F2  s'est  trouvé 
réduit  k  [Fo].  Les  termes  de  [Fo]  qui  satisfont  aux  conditions  (y),  c'est-à-dire 
ceux  qui  sont  indépendants  de  a  et  de  e'  et  de  degré  2  au  plus  par  rapport  aux  \ 
et  aux  Y),  satisfont  d'eux-mêmes  aux  conditions  A.  On  n'aura  donc  jamais  à 
faire  un  changement  de  variables  avec  une  caractéristique  R  satisfaisant  aux 
conditions  (9). 

5"  Supposons  que  0;,  ne  soit  pas  nul;  nous  verrons  au  paragraphe  16  cpie  0;, 
est  toujom-s  divisible  par  e'''  ;  donc  R,  si  0;,  n'est  pas  nul,  est  divisible  |)ar  e'', 
de  sorte  que  la  condition  /  =  o  n'est  pas  remplie,  ce  qui  nous  ramène  à  un  cas 
déjà  examiné  (3"). 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  seuls  termes  dont  la  caracléristicjue  soit 
R  ou  un  diviseur  de  R  sont  ceux  dont  nous  avons  tenu  compte  dans  les  para- 
graphes 11,  12,  13. 
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la.  I  )  Mlle.  ft\  11(111  s  iHiniiiiil  iin\  Iciinrs  ilmil  l;i  en  r;irlciisl  Kpic  dix  isc  |\  ,  non. s 
;uii(iii^ 

F  =  F'-<-fF',  e'i 

lin.  ir;i|)i'r's  le  ]i;ir;it;rii|)lH'  l!2. 

F  =  P'_'!^'J^^','Jï^^rr-  DO'  +  >:.  D,  ev 

r(iii>  Ici  loriiH's  (lu  scroiid  incmhrc,  snnC  F',  ont  |i()nr  r;ir.u'l(''risti(|uo  K  ; 
iimis  ]iniirniHi  écrire 

F'=  (;  +  H, 

n  rtiiileiiani  l(iii>  le>  leriiio  de  carMcteri.sl lijiie  K,  el  (i  los  Icriiifs  dont  lu  Cïirac- 
lerisli(|iie  (li\i.>ie  K  sans  iMrc  égalo  à  K.  Les  autres  termes  sont  négligés. 
Nous  deroiii|ioseron>.  II  en  einf]  pailles  : 

n  =  H„H-  H, +  11.,-+- H: H- [H]. 

\  oiei  conmieiil  se  leia  hi  de(diii|i(i>ilioii.   l'ieiiiiijaçons  l'.  et  ri-  par  y-  ap^  COSW;  el 
yzp'i  sinw^;  II  devientiia   une    ((uiction  [)éiiodique  de  //,  ii',  w',,  w.,  et  pourra 
être  exprimée  en  série  de  l'ouiier. 
Dans  celte  série  : 

Hii  représentera  les  termes  di'peudanl  de  À' ; 

Hi.  les  leiines  indépendants  de  À',  mais  dépendant  de  «'; 

Ho.  les  leriiies  indé])endants  de  À'  el  de  »',  mais  dépendant  de  (■/,  el  (</„  de 
telle  façon  cpie  les  coefficients  de  ces  deux  variables  ne  soient  pas  égaux; 

H.i,  les  termes  cpii  ne  d(''pendeiil  (pie  de  la  couihinaison  w', +  o)j,  mais  en 
dépendent  en'ecti\emen!  : 

[H],  li's  termes  mdependauls  à  la  fois  de  1',  il'  et  des  0/. 

Les  lermes  (i  dini\  la  caraclérisli(pie  di\ise  K  ne  seront  pas  altérés  par  le 
cliani;euienl  de  variables.  Nous  di'Iermineroiis  les  0  |)ar  les  é(piations 

(.0)  ^H,+       p§=o, 

H;,-t-     ,'i3D,0',  =  0, 
Hs-f-       [■i^DB',  =  0, 

de  sorte  que  les  termes  de  caract(';ristiqiie  K  se  réduiront  à  [H]  et  satisferont 
ainsi  au\  conditions  A. 
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11  110  pi'iU  se  prùsenler  aiicuiic  dit'ficiillé  pour  la  rûsohilion  îles  trois  pre- 
mières équations  (  lo),  car  la  caractéristique  K  est  toujours  divisible  par  (3-, 
c'est-à-dire  que  Ho,  Hi  et  Ho  sont  divisibles  par  J3-.  Il  n'en  est  pas  de  mémo  en 
ce  qui  concerne  la  dernière  équation  (lo).  car  H^  est  divisible  par  [3-,  mais  peut 
ne  pas  être  divisible  par  |3',  de  sorte  que  ^  peut  s' intioduire  au  dénominateur. 

16.  La  fonction  F  pré^enle  \n\v  symélrie  parlicitliéie  doni  |  ai  parlé  au  |)ara- 
m'apiie  !'.  Elle  dé[)end  de  la  lon^ilude  de  la  [.une  /,.  de  l'anomalie  moyenne  du 
Soleil  «,  des  longitudes  du  nœud  et  du  périgée  — '.)(  et  — o),  ;  elle  dépend  éga- 
lement de  la  longitude  ro  Aw  périgée  solaire,  qui  est  une  constante  et  que  nous 
axions  juscpi'ici  supposée  nulle  par  un  choix  convenable  de  l'origine  des  longi- 
tudes. Soit  alors 

e'P  cos {a'i.  ^  bu  -^-  f,  o,  -4-  c»  w-,  -i-  A ra ) 

lai  leiiiie  (pielcoucjiie  :  comnie  la  louclKiu  ]•  doil  èlre  indépendaiile  (!<•  I  origine 
des  Idugiliides,  un  aura 

Il   -t-  /j  -h  /l    =   C-|  -I-  Cy. 

I)  aiilre  pari,  si  ikiiis  piriuius  |iiMir  \aiialilcs  i/  cl  la  lungiliide  K  -■-  ui.  uuils 
voyons  tpie,  pi>iir«'=().  !•  dépendra  senleuieu!  de  //  ^- CT.  el  ipie  plus  généra- 
leiiieiil  ce  sera  nue  Idiuliciu  de  /.  des  m.  de  rrr.  de  e'  cit^ii.  de  r'siiK^.  deie/o//- 
/iit/dr  siiiiiiiil  1rs  itiiissanres  de  /■'cos»  el  e  >,\\\ii.  Ou  aura  doue 

I  )e  |iliis.  Co  sera   liiii|iiiirs  pair  i  mir  |iaragraplie  il). 

1  miles  ces  syméiries  ne  siml  pas  alteri'es  par  les  eliaiigeiiieuls  de  Nariabies, 
ainsi  (pi  1111  le  M'rilierail  aiseiiieiil. 

(^iiels  peiiveiil  èlri'  alors  les  leriiies  11,  s'ils  ne  siuit  pas  Ions  nuls?  D'aiiord 
1)11  doit  avoir 

a  =  0  =  o,         Cl  =  Co  ^  o, 

d  où 

/(  =  2 Ci,  />  =^  2  ]  C.)  |. 

Mais  Cj  esl  Imijoiirs  pair;  doue 

P^i- 

Ainsi  Il;i  est  nul  mi  divisible  par  e"'.  Donc  0'.  et  0.,  sont  nuls  ou  divisibles 
par  a'''. 
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17.  Qui'  11,1  puisse  lii'c  (ll\isil>li'  |Kir  (3-  sans  lèlrc  |iiii-  i'.  il  siillil  pour  scn 
assurer  tU'  consiiléror  les  leiiiies  iloiil  la  caraiMéristupie  esl  (3-'e'''e-y-'.  • 

11  résulle  lie  là  (pi'il  ^  aura  tli's  lermes  à  caraclérisliqiie  fraclionnaire  ;  mais 
cela  ne  peul  aiTi\er  lanl  cpie  II;,  el,  par  cuiiséquenlO:,  sonl  nuls.  Cela  n'arrivera 
donc  pas  si  rinclinaison  est  nulle,  c'esi-à-diic  si  t.>=  ri2^=  o.  Cela  n;u•ri^e^a 
pas  si  f''=o;  cela  ne  pnuna  pas  airixei'  non  plus  piiur  les  leruies  dependani 
de  <•".  Cela  ne  punira  airi\er(pn'  (piand  s  iiil  rudnira  ce  ipu'  nous  a\(ins  appelé 
un  Iles  j)clil  (In/sriir  f//ia/ylii/iir;  el  en  ellel  les  leinies  de  1"'  (pie  nous  axons 
appelés  Hii  correspondent  précisément  à  ces  très  petits  diviseurs  analytiques. 

Au  lieu  de  (3,  nous  pouvons  introduire  la  conslante  m  dcDclaunay,  qui  n'en 
dill'ère  que  par  un  l'acteur  constant.  Nous  n'a\ons  |)u  conserver  dans  l'analyse 

précédente  cette  constante  ni.  parce  que  ce  lacleur  cunslanl  -^   dépenil   de  la 
\ariable  L.  ce  qui  nous  aurait  gêné. 

^iais  l'exposant  de  m  est  évidemment  le  iiièiiie  cjue  celui  de  p.  Il  peut  donc 
de\{'iiir  iiéi;atil.  Si  donc  on  poussait  assez  loin  les  développements  de  Delaiinay, 
on  arriverait  à  des  lermes  où  m  (igiirerail  à  une  puissance  négative.  JNIais  on  n'y 
arriverall  ipie  tpiand  on  rencontrerait  de  très  petits  diviseurs  analytiques,  ce 
tpii.  nous  laviins  dit,  ne  peut  se  produire  c|iie  pour  des  termes  d'ordre  1res 
élevé.  C  est  pour  celte  raison  que  cette  circonstance  a  échappé  à  Delaunay. 


SUR 

LE  MOUVEMENT  DU  PÉRIGÉE  DE  LA  LUNE 


Bulletin  astronomique,  t.  17,  p.  S7-104  (mars  1900). 


Ll's  loriiics  fin  mouvcniciil  ilc  \;\  Lune  qui  ne  dcpciKU'iil  111  de  l'iiiclin.'iisoii, 
ni  de"  la  pnriillaxi',  ni  rie  rcxccnlricilé  soliiirc,  sunl  tlOIrrininc-s  parles  équations 


(1) 

Ici,  un  a  pusé 


x"  —  2  iny'  H r  =  3  m-  x, 


f,  ,       X  r 

V  -*-  2  mx  H —  =  o. 

/■■' 


/('  elanl  le  moyen  niou\enienl  du  Soleil  el  //  celui  de  la   Lune;  ell'ona  choisi 

riinilé  de  lenips  do  telle  façon  que  11  —  /t'=  1.  Quant  à  x,  c'est,  la  somme  des 

niasses  de  la  Terre  et  de  la  Lune. 

Si  l'on  pose 

■■'■       3     ,    , 
r        X 

ces  équations  peiiveul  s'écrire 

(I  Ins)  X  —2iiiy  =  -^  >  y  +  amj;  =  -^  , 

et  l'on  en  di'duit  linlégrale  de  Jacobi 

(2) —  =\|  +  const. 

M.  Hill  a  (leleruiiné  une  solution  particulière  de  ces  équations;  cette  solution 


368  MOUVEMENT   DU   PÉRIGÉE   DE   LA   LUNE. 

([lie  )('  lU'Ni^iieiai  s|)('t1:i1ciii('hI  par  .r',  )•.  csl  uul'  siiliilioii  piTlotlkiiic  v\  clic 
reprosi'iilc  rciiscinhli'  tics  termes  de  dcj^ii'  zéro  par  rapport  aii\  (lcii\  t'xccntri- 
cilcs.  à  riuclinaison  cl  à  la  parallaxe.  Elle  correspond  à  la  \alciir  zéro  de  la 
constante  d'inicgration  c  (jiii  joue  le  lôk'  de  rcxcentricilé. 

Désignons   |)ai'  J7+;.  )■  +  •/].   une  solution  infiniment   xoisiiic  delà   précé- 
lU'ute.  i\c  telle  sorte  i|uc  nous  puissions  négliger  k's  carrés  des  variations  ^elyj.- 
Alors  l  et  Yj  l'cpréscnlcronl  rcnscud)le  des  termes  (pii  seioni  du  premier  degré 
par  rappori  à  c. 

Il  est  clair  (pie  ;  el  /)  devi'ont  satisfaire  aux  équations  aux  \ariations 

(3)  t"=  2//rf,'=  PC -+- Qr,,  r,"+ 2«(E'=  Q;-l-  Ut,, 

où  j'ai  post'  jxiiir  ahrt'ger, 

P=:^,      <,  =  ^^,      K  =  :^. 

(/x-  "       dx  (/)■  dy- 

I  )r  plus,  (in  (IimIiiiI  de  l'inlégrale  de  .Jacol)i 

,.,        ,   ,      'A,  ,       ^/V, 
(4;  a;?  +,r  r,  -  —  ^-— r,  =  coast. 

Ces  écjualions  (  •>  )  el  (4)  permettent  do  calculer  les  leriiies  du  premier  flegré 
par  rappori  à  c  et  la  partie  du  mouvement  du  périgée,  qui  esl  indépendante  des 
excentricités.  île  l'inclinaison  el  de  la  jjarallaxe  et  dépend  sculemenldu  rapjiori 
des  moyens  iiKunenieuls. 

Les  l'cpialioiLs  (  .')  )  soni  des  e(|uations  difl'érenlielles  linéaires  à  coef'ficienis 
périodiques;  le  système  esl  du  (juatrième  ordre  puisqu'il  se  compose  de  deux 
écpiations  du  deuxième  ordi-e.  M.  Ilill.  pour  calculer  le  mouvement  du  périgée, 
commence  [)ar  ramener  le  système  au  deuxième  ordre  et  parvient  à  le  rempla- 
cer par  une  équation  unique 

ir"-l-  Sie  =  o, 

où  0  esl  une  loueliDU  périodupie  du  temps. 

.le  \oiirlrais  indiquer  une  métliode  par  lacpudle  on  piuirrail  deleiiiiinrr  ee 
ininiscmenl  du  inu'igtje  sans  asoir  recours  à  celle  Irausioriiia  I  ion. 

Pour  cela  clierclions  à  n(uis  rendre  coiu|)le  de  la  kuuie  de  rmU'grale  générale 
du  sysième  {'.\).  .l'ai  dil  ipie  les  c(jiialions  (l)  adiiielleul  une  soliiliiui  pério- 
iliqiie;  en  léalité,  elles  eu  adiiiclleiil  une  infinité  (une  |Hiur  (luKpie  \aleur  de 
m)  qui  peuvent  s'écrire 

X  =  i(-,  ni),         y  =  çi(t,  m). 
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OÙ  cp  Cl  'fi  suiit  des  fonctions  développées,  d'une  part  suivant  les  puissances 
de  m,  d'autre  pari  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  impairs  de  t. 
Quant  à  r,  c'est  la  différence  des  longitudes  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil. 

■c  =  («  —  «')(<  -I-  e  ). 

J'ai  écrit  les  équations  (i)  en  adoptant  une  unité  de  temps  particulière,  à 
savoir  la  période  sjnodique  divisée  par  271;  je  ne  puis  le  faire  si  je  veux  faire 
varier  m,  parce  que  cela  fera  varier  précisément  cette  période  sjnodique.  Je 
rétablis  donc  l'homogénéité  et  j'écris  les  équations  (i)  sous  la  forme 

l  X  —  in  y  H —  =  in  -X, 

(lier) 

'     „  I    ,       ■/■>' 

y  +  111  X  A — '—  =  o. 
J  ,..1 

iVIes  solutions  périodiques  deviennent  alors 

x  =  <À  (n  —  ,i')(t-hl'),  ^i^z^A,         y  =  ?il  («—"')(<-+-£).  ,71777 J' 

contenant  deux  constantes  d'intégration  //  cl  £. 

On  ohlient  évidemment  deux  solutions  particulières  des  équations  aux  varia- 
tions en  différentiant  par  rapport  à  ces  deux  constantes.  Ces  deux  solutions 
particulières  sont 

dx  d.i:  ily  dy 

et   ' 

dx        ,  ^  dx  n  dx 

h=  -7-  =('  +  0:7 —  / ^  -7-  ' 

dn  d-        {n  —  «  )-  dm 

dr        ,,    ,      .dy  n  dy 

dn  rfx  (  n  —  n  )-  dm 

Après  la  dillerentiation,  je  puis  supposer  de  niiu\eau  n  —  /('=i,  d'où 
-  =  <  +  £,  ce  qui  donne 

dx         ,  dv 


^'- d.    "' 

•^'  =  Z^=->' 

dx 

Çj=  -X  —lll-j—  , 
dm 

''^■'  =  '^'       "'dm 

Outre  ces  deux  solutions  particulières,  la  théorie  des  équations  linéaires  à 
coefficients  périodiques  nous  enseigne  qu'il  en  existe  une  troisième  de  la  forme 
suivante  : 

H.  P.  -  VIII.  4? 
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I.i's  cj  l'I  les  ê'-  soni  ili"-  ((irlliciciils  idiisliuits  ;  y  csl  un  ciil  icr,  c  est  1  ('X|)ns;uil 
c;iriit(iTisln|uc  doiil  ([('[n'iid  lo  iiioincniciit  du  |)('i'ii;('(' ;  cnliii 

^  =  COST  -(-  (  si  11  t. 

Si  1  "Il  iliaii;;^  7  en  — t,  ^  on  — E,  t;  en  — ri.  les  (|Li:inlihis  .r,  ;•  el  )-  se  elian- 
j;ei'ont  eu./,  /'  el  -— )'  el  les  eipuil iciiis  ne  clian|;eri)nl  pas.  Nous  aurons  donc 
une  i|u!iliii^uu!  solution 

\niis  l'u  di'iiiiiMiU''  nue  eiui|iiiéiiie 

Ç  =  F(t)=  — - —    =  2£;C0s(2y  +1 -f- Cj-, 
Y)  =  F,(t)=  ^•'  ^  '^"  =  Is-sinCay  +  i  +  c)-. 

Quelles  sont  les  eoudilious  initiales  correspondantes?  On  a  d'abord 

F'(o)  =  F,(o)  =  0. 

Reprenons  niainlenaiil  rei|iialion  (ijjje  dis  ([iie  pour  celle  solution  |iaiti- 
culière  la  constante  ipii  ligure  dans  Iv  second  uieinbre  de  (4)  «luit  i^tre  nulle.  Il 
sul'fit,  en  effet,  de  prouver  qu'il  en  est  ainsi  pour  les  deux  solutions  particulières 
i:\,  0:1  el^/,,  Yj,.  Or  la  solution  ?;,,  /),,  jouit  de  cette  propriété  de  se  reproduire 
midtipliée  par  —  (cosct:  +  y —  i  sincTî)  tpiand  on  change  z  en  t  +  tt. 

Le  premier  membre  de  (4)  est  donc  multiplié  par  le  même  facteur,  si  après 
y  avoir  l'ait  't,  =  ^3,  'n  =  r);,,  on  change  t  en  x  +  tt.  Comme  ce  facteur  n'est  pas 
égal  à  I  et  cpie  le  sec(jnd  iiieiiibre  est  uikî  constante,  il  faut  (jiie  cette  constante 
soil  nulle  ;  elle  le  sera  encore,  pour  la  m(''iiie  raison,  si  Ton  lait  ^  =  ^,, ,  ï)  =  ri„  ; 
el.  par  conseipieni,  on  aura 

l'iiiM'  T  =  o,  1""'  et  Fi  sannulent,  et  il  reste 

Mai-,  pour  T  --  11,  on  a  .«■  =  /•;  d'où 

.ioF'i(o)=  F(o)M/ft5./r„—  ^^  j 

en  appelant  Xo  et  j  „  les  \alem  ^  de  ./  el  /    pour  7^0. 

Comme  F  et  Fi  ne  sont  définis  jusqu'ici  (pi  a  un  facteur  coiisiaul  [uès,  nous 
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poLiiroiis  [irendre  pour  lus  conditions  initiales  qui  définissent  complètement 
cette  solution  purliculière 

F'(o)  =  F.(o)  =  o, 

F(0)=i;cy  =  y'„, 

F'i  (o)  =  ^ijiij  -+-  I  4-  c)  =  ini-Xo r,  • 

On  aura  alors 

F(:t)  =  Se/  cos(  r.  -\-  cr.)  =  — )'„  cos  c-, 

F',  ( t:)  =  le] {9-j  -h  i-h  c)co?(-  -+-  C-.)  =  —  (  im-Xo—    -„  )  cosck. 

\  ^ô  / 

Ces  éipialions  \onl  nou>  lournu-  un  uioyen  de  calculer  coscTr;  Il  suKil  |i(ini' 
cela  de  calculer  par  exemple  F(Tt). 

Observons  que  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  périodiques  de  t;  la  période  étant 

t:,   les    développements   procéderont  suivant  les  lignes   Irigonométriques   des 

multiples  de  ar.  De  plus,  par  raison  de  symétrie,  les  développeuicnts  de  1'  et 

R  ne  contiendronl  que  des  cosinus  et  celui  de  Q  ne  contiendra  que  des  sinus; 

soit 

P  =  SPy  cos2yT,         Q  =  SQ/  sin  ayt,         R  =  2  K/cos2y-:. 

Posons  maintenant 

E  =  p  cosx  +  a  sin  ■;,         -rj^psiii- — acosi; 
nos  équations  deviendront 

p"-|-  2(//t  -r-  I  )a'  —  (2//(  -t-  I  )p  =   P'  p  -+-  Q'a, 


en  posant 


c'est-à-dire 


a" —  2(/?i  -f-  I  )p'  —  (2/«  -f-  I  )!i  =  Q'p  -I-  R'a, 

1'  =  P  cos-x  -I-  2Q  cosT  sinT  —  li  ^iu'--, 
Q'=  Qisin--  —  cps-i)  -i-(P  —  H) COST  siii-, 
H'  =  P  sin'--  ^  2Q  cosx  siiix  -h  R  cos^x, 


P'=  i/n-  cos'-x r  -h  i—:{x  cosx  -I-  y  siiix)=. 

Q'=  3  w-  cosx  siiiT  -t-  3  —  (a;  cosx  -)-  k  siiix;(,u:  sin  x  — y  cosx), 
R'=  3  m-  sin-x H-  3  —  (x  sinx  —  y  cosx)-. 

Il  est  aisé  de  voir  que  (a7  +  <y)Ç'*,  {x^iy)ii,  et  par  conséquent  r, 
a?cosT  +  y  sinr,  xsinz — ycosT,  et  enfin  P',  Q',  R'  sont  developpables  suivant 
les  puissances  de  m,  m^Ç^  et  m'^Z~-. 
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11  fu  rcsiillo  ijuf  bi  l'on  poso 

P=  S  Py  cosayT,         Q'=  SQj  sin2y-,         K  =  S  lîj  cosî/t, 

les  coelilcieiils  P'. ,  Q^ ,  R^  sorouL  d'urdru  |  ij  j,  ni  étaiiL  regardé  comme  du  pre- 
mier ordre.  J'observe  de  plus  que  Q,  est  nul. 

Ne  laissons  dans  le  second  membre  que  les  quanlilés  du  second  ordre;  nos 
équations  dcN  iendroul 

(  p"-l-2(«J  +  ija— (am  -Hi)?  —  P;,  p  =(P'-  l''„  )  p -i- Q'a, 
^  \  a"— 2(m-!-i)p'  — (am  +  ijcT— R'„p  =Q'p-(-(R'— H'„)  J. 

Il  s'ii^il  (le  deleriuiuer  1'"(t)  el  pour  cela  il  l'aul  clierclicr  une  solulion  parli- 
eulièi'e  des  équations  (5),  assujctlic  aii\  condilions  initiales 

(6)  p=j'„,  p'=ij  =  o,  5'=  3//i'-.t:o—  ^  (pour-:  =  o). 

Celle  solulion  j)arliculière  dépendra  évidemment  des  coelTicienls  P'- ,  Q^- ,  Ry . 

Un  théorème  général  relalil'aux  équations  linéaires  nous  apprend  que  notre 
solution  peut  se  développer  suivanl  les  puissances  de  P/,  Q),  R},  et  que  le  déve- 
loppement ainsi  (il)lrnn  converge,  quelles  (pie  soient  les  valeurs  attribuées  à 
ces  coefficients.  En  d'autres  termes,  noire  solution  est  une  lonelion  entière  de 
ces  coefficients. 

Je  veux  dire  que  c'est  une  fonction  entière  par  rapport  aux  coefficients 

P'       I"       I" 

Q'i,    Q2,    •■•, 
R'o )    R'i I    R?  1    •  •  •  > 

Mais  je  développerai  seulement  suivanl  les  puissances  des  coelficienLs 

P',,     P'„     ..., 
Q'.,     Q2,     •■•, 

(pu  hout  très  petiN. 

i'our  cela,  je  prendrai  les  éijualious  (^j)  el  j  aUrdjuerai  d  abord  dans  le 
second  membre  les  valeurs  o  à  p  et  à  (7;  et  je  chercherai  à  satisfaire  aux  équa- 
tions (5, 1  )  ainsi  oi)li'iiucs  ci  aux  conditions  initiales  (6)  ;  j'aurai  ainsi  une  pre- 
mière approximation  pour  pd  n.  Je  subsliluer-ai  ces  valeurs  approchées  dans  le 
second  membre;  j'aurai  ainsi  des  équations  (5,2)  dont  les  premiers  membres 
seront  ceux  des  équations  (.j)  et  dont  les  seconds  membres  seront  des  fonctions 
connues;  je  chercherai  à  satisfaire  à  ces  équations  (3,2)  et  aux  conditions  ini- 
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liales  (6),  ce  qui  me  donnera  une  secontle  appruximation  pour  o  el  a,  et  ainsi 
de  suite. 

La  première  approximation  nous  fera  connaître  exactement  les  termes  des  p 
premiers  ordres  du  développement  suivant  les  puissances  des  Pj,  Q';,  R). 

D'ailleurs  l'intégration  des  équations  (5,i),  (5,2),  etc.,  ne  présentera  aucune 
difficulté,  car  ce  sont  des  équations  lini'aires  à  second  membre,  et  les  premiei's 
membres  sont  à  coefficients  constants. 

On  aura  ainsi  le  développement  de  p,  de  a,  et,  par  conséquent,  ceux  de  F(t), 
F(7;)  el  coscTT  suivant  les  puissances  des  P^,  Q^,  R^;  ces  développements  conver- 
i;eront  très  rapidement,  car  la  converoence  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeui-s 
allrihui'cs  à  ces  coefficients. 

Il  pourra  néanmoins  élre  avantageux  fie  procéder  aulremeul. 

Soient  (5  bis)  des  équations  de  iu<''nii'  Idinic  que  les  ('(piallous  (.V);  mais  où 
les  coefficients  Py,  Q^.  Ry.  au  lieu  d"a\<iir  les  valeui's  particulières  qn  rlles  ont 
dans  les  équations  (5),  ont  des  valeurs  (pudconques  arbitraires. 

Le  système  (.)  è/i")  étant  du  (pialrièiue  ordre  aduu'llra  ipiatre  solutions  linéai- 
rement indépendantes.  Parmi  ces  (piaire  soluli(uis,  j'en  distinguerai  deux  qui 
seront  telles  que  p  si'  cliange  en  — p  el  c  en  — cr  quand  z  se  change  en  — r. 
D'après  les  propriétés  générales  des  ('(nialnuis  linéaires  à  cocHlcieuls  piTio- 
(liques.  ces  deux  soliilions  seroiil  de  la  Iniiue  sui\ante  : 

P  =  ?!(-)  =  i;a/cos(2y-f-^)-;,         7  =  i,  (;-:)  =  S.B/  ûn{-?J  -+- q)-^, 
?  =  ?2(-)  =  Sï/  COS(->y  -I-  q)  -,  T  =  -h.,(-.)=  S3;  sin  (27  -h  q')  -, 

où  ly  et  (/  sont  des  constantes. 

Ouand  les  coetficients  P,  ...  preiiaiil  des  \aleurs  piuiiculièi'cs.  les  équa- 
tions (:")  bis)  se  réduisent  aux  ('qualions  (5),  q  se  réduit  à  c  <'t  </  à  zi'ro;  et 
Ion  II 

î,(t)=  F(T)cos-  +  F,(T)siiiT,         .l.,(T)  =  F(-)sinT  — F,(t)cost; 
zi(-)  =:  .x'  cos-  -i-  }'  siiiT,  'î'iC")  =  J-"'  sin-  — y'  cost. 

Le  procédé  (pie  nous  avons  'développé  plus  liaiil  C(n\sislail  à  elierclier  une 
solution  des  équations  (")  bis)  de  la  forme  suivanle  : 

(7)  p  =  Aç,(t)  +  1!s,(t),         ,  =  A4-,(x)-+-B.J;5(t), 

à  déterminer  les  coefiicients  constanis  A  el  B  de  façon  à  satisfaire  aux  condi- 
tions initiales  (6)  et  à  développer  la  solulion  ainsi  définie  suivant  les  puissances 
des  P/,  .... 
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Adils  |)ouv(iiis  niissi  cnvisnjicr  la  soIuIkhi 
(?*")  ?  =  A.œi(T:),         a=Aij/,(-), 

l'I  cltMerininer  li;  coeliicii'iil  A  de  IclL;  luçon  (|iie 
^t>^(4■)  A9,(o)  =  y'„, 

l;i  conililKiu  uiiiqiu;  {^6  bis)  leinpliu-aiil  lus  coiuIlliDiis  ((i). 

Les    deux  solutions   (7)    et   (7  bis)   sonl   idenliqucs   (jiiand   les  coefficients 

Py |iiciKml  lies  valeurs  particulières,  les  é(|ualions  (5  i/.s)  se  réduiscnl  aii\ 

é(|iia lions  (  ,')  )  ;  mais  l'idcnlili'  ne  snhslslc  plus  pour  les  autres  valeurs  des  P' 

Nous  pouvons  alors  nous  proposer  de  développer  suivant  les  puissances  des 
P/.  ....  non  plus  la  solution  (  -  i,  mais  la  solution  (7  bis);  ce  développement 
représentera  encore  j''„cost'-,  (juaud  on  y  fera  t  ^  71  et  cpi'on  donnera  aux 
Py.  .  .  . ,  les  valeurs  particulières  rpii  correspondent  aux  équations  (5). 

(Cherchons  à  nous  rendre  confite  de  la  forme  du  (IiHeloppement  ;  siip[)osons 
ipi  on  ail  di'veloppé  les  Aay  el  q  suivani  1rs  puissances  des  Vj,  ...  :  soient  </„  el 
y„  les  valeurs  des  nomhres  q  et  q'  pour 

P'i  =  1",  =  . . .  =  (Y,  =  (y,  =...=  H',  =  R'ç  =  . . .  =  o. 
On  voil  ipie  le  développement  de  cos(2/  +  q)z  pourra  s'écrire 

,    .        ,  ,    .         ,         (g  —  (/o)x    .    ,    .  . 

eos(9.j  -h  q)T  :=  C0S{2J  -h  qi,)- i sin(37  -H  ^ojt 

—Y^ cos(v  +  5r„)-r, 

de  sorte  que  le  dévcdoppemeni  de  Ac{ii(t)  devra  contenir  seulement  des  termes 
de  l'un»!  des  deux  formes 

(8)  -z-''  cos.(2j  -i-  Ço)-:,  ■z-'^+^  s\n(2j  -h  qo)'':- 

Voici  alors  commeni  nous  de\ons  opérer  pour  former  elleclivemcnt  le  déve- 
loppement en  question.  Remplaçons  d'abord  p  et  g  par  zéro  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (.5  bis)  ou  (5),  nous  obtiendrons  les  équations  (.5,1  ) 
dont  la  solution  générale  est 

,1  =  A  cosyot  ■+-  Al  sin^o"  +  Aï  cos  j'„i  -i-  An  sin^r,,  -. 

Nous  prendrons  A):=  A2=  A^^o  et  nous  choisirons  A  de  façon  à  satisfaire 
à  la  condition  (6  bis).  INoiis  aurons  ainsi  une  première  approximation  ])our  pet 
nous  en  di'duirons  a.  iNous  substituerons  ces  \aleurs  approchées  de  p  et  de  ff 
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clans  les  scconfis  iiicnilircs  des  i'([iiali<iii.s  i  j)  cl  nous  ((liticiidrdiis  ainsi  les 
('(Miations  (5,2),  dont  la  sdliilmn  ;;<'n(Talc  esl 

p  =  H  +  A  cos<7i,-  -H  Al  siiK/ot  +  A.  rinq'^-  -+-  A:,  sin^r',,-, 

(lù  il  csl  un  ciiscinhlr  de  Icj'nics  ilc  la  Idpiiic  i  S  i  cl  les  V  i\f'^  conslanics  arlii- 
Ifaii'cs.  Xiiiis  |)icndi(ins  Ai  =  A.j  ^  A.;,  =  (i  cl  nous  (dioisirons  ,\  de  la<'on  à 
salistaii'c  à  (^6  bis).  JNous  aurons  ainsi  une  seconde  a|i|)roxiiual  kmi  poui-  p  cl 
nous  en  déduirons  a-;  cl  ainsi  de  snile. 

On  voit  qu'à  ejiafjiic  approximalion,  un  eliiusil  les  euuslaules  arl)ilraiics  de 
façon  à  satisfaire  à  la  rondition  (fift/.v)  et  à  éviter  rinlroduction  dans  l'expres- 
sion lie  p  de  Icrmes  de  la  forme  sin  i/„v.  ro^t/^z  ou  sin(y'„7. 

Le  développement  ol)lcuu  pai-  i-e  nouxcau  procikié  n'est  pas  idenli(|uc  à  relui 
que  nous  avons  d'ahord  envisagé;   il  u'a   a  donc  pas  de  raison  jiour  qu'il  reste 

convergent  quelles  que  soie/if  les  valeurs  attribuées   aux  V ^ Mais    la 

convergence  n'en  est  pas  moins  suffisamment  rapide,  à  cause  de  la  pclilcssc  de 
ces  quantités  P',  et  la  forme  de  chaque  ternie  est  notablement  plus  simple. 

Les  procédés  de  calcul  ((ue  nous  \cnons  d'exposer  ne  seront  sans  ttoute 
jamais  ein|)loycs  pour  le  calcul  numérique;  sous  ce  rapport  ils  ne  présentent 
que  peu  d'avantages  sur  la  méthode  de  M.  Hill,  et  ce  savant  a  d'ailleurs  poussé 
le  calcul  à  un  tel  degré  de  précision  qu'il  n'est  pas  probable  que  personne  songe 
jamais  à  le  reprendre  par  un  procédé  nouveau.  Mais  ces  procédés  n'en  sont  pas 
moins  utiles  à  connaître,  car  ils  peuvent  servir  à  mettre  on  évidence  certaines 
propriéli'-s  du  nombre  c  considért'  comme  fonction  de  /;/. 

2.  Reprenons  les  équations  (  i  )  du  paragraphe  1  et  observons  que  l'on  peut 
les  écrire 


ctx  _d¥  cl\  __  dF_ 

di        d\  dt  dx 

dv       dF  d\  dF 


en  posant 


X  =  x' —  my,         \  =  r'-h  lu.r, 
F=^''^-''^-  V.. 


Les    équations    (  i  )    pi'cnncnl    ainsi   la   forme  canonique   des   cfpialious    i\r   la 
Dynamique. 

Les    équations    (3)    du    paragrnpiie    l    sont   les    éqviations    aux    variations 
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des  équations  (  i  )  ;  ellesjouissentdonc  des  propriétés  dt\'i  éqiialions  aux  variations 
des  équations  do  la  Dynamiqtie. 
Rappelons  rcs  pri)pri(''lés.  Solrnl 

.'■>■    y-i,     ■■■,    .r„ 
li's  deux  séries  de  variaMi's  r()njut;iiéi's  ;  soicnl 

</xt  _    ,/F  dy,  _       ,IV 

les  équations  ciindriKjues.  Soit,  (^.r,-,  y,)  uiir  miImIuhi  particulière  de  ces 
équations;  (T/+i/,  y,  +  r),')  une  soliiiion  iiifininieni  Miisine.  Les  ^  et  les  yj 
salislcriiiil  aux  l'ipiations  aux  vaiialinus 

dt  ~      Zàdxkdyi'-'''*'2^dyidyk''''' 
dt^i  _      yi     d'-  V     ^   _'y     d'-V 

dt   ~      2dil.r,dx,r''      Zi 


I  d.Vidn 


■'ik- 


Soient   ç°,    fil   et    1],    r,)   deux    s(jiulions   |)arliruiiéres  de   ces   équations  aux 

\ariations.  On  aura 

i:(l?-',;-?l-n^)  =  conM. 

Applupious  ce  |)Mncipf  à  nos  équations  (3);  nous  veri'ons  que  nous  devons 
a\(iir 

ÇiCE'o  —  in-f\«)  —  f,(Ç',  —  im\i)  -+■  r.ifï/ç,  -+-  inli"\  —  T|2(t,'|  -i-  //î?i)  =  const., 

ou  bien 

(9)  (Il  Ço  —  l■,X^  )  H-  (-ni  -l'î  —  -15 -fi'i  )-i-  -"«{-U^h—  -^-i?!  J  =  const. 

I.:i  nii'inc  ii'lalion  dc\ra  suli^istci'  m  Idu  rciuplacc  un  des  indices  l  on  a 
ou  ces  deux  indices  par  l'indice  3  ou  par  l'indiop  4- 

Désignons,  pour  abréger,  par  (  1 ,  2)  le  premier  membre  de  la  relation  (9) 
et,  le  plus  généralement,  par  (t,  k)  une  expression  analogue  où  les  indices  i  et  2 
ont  été  remplacés  par  i  et  k. 

On  aura  alors 

—  (  " >  k)  =  {^kx"—  Ei- x' )-T-{  r,/i y—  t/x-  /' )  -h  2  m  (  T,<. x'—  ^tf  )  =  consl. 
Cela  peut  s'écrire  aussi,  en  ciiangeant  les  signes, 

,,,         ,   ,       dV.  rfV, 

^  5*  +  r  1*—  -^/^  ?x— -77^  ■ri^.=  consl. 

l't  nous  retrouverons  ainsi  r«''quations  (4)  *^''i  paragraphe  1. 
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Si  l'on  fall.  A"  =  1 ,  Ii'  premier  membre  est  idenliquemenl  nul;  je  dis  que 
pour  A'  =  ■>  ou  4  la  constante  ilu  second  menil)re  doit  l'être  nulle. 

Il  est  clair  en  effet  que  (  i ,  H)  est  inidtiplié  par  —  cos  ci:  —  i  sin  ctt  et  (  i .  4) 
par  — cos  ct:  + /sin  t'TT  (juand  on  change  t  en  t  +  tt.  F.I  comme  ce  t'acleur 
n'est  pas  égal  à  r.  il  faut  ijien  que  la  constante  soit  nulle. 

An  contraire,  (i,  a)  est  égal  à  une  constante  qui  ne  peut  ôtre  nulle.  Car  si 
les  (piatre  expressions  (i,  i),  (i,  2),  (1,  ?>)  et  (i,  4)  étalent  nulles,  à  la  fois, 
on  MiMMit  inialre  équatiiuis  d'où  l'on  tiicriiil 

h=  ■^i  =  i\  =  -l'i  =  o. 
Considérons  maintenant  les  expressions  (a,    i),  (2,  .'i),  (a,  4)-  Nous  a\ons 
évidemment 

-(2,  A-.,=-T(,,  /o  +  (?,x'+ w') -'«(?*  J,  +-',^,^ 
/       dx  .    dy  \  I       dy  dx 

Nous  n'avons  pas  à  nous  inquiéter  de  (2,  1),  qui  est  identiquement  nul; 
et  si  nous  nous  rappelons  que  (1,  i),  (i,  3),  (1,  4)  sont  nuls,  nous  pourrons 
écrire 

-  (2,  k)  =  (^,x'+  ir,.  r')  -  m  (U-  ;^  +  -l.^  ) 

/       dx  ,    dy\  /       d}-  dx\ 

-^  '"  ('*  dJ^^  ^  ■^'d7r,r^"'-[''7ù;;"'''  djr,)     ('^  =  '>  ^'  4)- 

On  verrait  alors  tpie  (a,  i),  (a,  3),  (a,  4)  *''  reproduisent  multipliés 
respectivement  par  i ,  — -  costtc  —  i  s\m:r,  — costtc  +/sin7:c;  quand  on  change  r 
en  tH— TT,  et  l'on  en  conclurait,  comme  plus  haut,  que  (a,  3)  et  (a,  4^  sont  nuls. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  (a,  i  )  = —  (  i ,  a)  n'est  pas  nul. 

Il  reste  à  envisager  l'expression  (3,  4)=  —  (4>  ^)^  *1"'  ''"''  *-'•''  égale 
à  une  constante.' 

Je  dis  que  cette  constante  n  est  pas  nulle.  En  eliet.  (3.  3)  est  identirpicrnent 
nulle.  Nous  venons  de  voir  que  (i,3)  et  (2,3)  sont  nulles.  Or  les  quatre 
expressions  (i,  3),  (a,  3)  (3,  3)  (\,  3)  ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois,  sans 
quoi  l'on  aurait  quatre  équations  d'où  l'on  tirerait 

l:=  '03=  ?'3  =  •n>- 

Donc  (3,  4)  =  —  (4:  3)  n'est  pas  nulle.  c.  q.  f.  n. 

Il  résulte  de  là  que  5;,,  ■/);,  et  ^i,  vji  satisfont  aux  équations 

(  ^'x' -i-  f^'y  =  l{x" —  imy')  -+-  'i'i(y"-+-  ?.mx'), 

(•o)       I        dx  ,  dy        ,  I  dx         x  dvX  f  dy'        v'  dx  \ 

t h  ï|  -j-  =U-, 2  m-/-  ]  -hi][-f -^  -H  .,  ,„  . 

(       f/m  dm  \  dm        m  dm  j  \  dm        m  dm  j 

H,  P.  —  VIII.  48 
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Ces  (.•(Hialiuiis  lorinciil  un  >\sl("'im'  ilii  second  (nilic  irc(|M;ill(iMs  liiiiMiio 
;'i  cot'inrifiils  ])iTMHii(nu's.  On  )i(nirr;iil  s'en  scr\  ir  poui- déterminerle  iiiomcinenl 

du    périmée;    cai-    le    (>alciil    îles   séries    -, —  et -f-    ik'mI    se    l'iiire   ;i\cc   Ii\    même 
'        '  ilni        dm    ' 

tiicilili'  (jHc  celui  des  séries  x  et  j'. 

.le  me  propose  do  montre)'  dîins  un  .iiitre  arlicle  commoiil  on  jmniiail 
iiii:ii;i[iei-  une  méthode  d'approximations  successives  on  le  le  calcul  des  lermes 
d'ordi-e  supérieur,  par  rapport  aux  excentricités  et  à  l'inclinaison,  sérail 
ramené  à  1  intégration  d'éipialions  lineaiics  à  second  membre,  donl  le  prenuer 
membre  serail  la  dill'érence  des  deux  uieiidires  des  écjuations  (  10).  Ou  aurait 
ainsi  aHaire  à  un  système  de  deux  iwpiations  linéaires  à  second  membre 
(tu  premier  ordre,  qui  pourrait  remplacer  le  système  (  i  ~)  considéré  plus  bas 
du  paragraphe  3,  lequel  est  un  système  de  deux  équations  linéaires  à  second 
membre  du  second  ordre. 

3.  I,es  relations,  mises  en  évidence  dans  le  paragraphe  2,  peuvent  fournit 
(1  inh'ressanis  procédés  de  vérification,  mais  elles  sont  susceptibles  aussi 
d'une  autre  application  sur  laquelle  je  désirerais  attirer  l'attention. 

Le  calcul  des  termes  qui  sont  proporlioneels  à  la  parallaxe  ou  à  l'excenlricitc- 
scdaire  el  le  calcul  des  termes  d'(udre  supérieur  se  ramènent  à  l'intégration 
des  équations  à  second  membre 


où  A  et  B  S(jnt  des  fonctions  connues  de  t,  développées  en  séries  trigono- 
mélriques. 

Pour  étudier  l'intégration  des  équations  (i),  occupons-nous  d'un  problème 
un  peu  plus  général.  Soient 

^lî      ^2       •  •  •  )      -^nj 
ri,       Yi       ...,       Yn, 

deux  séries  de  variables  Cf)njuguées;  formons  les  équations  canoniques 

-Soient  ç,  el  r,,  les  variations  de  x,  et   )',  ;  formons  les  équalious  aux  variations 

dt  AAdyidxk^''      ^dy,dy^ 

di\t  _      y     o"F     ,       y     ^/'  I'' 


(3) 
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Consiil('i-iin^   m  M>lutii)ns  partlculirrcs  de  ce?-  équations  (3)  et  écrivons-les 

(4)  \i=h.i;        •^.=  •1/./.        (/)  =  1,  2,  ...,  2/0- 

Posons 

nous  mirons,  (riiiirrs  le  jiai';ij;r;ij)li('  |irci'rili'nl , 

( ]i.  fj)  =  consl. 

Il  est  chiii'  iiMc   nous   pourrons   clioisir  les  soliilions  p.uiirnliért'S  (  \  )  tli'    Icllc 
laron  (iiif 

{ip,  2/)  — 1")=  I 

el  que  les   ip,   cj)   soiciil    nuls   si   les   deux  nonijjres  />  cl  1/  ne  sonl   |):is   l'un 
nu  noniliic  inipiili-  cl  laiilre  le  nombre  pair  qui  le  snil. 

Cela  pos('',  nous  envisaf;eons  les  équallons  à  secinid  nienihi'e 


(5) 


\    dt        Zddytdxk^''      ZidyidYk'"'       '" 

J  ^       V     '^"^     ►        V     "^^'^  —  p 

'     d!    "" ZjidXtdXk'"'''^ ZàdXidVk'^''  ''" 


OÙ  les  A,  et  les  B,  seuil  des  fonctions  connues  de  /. 

Multiplions   les   équations   (5)  par  r,, ,,  et  — »//);  niidtiplions,  d'autre  pari, 
les  équations 

-dT  -Z47fy:d7,'''--z,77:dr,'^'"  =  ''' 

dt  4^  dxjdxk  ^dxid\  k 

par  — r)/,  ^, ;  et  ajoutons  toutes  les  équations  ainsi  (obtenues,  il  viendra 
d 


dt 


2(?.-n,>--n/?->)  =  s(A,Ti,,^,-B,«,.p). 


Le  second  inenibre.  élaiil  une  tonction  connue,  nous  aurons  iniiinkliatenient 
par  quadralure 

les  Cp  étant  des  fonctions  connues.   Il  resie  à  n'soudre  les  '>.  n  équalions  (6) 
par  rapport  au\  '>.n  inconnues  t/  et  r,,. 

l'our  cela,  posons  • 

îi'= -.f"?  ?'•<?)      •n(= -F'î'^f.?; 
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les  l'ciiiaiiolis  (6)  til•^  iendronl 

ou.  A  caiisi'  (les  \al('ms  pailiculitTOs  des  conslanlcs  ((jr,  jt^, 

i\\\\\  les  t'onmilcs 

,       ,  \       ?l=    -//(Ei.-'/.   '-i/--!  —  Çl.2/,-1    <^2/)), 

(lui  (loiHU'ul  la  Miliilion  mMK'ralc  div-.  r'(|uali(in^  (.'))  par  de  simples  quadraUires. 

Appliquons    celle    niélliode    aux    ecpialioiis    (i)    et.    pour    rela,    observon.s 

que    ces    équations    peuveni     se    luellre    sous    une    lorinc    analogue    à    celle 

d(>s  éq\iations  (5). 

l'osons,  en  efl'el, 

X  —  x' —  nty,  V  =  )'-!-  inx, 

F  =  ■ \  t .  V  1  =  — I —  m'x-; 

■'  /•        2 

les  équations  (i  )  du  |iaia;;raplu'  I   pourroul  s  écrire 

,U  _fj^  ,ly  _  (l? 

d^  (Ix  (h  tly 

Les    équations    (3)   du   paiaf;iaplie    I.   (pii   soiii   les  ('cpiations  a>ix  vai'iations 
des  équations  (  i  )  du  paragraphe  I.  s"(''ciironl 

'/ç  _  .  (/F  _    d"-V  d^V  >/'F  .,  r/-F 

<7t  -"dx-  TnCThc  ■  ^  TnCdJ  '''  "^  d\-^  "    "^  d\  d\      • 

di\_^dV  do\  _      jrfF  ^/8Y  _      ^,IF 

l'ii  apjii'lanl 

li's  \arialions  de 


d-  f/Y  '  d-.  dx  dz  dv 


\,      /,,      oA  =  ;  —  »(T,,      rj  Y   =  r,  -y-  tiii,     o  — y  j 


Les  (''rpialions  (  i  )  du  paragraphe  3  s'écriront  alors 

dt       ,rfF  ^/y)       ,</F      . 

(8)  ' 

^    '  i  doX        ^dF        ^  do\        ^d¥ 

\     d-  dx  d-.  dy 

et  sont  ainsi  raïuent-es  à  la  l'orme;  (5), 
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Les  équations  (3)  du  paragraphe  1  admettent  quatre  solutions  distinctes, 
que  nous  avons  représentées  par  des  notations 

?  =  ip,        ■^  =  -^tp        (p  =  1,  2,  3,  4). 

Nous  avons  vu  que  les  expressions  (  i ,  3  j,  (  i ,  4),  (a,  3),  (2,  4)  sont  nulles, 
tandis  que  (1,  2)  et  (3,  4)  sont  des  constantes  différentes  de  zéro. 

Comme  les  solutions  'î^p,  rip  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur  constant 
près,  nous  pourrons  disposer  de  ce  facteur  de  telle  façon  que 

(i,2)  =  (3,4)  =  -i- 
Si  alors  nous  posons 

S  X„  =  ■',,  —  m  Tj,„         5  Y,,  =  rj,  -t-  m  \,, , 
de  telle  S(u-te  que 

(P,  <I)  =  ?/>5X^— Ç,  o\p  -+- T,/,  S  V^  —  Ti,,  SY/,, 

nous  seriiiis  cniiduils  pai'  analiii;ie  avec  le  cas  des  équations  (5)  à  poser 
Cp  =  çSX;,—  ;/,  oX  -h  T|  oY,,  —  r^p  5Y, 

et  alors  nos  équations  (  8  )  nous  donneront 

(9)  '4f  =-^'/'-'^1/'5 


nous  aurons  donc  les  formules 
(10) 


Ç  —  Ç2  Cl  —  ;i  Cî-H  ;vC:i—  Ç3  Cl, 


(     ■n  =  ^2  Cl  —  71,  C-2  -H  'Iv  C:;  —  Tin  Ci 

analogues  aux  formules  (7). 

On  observera  que  A  et  B  sont  des  séries  trigonomélriipies  ;  il  en  est  de  môme 

de  4i,  ni,  ^3,  'Os,  5/.-  y).;  et  par  conséquent,  de 

dCt  ûfCs  dCi 

dz  dz  dx 

Le    calcul    pourra    lou jours    être    dirigé    de    telle    façon    que   — r-^j    —^1    — ^ 
'  ■  ^  '  ^         a-        di        d- 

ne  contiennent  pas  de  terme  tout  connu  et.  par  conséquent,  que  Ci,  C^,  et  d 
soient  encore  des  séries  irigonométriques. 

Il  reste  à  examiner  Cn. 

On  a 

Ç1=X',  T,|=)'. 

dx  ,  dv 

dm  dm 
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el,  p.-ir  coiiséquenl, 

\      il  in  tir») 


Si  iliiiic  nous  posons 


c,  =  TC,-t-c;, 


-j-^  =  —  Cl  +  //(    A  -j H  B  -^ 

at  \       OUI  dm 


\a^   ■.(■l'oml    iiit'iiilii'i'    csl    mil'   xTic    liMi^niicinii'l  rKiiic  :   iiniiiiii'  (',|    iTol   ilcliiii 

i|iir  par  sa  ik'nvée  —r-i  c'osl-à-diro  à  mit'  conslanlt'  arliiliairc  pri's.  imiis  poiivuns 

lini|(iiirs   disposer   do   ceUc   coiislaulc  arhilralre'  de   Udie   lacdii  (pie  culte  série 
Irigonométrique  ne  contienne  pas  de  terme  tout  connu. 

Alors  G',  sera  aussi  une  série  trigondnu'tinjue  et  nous  aurons 

I    ;=  —  ///  y— Cl  —  .ï'C'î -+- Ci  C:i — Ç:;  Cj, 
(lo  «-(•.«)  { 

r,  —  —  m  —  Ci  —  j'C,  +  T;iC:,—  ir)nCi, 

l'oruiules  qui  donnent  \  et  rj  sans  autre  calcul  que  des  niulliplicalioiis  de  séries 
ir-igonométriques  et  des  quadratures  de  séries  trigonométriques. 

Cette  rnétiujdc  est  en  somme  celle  qui  a  été  appliquée  avec  succès  par 
M.  Brown,  ]>our  le  calcul  des  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé;  mais  il  n'était  pas 
sans  intérêt  de  la  rallaclier  à  des  principes  généraux. 
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Bulletin  iistroiiomiijue,  I.   17,  p.  ii4-i4i  (^vnl  lyn"). 


On  sali  que  M.  Hill  ;i  raiiiciK'  le  ciilciil  du  iikuivcmuciU  du  périgée  de  la  Lune 
à  l'intégration  de  l'équation  suivante  : 

,    ,  i/:-w 

(i)  -^-f-ei.'  =  o, 

où 

H  =  6,)  -(-  '-'-81  i-os  ->  -  -h  2S.  L'OS  4  "  -4-  .  .  . , 

les   0,    étant   des    coefficients   constant--.    D'une  é([uation   de   la    iu("'uie    lonue 
dépend  le  uKuivenient  du  nœud. 

On  ciierelie  à  salislaiie  à  celte  éiiualion  en  [Misant 

//   elanl    un  entier  posilil'  ou   ui'j;alil  el   c   un   nouilu'e  ipiil  s'aj;il  de  delernuner 
et  dont  dépend  le  mouvement  du  périgée. 

Cela  nous  donne  les  ('([ualuuis  linéaires  en  nomhre  infini  : 

(a)  fc„[eo  — (2«  -f-  cy\  -h  i.^en-,,b+p  =  <.. 

Sous  le  signe  i,  />  doit  prendre  les  valeurs 

rh  I,     ±2,      .  .  . ,     <"^  i'if- 
et  l'on  suppose 

Q-f,  =  Qp. 

On  sait  que  M.  Hill,  pour  déterminer  c,  envisage  le  déterminant  d'ordre 
infini  déduit  des  équations  (2).  Numérotons  les  lignes  et  les  colonnes  de  ce 
déterminant,  cpii   s'étend  à   l'infini  dans  les  deux  sens  de  façon  que  la  ligne 
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(^ou  la  coliimiL' I  (.ualrale  soil  nuinéri)lée  zéro,  ol  r[u';i  pailir  di;  là  les  autres 
lignes  (on  colonnes)  soient  numérotées  successivement  ±  i,  ±  a,  etc. 

L'élément  du  déterminant  qui  fera  partie  de  la  /<"'""'  ligne  et  de  la  p''""'  colonne 
sera  : 

i"  Si  H  =/'.  c'est-à-dire  sur  la  diagonale  principale,  0o —  (2/;  +  c)-; 
2"  Si  /JJ/>,  c'est-à-dire  en  dehors  de  la  diagonale  principale,  0,i_y,. 

Outre  ce  déterminant,  on  aura  à  en  envisager  deux  autres  anologues. 
Le  premier,  (pie  AL  Ilill  appelle  v(Oi  '-'''l  celui  des  équations 

(■^O.s)  6„! ^^^^— ^ i.„/,,,_^=o. 

Je  désigne  par  \  une  indéterminé(^  quelconque;  on  voit  que  pour  f^  =  c 
les  équations  (^2  bis)  se  réduisent  aux  équations  (2)  multipliées  par  un  facteur 
constant. 

Les  éléments  ilu  iléleriuiuiinl  v(;i  ^iml  donc  : 

pour  n  =/>, 

[(■>n-i-U--So]_ 
4  «••'  —  I  ' 

pour  n  ^  p, 

4  n- —  I 

.le  considérerai  ensuite  le  déterminant  que  j'appellerai  Q  (£)  et  qui  est  celui 
des  é(juations 

Ces  équations  (2  1er)  ne  diflèrent  des  équations  (2  bis)  que  par  un  facteur 
constant. 

Les  éléments  du  déterminani    n  (i;)  sont  donc  :   pour  /;  =y',   1  ;  pour  «</>, 

e„_„ 


(2/i-t-ç)2— e» 


<Jn  remarquera  que,  pour  ç=  o,  ce  déterminant  se  réduit  à  ce  que  M.  Hill 
appelle  Q  (o);  en  revanche,  pour  t  :=y/0o,  il  ne  se  réduit  pas  à  ce  que  M.  Hill 
appelle  D  (v/®o)- 
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M.    mil    adiiiel    sans    cl(''iiionslralii)n    que    ces    déleniiinanls    d'ordre    infini 
convergenl  cl,  on  se  conlcnlanl  d'un  simple  aperçu,  que 


sin-  (cl 


=  n(o). 


Dans  le  tome  II  des  Mél/iodes  de  la  Mécanique  célesle,  j'ai  donné  de  ces 
deux  proposilions  une  di'monslrallon  rigoureuse,  mais  celle  démonstration 
est  assez  compliquée  et  fait  appel  à  un  théorème  de  M.  Hadauuird  qui  appartient 
à  la  partie  la  plus  délicale  de  la  théorie  des  fonctions.  Il  y  a  moyen  de  simplifier 
cette  démonslralion. 

Je  commence  j)ai'  eu  ra|)peler  rapidt'uieul  la  première  partie,  sans  y  rien 
changer  d'essentitd. 

Le  développement  d'un  délerminani  d'ordre  infini  où  tous  les  éléments 
de  la  diagonale  principale  sont  égaux  à  i 


((_1  I  «1  a>  Cl;; 

.   .   .  (■_;,  C_2         '■_,  I  C-1 


conduit    à    une    série    infinie    ilimt   les    termes   peuvent   s'(d)lenir   de   la    façon 
suivante  :  on  considère  le  produit  infini 

...(  I  +  «i  -f-  «■>  +  ..  .+  fl_i  -^ . .  .){\  -i-  bi-h  l)-:-i- .  .  .-h.  .  .-T-.  ..+  b—i-+-.  . .  ) 
X(  I  +  Cl  H-  Co -H  .  .  . -H  f_|  -I- .  .  .  ) .  .  .  , 

on    développe    ce    produii    cl    l'on   allecle    chacpie    terme    dt'   l'un   des    coef- 
ficients o,  +  1  ou  —  1  . 

Je  désignerai  pour  abréger  ce  protiuil  [)ar 

it'  =  ...(i-+-  s«)(i-i-  s^iri-h  ïc).... 

Au  lieu  du  pruduit  II,  je  puis  considérer  le  produit 

ii'=...(i-t-2|«[)(i  +  i:!6|)(i  +  i:[c|)..., 

en  renipluçanl  chacun  des  a.  b,  c par  sa  valeur  absolue. 

Il  est  clair  : 

i"  (^)ue  Ions  ]<■>  lermes  iln  pidduil  il'  muiI  réels  el  positifs; 
2"  Que  chaque   ternie  de   II'   esl   égal  à  la  valeur  absolue  du  terme  corres- 
pondant de  II,  de  sorte  que  pour  obtenir  le  déterminant  il  suffit  encore  : 
H.  P.  —  VIII.  49 


386  LE   DETERMINANT   DE   HILL. 

Si    li's    (/,    h.    c sonl    fccls,    d'iiireclcr    cli;i(|iu'    leiiiio  de  II'  do  riiii 

des  cooKicienl  o,  +  i  ou  —  i  ; 

Oïl,    si   les    <i.    h.    c sont    iiuii^iiiaircs,   (ImIIccIi'I'  cIkkiuc    Icriuc   de   II' 

diiii  ciK'HiL-iual  doiil  le  lucidiilc  csl  ii  nu  i. 

Ainsi  la  convers;enci'  du  judiluii  11'  cnlraine  ceIK'  du  diMcriuiuaui. 

D'aulrc  pari,  si  l'on  d('\('l(i|)|)('  rcxpiinenlielle  e^^"',  sui\aiil  lc>  [)uissa  nccs 
croissank's  di's  \a\.  on  oblicndra  Imis  les  termes  du  polynôme  i  +  i|o| 
el  d'aulros  termes  encore  qui  seronl  réels  el  positifs. 

Si  nous  développons  l'exponentielle 

nous  obtiendrons  tous  les  termes  de  H'  el  d'autres  encore  qui  ser(jnl  réels 
el  positifs. 

Pour  ohlenii-  le  déterminant,  il  suffit  donc  de  dévclo])per  E  eL  d'aflecter 
chaque  teruie  d'un  coefficient  ayant  pour  module  o  ou  i. 

Si  la  série 

S=...S|«|-t-S|6|-t-S|c]-f-... 

convertie,  il  en  sera  de  même  de  la  série  (jl)lenue  par  tiéveloppement  de  E  el, 
par  conséquent,  du  déterminanl. 

Si  les  a,  les  h,  .  .  .  dépendent  d'une  variable  quelconque  cl  si  la  convergence 
de  la  série  S  esl  unitorme,  la  convergence  de  la  série  E  el  du  délerniinanl  sera 
égalemenl  uniforme. 

Appliquons  ces  juincipes  au  délerniinanl  n  {V)\  Ifi  série  S  peul  alors  s'écrire 


S  =  (2^16,1)]^ 


(2/1  + 1)2- e„ 


Le  premier  facteur  2i|0j|  est  évidemment  convergent.  Le  second  fadeur 
converge  également,  à  moins  que  l'on  ail 

ç  =  — 2«±v/ëo. 

Si  dans  li'  |iliiu  des  l  on  entoure  chacun  de  ces  points  singuliers 
^  =  — a/iztl'0o  |i'ir  uni'  pclile  <(iiirl)e  (ei'iui'e  el  que  l'cm  considère  le  domaine 
siuu;  en  dehors  de  C(!s  peliles  courbes  fermées,  ce  second  fadeur  convergera 
uniformémiTil  (hins  ce  domaine.  Donc,  dans  ce  domaine,  D  (^^  cr)nvergera 
absoliiuirul   cl    iiuiloi'MJi'Mieul . 

C<jmiiiii'  (  lia(  mu  des  termes  du  dc\elo|ipeiiirul  (h'  Dt,:)  '^"'1  une  londiou 
analytique  de  c,,  0(2.)  sera  dans  ce  même  diuiiauu:  une  loudion  analytique. 
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Celle  Idiiclion  sera  miltornic.  |)iiis.(|irell('  est  eiilièremenl  flcleriiiinéc  (|uanil 
on  se  donne  ^,  elle  ne  [leul  avoir  d'aulres  poinls  singuliers  que  les  poinls 

ç=  — 2rt±v/ë„. 

•le  (lis  (|ii<'  ces  |iiiiiiis  siiij;Mliers  sonl  des  p(Mes  simples. 

En  edel,  siippdsdus  (juc  ;  leudc  \  ers  —  2  y  +  \  0n,  — j  l'Ianl  ciil  irr. 

Envisageons  le  piciduil  II'  diml  les  di\crs  lacleiirs  sonl  ici  lous  de  la  forme 

1+ 151?^ 

Quand  ;  Icndia  vers  sa  liiiiile.  lous  ces  f'acleurs  resleronl  Unis,  exceplé 
le  facteur 

Soil  H'i  11'  prodiiil  iihk'iiu  en  supprimani  dans  II'  ec  fadeur  el  S,  la  série 
ohlcnue  en  supprimani  d;ins  S  les  terme  cfuiespondants.  c'est-à-dire  ceux  qui 
conlienneni  ce  déiKiininaleur  (2y4-;V-  —  0o.  I^a  série  Si  convergera  môme 
quand  ;  atteindra  sa  limile;  el,  camiiie  on  a 

on  voil  que 


11',  =  II 


(2./•-^-g)--eo 


reste  fini  quand  \  alteinl  sa  limite.  l3onc 

ii(2y-+-$-v/e„) 

reste  fini  el,  comme  DiÇ)  esL  loujours  plus  petil  tpie  II  en  valeur  absolue, 
le  produit 

n(?K2,/-*-?-v''eo) 

reslera  fini,  ce  qui  monlie  que  le  ])oint  singulier  est  un  pôle  simple. 
La  fonction  n(i;)  est  donc  méromorphe. 

Comme  la  convergence  esl  alisoliie,  cui  peut  intervertir  Tordre  des  lignes 
el  des  coltmnes  du  déterminant.  Or,  changer  ^  en  ^ -|-  2,  ou  i;  en  — ;,  cela 
revient  à  une  semblable  interversion. 

Donc    DfH)   ne   change   pas,   soit    cpiand   mi   change  ^  en  ^-\-2,  soit   quanri 


La  fonction   D  (0  s'annule  pour  l;  =  c,  puisque  pour  i;  =  f,  les  éipiations 
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(;i   ter)   llr  iIiHitcuI   |iiis  dc^  (miu:!!  khis  (  >  ),  (|iji  doixciil  ('Ire  siilisliulcs  i'i  l;i  fuis. 
A  cuiiM'  lie  l;i  |)iM[(HlR-il('  lie  lii  loiul  11111.  clli'  >'iiiiiiiil('  ('j;iil('iiiciil  |)(iiir 

Ç  =  ■_).  n  -+-  c 

L'I,  couiuH'  l:i  Idiuliiiii  csl  |iiiir(',  piiur 

Ç  =  2  /«  —  r. 

En    r(''siiiiir'.     ni;>    ''■'l    ii'i''    liiiuM  mil    iiu'i'iiiuiiriilic   ilc   ï;    de    |)lus.    rlk'    usl 
périiKliiiui'  [wrc  la  |)i'Tiiid('  :!  cl  ne  iliiiunc  pas  (juuud  un  change  ^  en  — 5. 
En\  isat;e(iii>  jnaiiilcnaiil  rcxprcsMini 

C'cbl  encore  une  idiieliun  jii('riinK)i|ilii'  de  £.  Le  prciiiicr  hulciir  dcNicnl  luliiii 
j)oiir  ^  =:  2/(  ±  \  Wo,  niais  alurs  cosTrï  —  cos7ry0o  s'annule  el,  eoiniiie 
l'inégalilé  (.'>)  iiionlre  tjiu'  Ions  nos  pôles  sont  îles  pôles  simples,  la  loiuliou  I'  (;) 
reste  finie.  Pour  'c^=  2/1  zhc,  le  dénoininaleur  cost:^  —  costtc  sannule: 
inaibD  (i)  sannule  égalenienl  eL  la  l'unclion  F(5)  reste  encore  finie. 

Donc  F(i;)  esl  une  l'onction  l'iitière. 

Comment  se  conipurlc-l-cdlc  ipiaiid  |i[  augiiicnli'  indéliniiiii'iil  ?  (.(iimiie 
la  fonction  est  jx-rioiliipie,  il  sullira  tie  donner  à  ^  des  valeurs  <l(inl  la  jiarlie 
réelle  resleia  {iiiiiprise  ciilrc  o  el  '2;  si  l'on  parlat;c  Ir  plan  des  ^  en  liandes 
par  des  droites  parallèles  éqiiidislaiilrs.  pcipcudieulaiics  à  Taxe  des  ipiantités 
réelles,  et  que  léquidislance  soil  et;ale  à  2,  les  valeurs  dont  il  vient  d'èlre 
(pieslion  seront  coiii|)rises  dans  1  une  de  ces  fiandes.  El  il  esl  clair  <pie  dans 
les  aiilre  liaiide-.  la  IdiielKin  piTiddupie  I"  (  ^  )  reprendra  les  iiièiiies  xaleiirs. 

.Si  la  \ariai>le  £  resie  dans  celle  liaiide.  elle  ne  poiina  cidilre  indeliniiueiil 
s.'ins  (pie  sa  |)arlie  luiaglnaire  cniisse  iiideliin  ineni .  (  )i'  il  esl  clair  (pie.  (piand 
la  paille  iniai;iiiaire  de  £  croil  iiidc'liniiiienl .  ICxpression 


(■i«+  5/'— fc>uî 


li'iid  \ers  Z('ro.  (  .liaeiiii  des  (deiireiils  du  d('leriiiiiianl  Dli)  leiid  donc  \ers 
zéro,  sjiil  les  elciiieiils  de  la  diag(uiale  principale.  (  .liaciin  des  leriucs 
du  de\eliippeiiieiil  de  (  c  dilei'iu  ma  lil  leliil  ddiic  \er's  zéro,  saiil  un  seul  leiliie 
qui  reste  e^al  a  1.  (.oiiiiiie  la  coiiser;;eiice  du  delerminant  est  uniloriiie, 
cida  \enl  dire  (iiii'  le  dclei  iiiiiianl  leud  \eis   1. 
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Dniilif  |iiirl.  nisrî  Irnil  \rrs  Irnfini,  de  sorle  (|iii'  le  iii|>|iiiil 

pos-^  —  cos-it  v'^n 
cosjc  $  —  cos-'- 

li'iiil  niissi  vers  i.  Donr  F(i)  Irnd  mts  i.  Ainsi  F Cz)  est  uni'  t'imcllon  entière 
qni  Icnd  \cis  i  (|iiMnd  £  erdîl  inili'lininu'nl .  Elle  i"-!  dune  lime  dans  tmil 
le  |d:in.  C'esl  donc  une  eon^liinle.  el  ediiime 

limF(|)  =  i         (pourf=t»), 

celle  consinnie  ne  peul  ôlre  ((ue  i. 
On  M  donc 

F(0  =  i. 

c'esl-à-dire 

COS  -Ç  —  COSTZP 


a(X)  = 


COS-^  —  COSK  ^'00 


C.    Q.    F.    D. 


Nous  savons  (|ue  le  diMeniiinanl  Vtf)  esl  une  lonelion  enlière  de  On.  0|,  .... 
il  esl  aisé  de  se  faire  une  idée  de  la  rapldile  a\ec  laquelle  converge  le  dévelop- 
penienl  de  \-(;)  suivani  li's  |)uissances  de  ces  ilifTérenles  variables.  Les  principes 
pr(''C(''dents  periuelleiil  en  ellel  de  reconnaîlre  que  chacun  des  ternies  de  ce 
d(''\eloppeinenl  esl  plus  pelil  en  valeur  absolue  que  le  terme  correspondant 
du  produit  lullui 

^  SI  e,| +  (■.>.» +  ^^ 
4"-  —  I 

Sous  le  signe  i.  l'indice  /,  de  0/,  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières 
positives,  nc'gallves  ou  nulles. 

Oi'  ce  produit  est  aisé  à  calculei'.  Posons  ^  |  0/,  |  :;=  —  Q-  ;  je  vins  que  les  zéros 
du  produit  sont 

$  =  2«dzQ; 

ce  sont  donc  les  rnèuies  cpu^  ceux  de  cost:  —  costtQ.  Le  prodiul  est  dune  égal  à 

A  (  COS  -  Ç  —  COS  -  Q  ), 

A  ne  di'iiendanl  que  de  Q.  Faisons  ï  =  o:  Il  vient 

n  '"'~'^'  =  A(i-cos-Q). 
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Ol'  le  premier  nieiiiLre  peiil  ^"eciiic 


g«- 


'V'^- 


(-S) 


■J.    \       l/f-J  _ 


siii 

2  ■      r.Q 


D;ins    Ces    deiiiières    i'(|ii;il  iiiiis.    du    di)inie  m   //,   siius  le  sij^iie  11,   les  Mileiirs 
|iii>il  iNes  +  I  ,  +  a iif/  iiif .  (,)ii  w  (liiiic 

A  =  '. 


Le     leriiie     i;rMit''r;il     (In     iléveloppeiiienl     île    \7(^)     siii\;iiil     les    puissances 

lie   t)„.    W, esl    donc    plus   petit   que   le  leiine  Col  resp(iiiil:iul   (In   d(''\el(ip- 

pemeut  de 


(III     I 
( 


■1  2  4  .i 

C.elii  periiiel  de  se  rendre  iiiniple  (le  l:i  rMpii^lite  de  In  C(iii\  eri^enri^ 
ileleriii  niiiiil  de  ilill;  (ili  l'appréciera  mieux  eiiCdre  si  Idii  se  rappelle 
pie  de  iioiiilireiix  leriiies  liKiliipieiit  dans  le  delerniinaiit,  landis  iliie  le>  lermes 
CDiTospoiidaiits  figurent  diins  le  proiliiit  inlini  aiupiel  nmis  le  coiiipardus. 

On  n'iiiartpieia  (jiie  le  di'terniinanl  ipie  j'appelle  '^  (^)  n'est  pas  tout  à  lait 
le  nii'uie  (pie  celui  (pie  M.  Ilill  désigiu;  ainsi;  poiii-  passer  de  l'un  à  la  iilre. 
il  laiidiait  multiplier  tous  les  élt'nicnts  par  /(.  Ce  lacleiir  '\  n'a  ete  intnidiiil 
(pie  par  inaiK  erlaace.  piiisiiualdis  le  déterniinanl  i^lex  lendrait  laliiii:  |e  crois 
a\(>ir.  en  siijiprimant  ce  lacleiir,  l'ctalili  la  Ni'iitaMe  pensée  de  M.   ilill. 

Il  est  aise  de  \(nr  ipie 

ou  par  un  calcul  de  luiil   puiiil  semldalde  à  celui  (pu  pri'Ci'de 


v(5)  =  n(i) 


,  cos  ~\  —  cos  Tz  V  ëii        r;os  t^\  —  cos  k  r 


iJaiis  le  cliapiire  cite  (\\ll)  des  NolC'i'lli'S  inrtliodes  de  lu  Mrcu Itiiiue 
céleste  l  l .  Il  j,  j  ai  désii^né  par  ^(^i  )  un  autre  deteriiMiianl .  à  sa\oir  cidiii  ipi'iui 
(h'diiil   de    □  (  ;  )  en  iiiiill  iplia  nt  la  li^ne  nu  menilee  zi'ii  i  |>ar  i-   —  t),,.  cl  la  lii;ne 


■ii)((''e  /(  (  Il     II  )  par 


- — )  d  on 


V(?)  =  nf?)(;'-e„,ii 


(  ç  +  2  n  j^  —  Bq 
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Or 

(g2-eo)II^^"^  ""f  ~^"  =  A(cos-J-cos:r  vëo), 

A  élanl  indépcndanl  de  £  cl  de  0o;  d'où  pour  ^  et  0o  inrniinicnl  pcllls 

ç2_eo=  2A  sin  '^  (|+  v/ë,)  sin  î:  (^/ë„  — Ç) 


d'c 


et  enfin 


^•>_eo=  :^A(e„-r-), 


^=i;r 


V(Çj=  ^  (cosr  V  ë„— cos:r|). 


CINQUIÈME  PARTIE.  -  THÉORIE  DES  PLANÈTES. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  ORRITES 


LA  MÉTHODE  DE  LAPLACE 


Bullelin  astronomù/ue,  t.  33,  p.  1(11-187  (mai  ii|oG). 


Introduction  :  choix  de  l'époque. 

niiMi  ([110  l;i  iiu'IIiihIi'  dr-  f^aplnco  soil  Innihi-o  dans  un  injuste  disn-édil, 
tdlc  me  |i:ir:iil  |iiiscnli'i-  cciiains  avanlagcs,  doni  \c  |)i-inci|ial  est  la  fanlité 
de  se  seixir  ilc  plus  de  Irois  observalions  ;  c'est  ce  (|ui  me  ildeiinine  à  puljlier 
(|iiel(iues  réilexions  (|u  «die  ininspii'e. 

J"eiii|diiicrai  les  nulaliiiiis  sunanlcs  : 

J'appellerai  \,  Y,  Z  les  coordonnées  liélioeenliiipies  de  la  Terre;  x.  T,  c 
celles  de  la  planète;  p  la  distance  Terre-Planète;  Ç.  //,  J  les  cosinus  directeurs 
du  rajon  vecteur  Terre-Planète,  de  telle  façon  fpie  les  coordonnées  géocen- 
Iriques  de  la  planète  seront  pï,  pr,.  oÇ  et  que  Ton  aura 

a;  =  X-i-pç,         _}-=Y-i-sTi,         c  =  Z-+-pÇ. 

J'appellerai  r  la  distance  Soleil-Planèti'  el  Pi  la  ilistance  Sideil-Terre. 
Le  mouvenienl  de  la  Terre  étant   connu,  X,  ^  ,   Z,  R  peuvent  être  regardés 
H.  P.  —  VIII.  5o 
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Ciiiiiinc  ^^lllllll^  :iin>i  i|U('  leurs  (li''ri\(H's  di's  tllllt'icnls  inilics.  (_)ii  (iliscrw  ii.  r;.  Ç 
à  trois  ô|)(H[U('s.  cl  1  un  Iicjiinc 

y\  l'éiioiiiie  /,  :  Ç  =  ?,,         ■^  =  •11,         Ç  =  Çi, 

«  <3  :  f  =  Ç:i,  f)  =  '1:1,  ?  =  Çs      (')■ 

Des  trois  \:ilciiis  <l(>  t,  un  dciliiil  |):ir  inlc'i'|)(il;il  ion  la  xalcnr  lic  ;  cl  celles 
de  SCS  dcnx  ]>rcniièrcs  dci'i\ccs  £'  cl  t"  à  nnc  ccrliiinc  l'jxxiuc  l\  cl  I  nu  l:iil 
de  nn'Mnc  |Miur  r,  cl  |i(Mir  Ç. 

Les  toiiiinics  d"inlcr|)(ihili(ni  nous  (hinncnl 


On  \i)ll  c[nc  J  se  présenle  sous  la  l'orme  d'un  polynôme  du  second  degré 
en  /,  de  soric  (jue  E'  se  réduira  à  un  poljnome  du  premier  degré  et  ^"  à  une 
conslanle. 

Quelle  csl  l'eiTciir  Cduiiiiisc  piii'  l'eiiipldi  des  tniiiinlcs  (i)?  L.'i  parlie 
la  plus  inipcirlanle  csl  c\idcmiiienl  celle  ipji  |iiu\ieul  des  ler'mcs  du  lioisicine 
ordie  en  /  ipil  snnl  les  premiers  termes  négligés. 

La  t'urmule  (  i  )  nous  donne  l'unique  polyncune  du  second  degié  rpii  prend 
les  valeurs  Ei.  hi-  :i  |ionr  /:=/,.  /  =  /.,,  /  =  /;,.  Si  nous  voulions  salisf'alre 
à  ces  iiu"'mcs  coudilious  par  iiu  polvnoine  du  Iruisicnic  dcgri'.  d  laudrail 
a I ou  1er  à  la  l(ji mule  (  i  )  un  |iol \  uouic  ilii  I |(Hsu''uh'  degré,  s'annidanl  poui'  /  =  /i, 

y  in 

1=^1.,,    l=ztf[    ce   pidNlioiiic   serail   cNidcunnen!    de  la  loruic  ''    IL  eu  dcsignani 
par  £'"  la  iK'rixi'e  licjisièuu'  (le  i;  cl  en  posaril 

Ainsi  l'erreur  coiiimlse  sur  ^  sera  sensihlcuu'Ul  '.n.  rerreiir  commise  sur  E' 
sera  sensiMciMcnl  \  IL  cl  l'erreur  coinuilsc  sur  f"  sera  sensiblement  VU"- 

Les  époques  des  oljscrvalions  soni  1res  V()isines  cl  l'époque  /  doit  ère  choisie 
voisine  des  oliserx  al  ions  ;  donc  /.  /, .  /.j.  / ,,  soûl  1res  peliles.  (  )r  11  esl  lioiiiogène 
du  Iroislème  ordre,  II'  cl  II"  liomogénes  tlu  dciixiciiic  cl  du  premier  ordre 
par  ia|)porl  à  ces  (pialre  ipiani  ih's. 

Donc  l'iurcur  sur  H  esl  du  troisième  ordre,  l'erreur  siii\;'  ilu  dcuMcmc  ordre, 
l'erreur  sur  E,"  du  premier  ordre. 

{' )  Plus  généralement  nous  alTecleroiis  de  l'Indice  i,  2  ou  i  les  valeurs  des  diverses  quantités 
aux  époques  <,,  t,  ou  t,;  ainsi  X,  ou  p,  représentera  la  valeur  de  X  ou  de  p  pour  t  =  t^. 


DÉTERMINATION    DES    ORBITES    PAR    LA    MÉTHODE    DE    LAPLACE.  igb 

Quel  csl  le  nieilleiir  choix  à  taire  pour  l'époque  /?  On  pi-enJ  ordinaireuieut 
1  i'po(|Mt'  df  I  ohscr\ iiliou  uiovenne,  de  sorU'  (lue  Terreur  coMiiiiise  sur  E 
esl  nulle. 

Mais  il  vauilrail  mieux  choisir  (  de  telle  façon  ([ue  n"^o,  c'est-à-dire 
prendre  la  uioNcnne  iirithnn'tifpie  des  ('pofpies  des  trois  obser\ati(Uis 

'  =  \it^-ht2-^f^)■ 
l\   vaut    mieux   sacrilier  liTicur  sui'  l  qui   l•^l   du   troisième  ordre  à  l'erreur 
sur    5"    qui    est    du    |ireuiiei-    ordie.     Les    deux    avantages    >ont    réunis    (piand 
les    ol)sei'\alioiis    >onl    e(piidi>lanlcs.    mais   on    n'ohserve   pas   cpiand    on    \eul. 
on  observe  quand  on  peut. 

Nous  supposerons  iIoik-  toujours  que  t  a  été  choisi  pour  que  H"  soit  nul. 
Dans  ces  conditions,  1  eireur  sur  £"  s'abaisse  au  deuxième  ordre;  m  nous 
voulons  l'évaluer,  il  faut  tenir  eouq)le  des  teiiiics  du  ipiatrième  det;ré'  en  (;  si 
nous  voulons  satisfaire  aux  olisei\alious  par  nu  p(jl\  nome  du  cpialiièmi'  de£;ré, 
i\  lanl  ajoiilrrà  la  Icjnuiili'  (il  ou  poh  nouir  (  -^  / -|- a  )  II,  où  i"  es!  la  dcii\(''e 
quatnruic   de   t,    et    a    une  eoilstaiilc.    l/erreur  rommiM.'   sur   ;"   esl    la    di'ri\(''e 

seconde    de    celte    exjiression.    c'esl-à-dire    ipnis([ue   II  "  est  nul  )  ~  H' . 


12 


Ainsi  donc,  si   nous  a|)|)elons  â;,  o?',  ô;"  les  corrections  à  a|ipoiler  à  ;,  t',  5") 
nous  aurons  {e/i  nt'-i^lii^cdiil  les  /ci/iic.s  du  (rvisit'nic  mclrv) 

(2)  3?  =  o,        o\'='^^n\        8?"=f2n'- 


I.  —  Première  approximation. 

En  égalant  les  deux  \aleurs  de  l'accélération,  on  obtient  les  équations 


(3)  [   p"ïl-(-2p'r/+pr,"=  ^.^         ^,j, 


p"^-h2p'!;'H-pr=  j^., 


X  .r 

{:.  ri  ' 

Y  y 
Z 


Comme  il  ne  s"aj;it  encore  ici  que  d'un  dt''\(doppement  analytique  et  que 
nous  ne  nous  proposons  pas  pour  le  moinenl  de  mettre  les  formule  sous  une 
forme  immédialement  accessible  au  calcul,  nous  avons  supposé  que  les  unités 
aient  été  choisies  de  façon  que  la  constante  de  Gauss  soit  égale  à  i. 


3i(t'> 
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V|iinlons    Ic-^    r(|iKiliiiii>.    (^.i)    ;i|)r("'S    les    iiMiir    mulli|)lir'cs    [liir   li'S    iiiiiK'iirs 
lie  1,1  iiKiliict' 


il  viéiulra 
(4) 


Pi  =  rri  =  !?rxi(,;^^-i). 


Jo  n'ôcris  que  lu  prcnii^ro  ligno  tic  cliarpic  ch'lorniiiianl  ;  jV'-cris  par  pxoniplc, 

1  ?  ?■  r  I 


ç   r   ?" 

■fl       n'      'h 

V  y        yii 

^  '\         ^ 

L"(''(|iiall()n  (  I  )  pcnl  ("'li-c  jolnlc  à  li^pialion 
(■))  /■-=  p5— 2HpcosT  + Rî, 

où     T    osl     rauj;l('     Sdiis    Icijim'I    (iii    noIi    de    la     PcrTc    la    (li-.tanr('    (In    Soleil 
à  la  l'iaiièlc.  tic  sorli'  ([iir 

R  cosT  =  \?-+- Yt, +  7.^. 

Je  n'ai  j)as  à  rappclci-  ici  roiuiiirnl  les  deux  (■(pialioiis  (4)  t'I  (5)  poriiifllcnl 
de  délorminor  o  ol  ;•;  coniniciil  on  |)('ul  les  raintMicr  soil  à  la  f'ornic  d'une 
éipialion  nnif[ne  du  sepliènie  de^ii'  en  &.  soil  à  la  forme 

M  sin'  c  =  sin(  c  +  (0  ). 

11  osl  aisé  de  voir  rpiello  esl  l'inlei  pn'lal ion  i;i''Oin('lrirpie  de  l'érpialion  (4)j 
il  suftil  de  clioisir  des  axes  pailiculiers,  de  prendre  pour  axe  des  x  le  rayon 
vecteur  Ïerre-Planète  el  faire  passer  le  plan  des  xy  par  la  vitesse  relative 
de  la  Planèle  par  rappori  à  la  Terre. 

Dans  ces  coiidilioUs.  ou  a 

l=\,  -0  =  0,  Ç  =  o, 

;'  =  '>•  V  =  I',  ^'  =  o, 

OÙ    (■   d(;sif;ne    la    vitesse   du    poiiil    ;,    r;,  Ç  mu    la   sphère  C('lesle;   landis  (pie   i 
représenlf  l'angle   dn    rayon   Nedeiir  a\ec    le   plan   osculaleiir  à  la  liajerloire 
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de  ce  point  ^,  rj,  Ç,  de  telle  façon  que  le  rayon  de  courbure  de  cette  trajectoire 
est  égal  à  coscz. 

Si    nous    appelons    de    plus    cp   ran;;le   du   plan   PTS  avec  le  plan  des  jry, 
Técpiation  (4)  pourra  s'écrire 

p  ^■-  tgot  =  R  sin  T  cos  9  (^  ^-,  -  J^,  j  • 

RepreuoiiN    uiinnlenaiil    les    équations    (3)    et   ajoutons-les  après  les  avoir 
nnillipliees  par  les  mineurs  de  la  niatrice 

X     ? 

Y      r. 
Z     t 

il  viendra 

(6)  ■ip'i?rN|  +  pisr'x|  =  o. 

Avec  les  axes  particuliers  ([ue  nous  siqiposiuns  Iciul  à  liieure,  elle  s'écnrail 
2p  <-•  +  P  (  ^  —  rMgatgç  1  =  o. 

Ajoutons   eiilin  les  équations   (0)  après  les  avoir  iinillipliées   par  t,    0.   Ç, 
il  viendra 


p"+p.çr  =  ^  +  ^?x(;3_A). 


Piappelons  en  efl'et  que,  ;.  r),  Ç  étant  des  cosinus  directeurs,  le  point  ;,  ry,  Ç 
décrit  une  courbe  spliérique,  de  sorte  que  l'on  a 

(7)  i:?-  =  i,       s|?'=o,       i:r-+2çr'=o. 

Calcul  des  éléntenls.  —  Ayant  ainsi  calculé,  en  première  approximation, 
p,  p'  et  p",  il  est  aisé  d'en  déduire  les  valeurs  des  éléments;  nous  avons  d'aiiord 

a;  =  \  -H  p  ?, 

ce    qui    montre    que    les    coordonnées   héliocentri(jucs    sont   des    polj'nomcs 
du  premier  degré  en  p. 
Quant  aux  vitesses,  on  a 

x'=  X'+p?'-(-  p'Ç, 

\',  ?'  et  ;  soiil  Connus.  Donc  .r'  est  nn  polynôme  du  premier  degré  en  p  et  p', 
el,  comme  le  rapport  de  p'  à  p  csl  connu  par  l'équation  (6),  c'est  un  polynôme 
du  premier  degré  en  p. 
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Le  carre  de  la  \ilosso  .r'- 4-  v'- 4-  :■'-  i'>l  ex  idcuiiiu'iil  ci^al  à 
1  \'"--h-?.  p  i  X'  ?'+  2  p'  i;  X'  l-hf-l.  l'-'-hç.'-  ; 

c'est  iliiiic  un  |>(il\  iKPiiic  (lu  ili'UXK'iuc  (lci;n'  en  p. 

Los    (■•(|Malions    { .])    ol    {h)   nous   donucnl      ^   cl    /-'    sdus   la    l'ornip    do   dcnx 

|iol\n(nni's  du  |)roniH'i'  ol  du  di'nMomo  do;;ro  on  p;  ilonc  osl  un  |)ul>  nuuio 
du  I  l'iiiMruic  d('i;r(''. 

L  oiiualioii  dos  kircos  vives 

(8}  J_   =   l_l£^-2 

?.  «  /•  2 

iiuinlro    alors    ciiio    -   (a  otanl   lo   iirand   a\o)   osl    nn    indvnoinc   du    Iroisioino 
'         n    -  '  '      ■ 

degré  on  p. 

Les  conslanlos  dos  airos  ([ui  doloniiincnl  Ir  |dan  i\f  l'orlillo  ri  lo  paramètre 

(g)  c  =y:'  —  s  y',         c'  =  zx'  —  xz,         f"=  xy'  —  yx' 

apparaissent  couiuio  dos  polynouios  du  douxioino  do;;ro  on  p. 

Pour  avoir  la  lonj;itude  du  pcriludli',  on  partira  dos  trois  conslanlos 

/  =—  'J  +y'c"—z'c\ 
(  lo)  i^  f  =  —  •'-  -f-  z'c  —  x'c", 

/"  =  —  y  -hx'c  —y'c, 

qui  so  prosenleni  sons  la  forme  do  polvnomos  du  (pialriônu'  doyrô  on  p. 
Le  vecteur  dont  les  composantes  son!  /,  /',/"  a  môme  direction  que  le  grand 
axe  fir  l'urlulo  et  osl  propojlionucl  à  roxconlricit(''. 

En   rosunio,   loiilos   nos   constantes   sont   d('>   polynômes  entiers  en   p   dont 
les  cocfficienls  sont  dos  foncli(jiis  ralioiimdlos  de  i;,  i;',  ^",  rj,  rj',  r",  Ç,  Ç',  Ç". 

Calcul   de  /•',   x",   od" ,    ....   —  Commo   /-   osl  un  |iolynomo  du  deuxième 
degré  en  p, 

/■^=P'-+'2pïX5  +  i;x=, 

il  \  iont 

/■/•'=  pp'+  p  (xx'?  -h  ix  I')  -t-  p'i;  X  t  -H  vxx', 

ce    (jui    uiDiiln-    ipjr    /■/■'    cil     uu    pid>iii]uu'    du    douxièiiio    degré    en    p,    et, 
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par    coiiséquenl,    (\uv    r'^=-(rr')    esL    un    polynôme    du    cinqulùine    degré 
el  que  ^  ;=  —  (/t')  esl  un  polynôme  du  Uoibièmc  degré. 
D'autre  pari, 

Il  -^  Il  )  /,         —  -S 

sonL  des  polynômes  du  deuMènie  degré  el 

,      ,  ,„      —  •'^'       3x/-' 

(11)  X    =    -—-  H 

sera  aussi  un  polynôme  entier  en  p  dont  le  degré  s'élèverait  à  9,  mais  pourrait 
(^Ire  abaissé  à  6  en  se  servant  de  l'équation  du  septième  degré,  à  laquelle 
satisfait  p.  Mais  il  est  plus  simple  d'écrire  simplement 

^  [ 

(  1 1  Ois)  a;"'=  -I-  3  x/t'  — 

/■■'  /•* 

et  de  remarquer  que  -j  et  xit'  sont  des  polynômes  du  deuxième  et  du  troisième 
ordre. 

On  a  ensuite 

x"        (i.r'r'        3x  dirr' ]  xr'"- 

(12)  j;"  = -\ -, 1 '  _ij— . 

/■'  /■•  /••>        dt  r" 

Nous  voyons  que  x"  se  présente  également  sous  la  foruie  d'un  polynôme 
entier  en  p;  en  eilel,  il  en  est  ainsi  de 


X     _  X 

75  =~  70'    ^ 


r         X  r         /  r'  \- 

/■>        !■■>  r-        \  r-  / 


et  il  reste  à  montrer  qu'il  en  (!St  de  même  de  — ^ — ;  or,  on  trouve 

'''■'■'            '^    V          ■          V         II         V      'o                 ~X-                    „                 I           V.      ',                   >              ^X- 
;-     =     j-  ijXX   =  i.XX    -i-  i.X  -  = h  ^X  -  = h  Zx  -  = -\ , 

f/f         al  r'  r  '2.  a  '2. 

lirr'  .  .  .   . ,  . 

on  voit  que  —7-  est  un  polynôme  du  troisième  tiegré  en  p. 

Calcul  de  4'"  et  t," .  —  En  dilléreiitiant  les  équations  (7)  et  (3),  on  trouve 

(i3)  2çr=-3i:ç'r 

et 

(   p"'  ç  +  3  p"  I'  +  3  p'  Ç"  -H  p  ?■"  =  x'  -  X'", 

(  '  'i  )  p'"  -n  -4-  3  p"-n'  -h  3  p'  -0"  -+-  p  -V"  =  .>•■" -  Y"' , 

f  p'" Ç  -+-  3  p"  Ç'  -I-  3  p'  Ç"  -H  p  Ç'  =  s'"  —  Z'". 
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Los  seconds  [iumiiIii('>  m)hI  coiinM^.  ^lilcc  m  1  ('(lUMlioii  (il);  ce  sont 
(les  polviKiiiu's  (■iili('r>  eu  p.  Si  ikmjs  niiill  i|i1ii)ii>  les  ('(|iiiil  ious  (  1 1")  )  par  ^,  y),  Ç 
el  qiu'  lRiii>  ;i  joui  Kiiis.  il  \  iciil,  en  Icniinl  coin|)U'  tic  (  i.i  ), 

l\('iii;ii'(|iioiis  (|ii'('ii  \<'rlu  <l('s  ('([iiiiilons  (,  i  i  ),  roxprcssioii  l,^:r"'  ipii  lif;iiro 
(liiiis  le  ilcii\i('iiic  nifinliri'  ilc  (  i ,') ')  poiil  s'écrire 

do  sorle  que  r-2Llx"'  cl.  pur  conséipiciil.  /- p"'  se  présenle  suiis  l;i  forme 
d'un  polynôme  du  quiilrièiiie  de;;ré  eu  o. 

Une  fois  p'"  deUerminé,  les  équations  (  i4)  douiicronl  £'",  //'",  Ç"  sous  la  forme 
de  polynômes  euliers  eu  p. 

Dilléreulioiis  une  fois  eucoie  les  éipuilions  (  i.i)  el  (  i4)i  il  \ieiidia 

(i6)  i  ??-=- 42  ?';"■- :ii:ç"- 

el 

(  p"  i  -H  4  p'"  r  -I-  <; p" ,-"  + 1  p'  ?"' -t-  p ,-"  =  -i-"  -  X"', 

(17)  p■''r,-H4p"'V^-6p"Tl''^-.1p'V-^-pV'■  =  .)"  -  Y'>, 

(  p"-  ^  +  4 p"'Ç'  -f-  6p"  r-)-  4 p'  r" -I-  p  ï"  =  s"  -  Z'>'. 

Les  seconds  membres  sonl  connus  en  verlu  île  Féquiilion  (12);  on  conçoit 
donc  que  l'on  |)uisse  lirer  p",  >"',  r",  Ç"'  des  éqiialions  (16)  el  (ij)  eu  les 
trailanl  ciimiiic  les  cqiialions  (10)  et  (i4);  Ifs  inconnues  se  présenleroul 
sous  la  toriiie  de  ioiu'lious  ralionnelles  de 

t  -r  ''  ■  '■-'  -r,'        T'  ■  t"  -r"  1"' 

P  •  ;i        11        ■.  ■  ,   1        1         t    •  ;   :        'l    ■        ■= 

el  ces  foncliiuis  raliouiielk's  poiirronl  loiijours  se  ramener  à  des  polynômes 
du  sixième  degré  au  plus  en  p  dont  les  coeflicienls  seront  rationnels  en 

S>      T>      ■=>  1  !      '\  1      •=  '  ■=  >      ^  )      "=  • 

II.  —  Deuxième  approximation. 

Les  \alcMr«.  ilc  ^,  ^',  ç".  .  .  .  lie  sonl  i|u  approximaln  es  cl  les  cipialious  (2) 
nous  font  comiaîlre  les  erreurs  commises  sur  ces  trois  qiianlilés;  toutes 
les  Idiiiinles  pii'eedi'liles  uoiis  (li)lilienl 
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Cl  les  ûléineiits  de  rorbite  en  fondions  de  ^,  ^',  ^",   ....  Ces  formules  sont 
rigoureuses;    mais,    comme   les   valeurs    de  ^,  ^',  i;",    ...    qu'on   y  substitue, 
ne  sont  qu'approchées,  les  valeurs  (jue  l'on  irouvera  pour  p,  a'.  ...  ne  seront 
plus  qu'approchées;  il  s'agit  maintenant  d'en  calculer  de  meilleures  valeurs. 
Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  continuerons  à  désigner  par  les  notations 


t  i  i  -r 

^)  S  î  S   )  'n        •  ' 

p,  p',  p",  r,     X, 

l  ,        „ 

- 1     c,  c-  ,  c  , 

a 


non  jnis  les  la/ciirs  (\v(ilI<'.s  de  ces  diierscs  quantités,  mais  les  valeurs 
approchées  telles  que  nous  venons  de  les  calculer.  Les  valeurs  exactes 
seront  désignées  par 

;  +  s?.    r  +  sr,    •••, 


1    ~  ' 

1-  0  -  )      c+  oc, 

a  a 


Observons  qui'  les  équations  {'j)  ne  seront  plus  exactement  satisfaites; 
on  aura  rigoureusement  par  exemple 

i:(?  +  S0-^  =  i 

et  —4-'  ne  seia  (prapproximatnemi'nt  t-gal  à  i.  Mais  cette  circonstance  ne  peut 
nous  gôner. 

En  ell'et  les  formules  (4),  (5),  (6),  (8),  (9),  (10)  sont  rigoureuses, 
en  ce  sens  qu'elles  expriment  aussi  bien  la  relation  entre  les  valeurs  exactes 
de  p,  5,  ...  qu'entre  les  valeurs  approchées  de  ces  mûmes  quantités.  Si  donc 
nous  avons,  par  exemple, 

?  =  ?(?,  r,  •••), 


nous  en  déduirons 


Les    \aleurs    ni.    ô^',    0^"    nous    sont    tlonnées    par   les    formules    (2);    poui 
calculer  ôp,  or,  00'  il  faut  calculer  les  corrections  des  trois  déterminants 

\va"\,     i?rxi,     i?r'x| 

H.  P.  —  VIII.  5i 
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uni  lî^urciil  ihiii>  les  f(|ii;itioii>s  [i\)  iM  [(i\;  un  lrou\e  sans  j)ulne 
]\uiis  suniiiii's  iltinc  cuniluil?  A  ciilculcr  les  (|u:ilrc  ilck'rniinanls 

i?rri,  !??'?"•!,  i?rxi,  \',^"x\, 

\(Mis  iiini>  scixinins  pour  ci'la  di's  Oqualldns  (i4)  t'I  ('7)- 
AjiMiions   li'>   ('(|ualions   (i4)'   til>i't's   les   avoir   mulUpliL'Os   par  lus  iiuiiuurs 
ilr  la  iiialncc 


y  f'i 


il  \  icnilra 

(  ,8  )  3  p"  I  ?  rri  +  ?  I  ?  r"  r  i  =  i  ?  •^"'  ?"  i  - 1  ?  x»  i- 1. 

Il  laiil  ilonc  calculer  les  cleiiv  dcMcrniinanls 

lEf^'"!    cl    !?rx"'| 

cpii    iiymenL   tkuib    le    ileiixiénie   nieuibre  de   (i8).   Or  récjuaLion   (ii)    nous 
donne 

I  ?  ?"  -<-■'  I  =  1 5  ?"  ( X'  +  p' ;  +  p  r  )  I  =  1 5  ?"  X'  I  +  P I  ?  ?"  ?'  I 

l?Ç"X"'|=-^,|??"x'|  +  ^|??"x|. 


cl  l'un  a 


cl   de  iiicnie 


(  )n  li'iiin  e  ddiic  liiiaiciiieni 

Mo)  pi?;"'?";  =  i??"x'i(^-^,)  +  3|?rxi(|^-;^)-i??'?"i(^+y). 

(',al<■ldllIl^   iiiaiiilciiani  |  ;  £'£"  |  cl  pour  C(da  aioMlon>  les  e(pia  lions  {\'])  après 
les  :i\()ir  niiill  ipliccs  par  les  inineiirs  de  In  inalrice 


ç   r 


DÉTERMINATION   DES  ORBITES   PAR   LA   MÉTHODE   DE   LAPLACE.  4o3 

il  viendra 

(20)  6p"  I  ?  r  r  I  +  4p'  I  ?  r  r"  I  +  p  I  ?  r  1'"  I  =  i  ?  r  ■^"  i  - 1  ?  r  x- 1. 

Nous  avons  à  calculer 

i?rri,  i?r^"!,  iç?'x-'|. 

nous  Iruuvons,  en  \erUi  de  (12), 

Pour  avoir  |^>'X"|   il   suffit  de  remplacer  dans  celle    l'ornude   /■  par  R  et  x 
par  X;  si  nous  nous  rappelons  d'ailleurs  que 

1??'-^-  i  =  i?rx  I, 


nous  voyons  que  le  second  membre  de  (20)  se  réduit  :' 
fj^        3    drr'        vj  1''-         i  3    dl\K        r,  K-' 

[  7^  "^  7.;    ,/<  ;i        FTs  ~  R5  ~Tïï~ 

ce  que  j'écrirai  pour  al3rét;er 


;J-]ui-x,.a(i--)urv| 


M  i  I  r  X  I  +  >  i  5  ?'  X'  I, 

l'dur  avoir  \'i'i^'il"\   il   faut   revenir  aii\  équations  (i4)  et  les  ajouler  après 
les  avoir  iiiulli[diées  par  les  mineurs  de  la  matrice 


■Q     fi 


on  Iroine  ainsi 


3p'i$?'n  +  piç?'r'i  =  i??'-^'"'i-i5rx'"i, 

l'I  en  raisdiiiiaiil  comme  [)liis  liant 

i?r--"'i-i?rx"'i  =  i?rx'i(,;3-;î,)  +  3|irxi(^-^;). 

Tous  les  termes  de  l'équation  (20)  sont  ainsi  connus. 
Passons  au  calcul  de 

|ir"X|; 

pour  cela   il   taut  ajouti'r  les   équations   (i4)  après  les   avoir  multipliées   par 
les  mineurs  de  la  matrice  |ÇX|,  ce  qui  donne  évidemment 

(lii)         3p"i$rxi  +  3p'i?rxi  +  purxi  =  i?.i-"'x|-iix"'xi, 
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ol  I  un  lidiiM'  (1  ailk'iirs  iiix-iiu'iil 

-|?^"'-^I=,?,I?5'^I+;!,I?X'X|, 

.\iiiM  l(Mi>  les  Ici'iiu's  (le  (  :î  1  )  .-.c  Iroiisciil  coiiiiii.'-. 
Il  rcsic  :i  ciiUiilci' 

I  ?  ?"^  X  I, 

cji    iij<iiil;inl    les   i''(jii!i lions    (  i~)   iipirs    les   ;i\uir    iiiiilli|ill('cs    |)iir   k's    mineurs 
(le  l:i  iiiiilrico  UX|.  On  Iroiive  iiinsi 

(22)      î  o"'  I  {  r  X  1  +  dp"  i  ?  r  X  i  +  4  p'  I  5  ?'"  \  I  +  P  1  Ç  ?"■  X  1  =  I  ;^'"  X  I  -  1?X'«  X  i. 

V.n  liiisomiiinl  cuiniiic  |i1ms  IimiiI.  un  \uil  (|ii('  le  sccunil  nicnihie  se  l'i'fliiil  » 

D'aiilrc  jtarl.  p"  csl  donné  pai'  ri'(|iiiilion  (  i5). 
Le  calcul  de 

siirri-  si?rxi,  siçrxi 

(■si    dune    Icruiine   l'I    r(Ui    \uil    (|ue   dans   ce   calcul   ne   s'inlroduisenl,   que   les 
di'IerMiinanls  cunlenus  dans  la  lualrice 

(23)  i??'rx'xi. 

(  alvuL    de    ôp,    or.    nrj .    —    l^a    ilillV'renlialion    des    equaliuiis    (4)    el    (5) 
nous  fournira  op  el  or,  la  première  duiinera 

(24  )        s  p  I  ?  r  ?"  I  -  3  ^j  ?  r  X I  =;-  p  s  !  s  r  ?"  i  +  (  j,',  - 1,  )  s  i  s  r  x  i, 

el  la  seconde 

/■  0  r  =  S  p  (  p  —  W  c<  is  T  ), 

de  sorle  (lue  le  |ireMiii'i'  iiieinlire  de  {:if\)  JX'Ul  èli'e  remplace  par 

3p(i?rr:-^i??'xi), 

où    I'   esl    l'angle    suus    lequel    un    \uil    de  la    IManèle  la   dislance  Terre-Soleil  ; 
on  a   en   l'occasion   Av  ealculei'  cel  anj;le  en  resuhani  l'i-qualion  luildanieiilale. 
On  uhlienl  op'  en  diirérenlianl  l'équalion  (6),  ce  (pii  diuine 

2Sp'i?ç'xi  +  spi?rxi  =  -2p's|?rxi-p2|çrxi. 
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Ainsi  op,  oTi  cl  oo'  s't'xpriinciil  liilKinncIlciiiciil  en  touclion  de 

?i    î^     1,    ^-    ; ,     n  ■    ^  ■    ^ .    1 ,    ,  . 

fl  (liiiis  li's  Cdcfliciciils  tics  dixcrscb  [juissanccs  de  o  (ii;iircul  |)riiu:i|ial<'iiicnl  les 
di'lcrininanls  de  la  niali'ico  (23). 

Correction  des  éléments.  —  Comino  les  éléments  dépendcnl  de  x,  y,  :,  x', 
_)■',  ;',  il  faiil.  pmir  a\(iii-  le>  roi  reci  ions  des  élénienls.  calciiier  d'ahmil  les 
correc  lions 

S.i",     oy,     oc,     àx' ,     3)',     oz'. 

Or  un  IriiuNe 

3:  =  \  -t-  ^;;         J-'  =  X'  -t-  pÇ'  -)-  o'  ; 

d'où 

o.r  =  ^  os  ;  S.r'  =  ;'  So  -i-  s  op'  -t-  o  SÇ'. 

On  a  dailleiirs 

...       "'•  .," 

el  p£"   nous  esl  dunne  |)ai'  I  iM|ualiiin  (  i\  I. 

AvanI  les  coi  réel  ion-,  ô.r,  ox',  ....  il  esl  aise  de  ealenlei'  les  ediieel  kjiis  des 
(''li'nienls.  On  mjiI  i|iie  ces  eorreclions 

0       *      of.      o/.       ... 

se  un'senlenl  sons  la  tnriiie  de  fonclions  iali<innidles  de 

r^î      s,      'j.      ■-,      ..  ,      'i  '      -,      -,      ^  ,      ,  . 

C<ili'i'(liiiii  ilf  r iilx'rriition .  — .le  n  ai  pas  à  parler  ici  des  coireclions  dues 
à  la  |)aralla\e  que  Idn  peut  faire  porlei-  an  dt'hiil  du  calcul  sur  les  C(](ir- 
données  \.  ^  ,  /;  mais  il  coin  ient  de  dire  (|uel(pics  inol>  des  conecliniis  dues 
à  l'alierral  ion. 

En  MTlii  (le  ce  jdii''iioinène,  ce  n'csl  pas,  coiimie  nous  la\ons  supposé 
jusqu'ici,  aux  époques 

t^,       11,      t, 

que  X  a  réellement  pris  les  valeurs  x^,  x.^,  x^,  mais  aux  époques 

<i— xpi,      /o  —  ap.2,      <3— «pa, 

çc  ('lanl  une  conslanlc  très  pelile  et  connue. 
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R('l>renoiis  uotro  écjiialioii  l'ondamentalc 

ol  voyons  quelle  en  esl  la  véi-iliiblo  signification;  X,  Y,  Z  soni  les  coordonnées 
lie  la  Terre  à  l'inslanl  /;  .r,  j',  :■  sont  les  coordonnées  héliocentriqucs  de  la 
IManèU'  à  l'inslanl  /  —  ap;  o  est  la  dislanco  des  deux  points  X,  Y,  Z  et  x,  y,  :■; 
enfin  E,  r,,  Ç  sont  les  cosinus  direelcurs  observés  à  l'inslanl  /  el  corrigés  de 
laheiialion  des  fixes. 
Nous  auions  donc 

X  —fit  ~  ap), 

en  représentant   par  /'(/)  l'abscisse  de  la  Planète  au  temps  /;  nous  déduirons 
d.'  là 

^  =  (i  —  "■?' )  /'{t  —  "■?) 

^"=  (i  —  *?')"/"('  —  *?  )  —  "?"/'('  —  ="?)> 

ou  en  négligeant  le  carré  de  l'abcaraliun 

x"  =  /"(/-^?)-2:<P7"(<-:<P)-:<P"(X'+pI'-+-P'?), 

el  si  j'observe  que 

x"=-|,      /V-.p)  =  -^^^=-^. 


les  ('qualions  (o)  doivent  être  reuiplaci'es  par 

(3  bis)  p"? -H  ap'?' -+-??"=  î^3  —  ;^  +  axp'-^  —  ïp"(X'-(- p|'+ p'|), 

avec  deux  autres  éciualions  ipioii  eu  déduit  par  symétrie. 

Si  nous  ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  par  les  mineurs  de 


il  viendra 

(4  bis)  p  I  çrr  I  =  I  ??'x  I  (  ^  -  7.  +  ^)  -  -?"  I  ?rx'  I 

Si  l'on  multiplie  li;s  é;qualions  [Zbis)  par  les  mineurs  de 

V.       r, 
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il  vient 

C6fcA-)  2p'|ÇÇ'X|  -l-plEfX  !  =  — xo"i  X«X'!  — aoo'!X??'|. 

lie  ■iiilir  ([lie,   .>,!  00  <'l  00'  i-r|)r(''scaU'nl  lfî>  ('(invi'l nul'?  à  ;i|)|>iii'li'i'  à  p  cl  à  0'  |>ïir 
siiilc  de  ImIjci  Tiil  Kiii.  011  iinr:i 

(G/^/')  3o?'|S?'X  [-)-  3p|Çf  X  1  =  xp";EXX'  I  — xop"|?rX  j. 

Iinilili'  d'ajoiilci-  (iiic.  (Iniis  les  seruiuU  incniljres  de  (  '(  liT)  el  ((j  /cr),  on 
peuL  l'Cnipliicer  ;•,  p,  &',  0'  |):ii'  leiii-s  )ir('iuièro.s  valeurs  iij)|)r()(liees. 

Dans  le  calcul  des  ('hMiieiilN.  il  taiil  |)ren(li'e  pour  x  el  ./'  les  \aieurs  /'(/  —  xo) 
Oi  f  (t  —  «p  )  ;  on  oliliendi'a  de  la  soile  les  él(''iiienls  d'une  planète  ficli\e,  en 
relai'd  sur  la  planèlc  n'clie  dune  injanlili'  conslanlc  ap.  Tous  les  ('{l'inenls 
sci'ont  les  iiièuu's  pour  les  drux  |daiii''l('s.  sani  l'cpiMpic  du  passaf;e  au  pciiliciic 
poui'  la(pi(dl('  la  diilcreiicc  sera  y.o. 

Un  aura  d(Uic 

J.-  =  X  -h  55,         x'  =  \'  -h  oi'  -h  '/^. 

où  p  el  p'  doi\enl  cire  l'ciiiplaccs  par  leuis  \alrni-s  corri^c'es,  ce  ipii  dinine 

a-   =  X   H-  (p  +  Sp  )  ?, 

x'  =  X'  -I-  (  p  -4-  Sp  ,1  ?'  +  (  p'  -I-  3p'  )  Ç  ; 

en  négligeant  le  cui'im'  de  l'alicrialioii,  on  Irouse 

/'(!  —  x^ )  =  x'  ■+■  ap':r', 

d"où 

/('  —  «?)  =  X  -i-pÇ  -i-?Sp, 

/'(/  —  xp)  =  X' +  pÇ'  +  p' ï  -I-  5'  Sp  +  l  3p'-l-  xp'a:'. 

Si  l'on  avait  négligé  l'aherration,  on  aurait  eu  simplement  dans  les  seconds 
membres  X  +  p;,  X'+  pi'  +  p'E;  si  donc  on  désigne  par  ox  et  ox'  les  corrections 
qu'il  convient  d'apporter  à  x  el  à  x'  pour  tenir  compte  de  l'aberration,  on 
trouve 

o.r   =  Ç  op, 

Sx'  =  I'  Sp  -+-  E  op'  +  ap'x'. 

On  rem|)lacera  00  et  op'  par  leurs  \aleurs  lirées  de  {^/cr)  et  {^G/ef),  et  p' 
et  x'  par  leurs  premières  \aleurs  ajiprocbées. 
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Av;mt  les  corrt'clions  do  5.r  ol  de  ôx'  ou  lmi  dcdiiirii  ;iis('in('iil  les  viiiiMlloiis 
des  iMt'inonls  ;  ainsi,  pour  \o  grand  axe,  on  aura  par  ('X(Muple 


,    I    _ 


20  r- 

a\i'i" 

r  or  =  (0  —  U cos  T )  00 
el 

-x'  ox'  =^  -  6  Soi; 5'- ^ —  0' So'-t-  00  sX'f  -t-  20' s .r'-. 
2  r    .     .         ■>  '     ■ 

(  hi  \i)il  le  lùlr  ipif  |iiu('nl  riKNU'c  ici  lt>s  d('l('rmiuanls  de  la  uiali'irc 

Eu  (•<■  <pii  ronroi-no  la  corrcrlion  de  j)aiallax('.  appelons  X,  \,  Z  les  coor- 
(Iduni'cs  du  ccnlrc  de  la  Terre,  \  +  r)\,  ^  -\-  o\  .  X  -\-  ÔZ  celles  (\\\  lieu  il'cdjser- 
\aliiin;  la  première  cli(i>e  à  laire  e>l  de  caleuier,  pour  l'époque  choisie,  les 
\aleuisde  ôX,  ÔX',  oX";  on  a  lacileuienl  ôXi,  0X0,  ÔX;,,  cesl-à-dire  les  pro- 
jeclions  sur  l'axe  des  x  du  rayon  \ecleur  cpii  va  du  cenire  de  la  Terre  au  lii'u 
d'obser\ation  aux  ('poqnes  des  trois  observations. 

On  en  déduil  jjar  interpolation  âX,  oX'  et  ôX"  de  la  mémo  façon  ipiOn  a 
di'duil  i.  £'  el  ^"  de  ï, ,  'i.,  el  :,.  Il  IVoii  Meu  se  garder  de  calculer  ces  quantités 
en  parlant  des  lois  de  la  rotation  de  la  Tei're;  d'abord  cela  n'a  aucun  sens  quand 
les  obser\alions  ont  ele  lailes  dans  des  obsersaloires  dillérenls,  et.  quand  mémo 
elles  auraienl  eu  lieu  dans  un  luêiiie  obser\aloire.  l'orienlation  du  layon  de  la 
Terre  qui  \a  à  cet  (diseixalolic  a  varié  beaucoup  dans  l'inlervalle  de  deux 
obser\alions  cons(''(  iili\es.  el  les  positions  successives  f|u'd  a  pu  occuper  dans 
cel  inlerxalle  ne  nous  iuq)orlenl  e\ideiMiuen[  en  aucune  laçon.  l"'.n  o[)érant 
aulreiueiil  (|ue  ]»ar  interpolation,  (ui  p(Uirrail  èlre  conduils  à  de  f;ra\es  erreurs. 

Quoi  qu'il  en  s(jit  les  é(|uations  (,1  1  dexieunent 

X         X 

p"?-H-2p'Ç'-hi?"=  ^  —  -  —  SX" 

avec 

ar  =  X -H  SX  +  fiÇ,         /■'-=f;2— 2(R-hSR)cosT  +  (R  +  SR)2, 
R  SR  =  X  SX -+- Y  6Y  +  Z  ûZ 

et  les  équations  (4)  et  (6)  deviennent 

r4  bis)         ?  I  ç  rr  I  =  I  ?  5'x  I  (  ^  -  ;!5)  - 1  ?  ?'«^  I  ;^  - 1  ?  ^'^^"  I' 

(6  bis)  20'  1  ?  rX  I  +  p  I  ?  rX  I  =  -  -i  I  Ç  SX  X  I  -  !  Ç  8X"X  \. 
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Dans  les  premiers  iiieiiiljres  de  ij\his)  et  {6bis),  o  et  p'  représentent  les 
valeurs  corrigées,  il  convicmlrait  donc  d'y  remplacer  p  et  p'  par  p  4-  op,  p'4-  op'. 
Si,  des  (■'(|iiali<ms  (4^'-s)  el  ((lA/'.v)  ainsi  modifiées,  i\n\\>  retranclicins  les  éqna- 
lions  (4)  el  (6),  il  \irndra 

3pi?rr't=-içr3xi^-i?rsx"i, 

2  Sp'  I  Ç  r  X  1  -(-  s?  I  ?  r'X  I  =  -  ;^  1  I  SX  X  I  -  1 1  SX"X  I, 
fpii  nous  teront  connaître  les  rorre<tions  fie  p  el  p'  dues  à  la  parallaxe. 

i'iiinpiiraLsun  des  inéllindcs.  —  Si  nous  comparons  la  meliiode  de  I^aplacc 
à  celle  de  Ganss  an  point  de  vue  de  l'exactitude,  nous  devons  distinj^iier  ce  cpii 
concerne  la  pieiiiicre  approximation  et  ce  rpil  concerne  les  appnixiuialions 
suivantes. 

En  pi-einière  approximation,  nous  savons  que  la  méthode  de  Gauss  nous 
donne  pour  les  distances  pi,  pa,  p;,  des  erreurs  du  premier  ordre  si  les  obser- 
vations ne  soûl  pas  équidislantes,  et  du  second  ordre  si  elles  soiil  l'cpiidis- 
lantes  ;  et.  pour  les  dill'érences  p^ — pi,  p^ — p2,  des  eri-eurs  du  -.eciuid  ordre 
si  les  ol)ser\allons  ne  s(uil  pas  r'(piidislanles  el  du  Iroislèuie  ordre  si  elles 
soûl  ('(piidistanles. 

Au  coniraiie,  d'après  ce  <pii  pri'cède.  la  luelliode  de  Laplace  nous  donne 
pour  p.  p'.  p"  di's  erreurs  du  second  (udic.  el  cela  esi  \rai  qin'  les  ijhsfr%  (liions 
soient  ou  iiuii  '-qui/Zis/an/cs.  jioiinn  (ju  nu  i-liaisissc  pour  époque 

ïîupposons  que  nous  picuKUis  pour  oi-ii;iue  du  leni  |is  cel  le  epoipie , 

iKuis  pourrons  l'ciire  pour  la  torniule  de   ]  a\lor 

•J  o'" 

0,  =  0 -I- p'^i -I-  '-  /r -I-  V 'i -•-•■•  • 
■_'  b 

Comme  /,  est  à\i  premier  ordre,  que  l'erreur  sur  p,  p',  p"  est  du  second  ordre, 
et  que  nous  néglit;e(jns  entièrenieni  p'",  nous  voyons  que  l'erreur  commise  sur 
les  !'■'■,  2°,  3°,  4°  termes  de  la  série  de  Taylor  sera  respectivement  d'ordre  a,  3, 
4.3. 

L'erreur  commise  sur  pi  (el  de  même  sur  oj  et  p;,)  sera  donc  du  deuxième 
ordre. 

L'erreur  commise  sur  pi  —  p  (et  de  m*^me  sur  po — p,  p:, —  p,  o-,  —  pi.  pu  —  p.)) 
sera  du  troisième  ordre. 
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Eli  rt'Mimc.  en  ce  (|iii  iiiiuiTiic  lu  |ii('iiiu''ir  a|i|ir(i\iiiiiili(iii,  la  iiiélluidc  ilc 
l.:i]ila(('  csl  ciiuivali'iilf  à  cclk-  de  (ianss  (|iiaii(l  les  obsurvaLions  sont  ('quiclis- 
laiili's;  l'ilr  lui  csl  siipcriiuirc  quand  elles  ne  sont  pas  équidislaiiles. 

Je  ne  iiailcrai  |)as  Ici  de  la  rapidilé  des  calculs,  qui  s(uU  presque  ideuliques 
dans  les  t\v\\\  cas.  Je  veux  faire  seuleinenl  une  rcuiarcpie.  On  a  ima^iiK'  il  y  a 
(picli|nc  Iciiips  nu  crrlMiu  iKiiuhre  ilc  iiuillioilcs,  (ondées  sur  le  princi|)c  de 
(_îil)iis  cl  desliiiées  à  perlecl iiumer  la  inélliode  de  Ganss  (cf.  .istr.  Ndcliv.. 
Il"  30(il  h\ibiiiius;  n"  3075  Vugel;  n"  3159  Lorenzoni,  voit-  liiill.  aslimi..  i.  1), 
p.  4*  •''  i>4-  '•  "^-  ]'■  ISô).  Toutes  ces  méthodes  onl  pour  ol)|el  de  leiilr 
compte  dès  la  [ucuiière  appioximation  des  termes  du  (pialrièiiie  ordre. 

Si  les  ohservations  soûl  éfpiidistaiiles,  elles  nous  donueiil  eu  première 
approxiiualion  une  cireur  du  Iroisième  ordre  sur  p;  (dles  reiiiporleiil  donc  sur 
C(dles  de  (iaiiss  el  de  l.a])lace,  mais  K's  calculs  sont  plus  couipluHK's. 

.Si.  au  Contraire,  les  olisei\al  ions  ne  son!  pas  é(jiiidishinles,  les  iiiélliodes  en 
question  gardent  leurs  avantages  sur  celle  de  Gauss;  elles  oui  en  ell'el  piuir 
résultat  de  penuelli'e  il'atteindre  nne  approximiition  aussi  grande  que  si  les 
observations  elaieiil  ('qiiidistanles.  Or.  ce  que  j(^  voulais  faire  observer,  c'esl 
que  ce  n'sulial  est  précisémeni  celui  (pie  la  métliode  de  Laplace  nous  procure 
à  beaucoup  moins  de  frais. 

Une  aiilr'c  oiisei\alion  u'esl  pas  sans  imporlance.  Rien  n'enipêclu'rail  de 
cinnmencer  les  approximations  avec  la  méthode  de  Laplace  et  de  les  continuer 
avec  celle  de  Ganss.  En  eflVl,  nous  venons  de  voir  que  In  méthode  de  Laplaci^ 
nous  faisait  connaître  non  seulement  p,  p',  p",  mais  encore  pi,  pj,  p;,  et  cela  avec 
une  approximation  toujours  égale  el  ((uelquefois  supérieure  k  celle  de  Gauss. 
Or,  quand,  dans  la  méthode  de  Gauss,  on  veut  procéder  à  une  nouvelle  appro- 
ximation, on  pi'eiid  pour  point  de  départ  les  valeurs  de  pi.  p2,  p;i  trouvées  dans 
l'approximation  précédente.  On  pourra  donc  loiil  aussi  bien  prendre  pour 
point  de  départ  dans  la  deuxième^  approximation  de  la  méthode  de  Gauss,  les 
valeurs  de  pi,  p^,  p;,  trouvées  en  première  approximation  par  celle  de  Laplace. 

Nous  devons  remarquer  toutefois  ([ue,  si  nous  calculons  les  trois  lieux 
héliocenlriques  à  l'aide  des  valeurs  observées  de^i,  ^a.  ^;i,  i^i,  .  •  . ,  et  des  valeurs 
ainsi  calculées  de  pi,  pa,  pu,  ces  trois  lieux  ne  seront  pas  rigoureusement  dans 
un  môme  plan  passant  par  le  Soleil.  Cela  n'aurait  d'ailleurs  pas  très  grand 
inconvénient;  mais  il  serait  aisé  de  s'en  aflrauchir.  Par  le  .Soleil  et  deux  de  ces 
lieux,  l'i  cl  l'a  |iar  exemple,  on  pourrait  fain^  passer  un  |)lan  et  prendi'e  jxuir 
le    lioi>ièiiic    lieu    \' ■    riiileiseci  ion    de    ce    plan   a\ec    la   droili'    l':|T:,  ;   reirciir 
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commise  sur  p:,  et  sur  jS;,  —  p^,  serait  cncure  du  même  ordre.  Ou  Lien  encore 
on  |joiirrait  prendre,  pour  les  trois  lieux  P,,  P^,  P,,  les  intersections  des  trois 
droites  PiTi.  P._/l\.  l' iT',  axcc  le  plan  de  rorhil<'  pro\isoire  ilc'duilc  des 
valeurs  de  o  cl  o'  eiileulées. 

En  ce  qui  concerne  les  approximations  suivantes,  nous  devons  encore 
distint;ui'r  le  cas  où  les  (jbservalions  ne  soni  pas.  et  ctdui  où  elles  sont  ('(pii- 
distanles. 

Dans  le  picuiici-  cas.  l'en-eur  sur  pi  après  les  i"^^,  a'',  .V,   .  .  .,  approximalitjns 

sera  ilOidic    i.  2.  .i a\ec  la   UK'tliodi'  de  Gauss.   cl   ddidre   a.  .i.  4 

avec  celle  de  Laplaee;  lavanlage  reste  donc  à  la  niélliode  de  Laplacc.  dauliinl 
plus  qu'à  cluKjue  appidxinjalirin,  ou  loul  au  moins  à  la  seconde,  les  calculs 
sont  plus  simples. 

Au   contraire,   si   les  observalions  sont  équidistanles.  l'erreur  sur  pi   après 

les  1''^,  2'',  .)'■ approximalions,  sera  d'oidre  2,  4)  *^> avec  la   uiclliode 

de  Gauss,  et  d'ordr-e  2,  3,  4.  •  •  ••  avec  celle  de  Laplaee.  L"avanlai;e  a|iparlienl 
donc  à  celle  de  (jauss. 

Mais,  pour  les  approximalions  ddidre  ('■Icnc.  on  pi'ul  laii-e  licaucoup  mieux 
encore;  dans  la  mélliode  de  Newton  pour  la  résolution  numérique  des  cipia  lions, 
l'ordre  de  petitesse  de  l'erreur  commise,  comme  on  le  sait,  croît  non  pas  en 
progression  arillimélitjue.  mais  en  progression  géométrique;  il  double  à  chaque 
approximation.  Or  il  siiflil  de  modifier  Irès  légèrement  la  mélliode  di'  (iauss 
poui-  lui  ciMitcrcr  les  [uéiiics  axantages. 

Soient  pi,  p^,,  p,  les  \aleurs  des  distances  PiT|,  PjT.j,  P;,T;,  calcub'cs  dans 
ra|ipioximalion   piéc('denle  ;    soient   pi-f-opi.  Pa  +  op^-   p:i  +  âp::   les   vérilables 

\aleurs  de  ces  distances.  On  sait  que  le  rapport—^  du  triangle  SP0P3  à  la  racine 

carrt'e  du  païamèlrc  dépend  seulement  de  la  corde  Pt.P;i.  de  la  somme  des  rayons 
vecteurs  SP2+SP:,.  cl  du  Iciiqts  I ,.  —  I...  ('.e  temps  est  connu,  el  les  longueurs 

P..Pi,  SP..  +  .SP;,  le  serait  également  si  l'on  connaissait  p..  el  p ,  ;  ainsi  —^  est  une 

fonction  de  p^  et  de  p;, 

-p    =/(P2-    Ps!»- 

Soit  \i  la  valeur  de  cette  fonction  /'  quand  on  remplace  po  et  p;,  par  leurs 
valeurs  approchées,  antérieurement  calcidées;  soient  «i,  (3i  et  y,  les  valeurs  de 
ces  trois  dérivées,  par  rapport  à  pi,  pj,  p.;  la  première  est  nulle,  puisque  la 
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Iniiclloii  l'ii  (|ursliiiu  lie  ilc|)cuil  |>Ms  lie  p ,  cl   je  nr  I  rcti--  (|nc  |iiir  s\iiii'lrlc'.  On 
niM'ii  iihii-  M'ii^ilili'inciil 

"1         -  ^  'j    -       , 

\f' 

(  )ii  iiiicrcr;!  dr  niriiii'  piiiir  — —  )  -—  ;  I  r(|n;il  mil  ilr  (  muss 

pi'iil  :iliir-.  si'ciiii'.  en  iiéi;lliîeanl  les  r.irit's  des  op,, 

-/■/^'(?.^-  ^1+  ?,-3p,-)+  i:(^,S?i  +  /,3p2+  7/ 2?:;  H  pif/ -t-  X;  )  =  o. 

On  a  ainsi  Irois  ('(luations  liiicaiics  en  ôpi,  ôpo,  ôp;,,  qni  nous  loiirnisscnl  de 
iKiiiNcllcs  \al('nrs  npprochées  dos  dislances  PjTi,  P2T.J,  P:iT:,.  cl  l'approxi- 
mation criiil  en  progression  géomi-l  iKpic.  Piicn  ne  serait  donc  plus  facile  (pic 
liassiin^- à  la  niélliode  de  Ciauss  les  nu^nies  avantages  (ju'à  celle  de  ÎNewton. 

C'esl  d'ailleurs  ce  (pi"a  fait  Gauss  liii-iiK^me  et  les  dix  mélliodcs  (pii!  a  ilrve- 
loppi'cs  dans  h^s  aiticles  120  à  I2!l  du  '/'//l'oi'ia  Motus  sont  conçues  dans  cet 
l'spcii. 

Il  n"v  iiin'iiil  pas  à  liésiler  à  opiTcr  de  la  sorle,  si  l'on  disposait  de  Irois 
ohsiTv  alioiis  pal  railenieni  exactes  cl  si  l'on  n'avait  rien  autre  chose.  Mais  il  es! 
partailciiicnl  iniililc  de  clunclier  à  pousser  1  approximation  jiliis  loin  ipic  ne  le 
coiiiporle  la  précision  des  oliser\ allons  ;  el.  ipiMiid  on  aura  jiliis  de  Irois 
observations,  il  comieiidia  loujours  de  les  taire  concourir  loules  au  r(''Siilliil.  el 
cela  sera  nu^'iiie  d  aulinil  plus  imporlanl  ipie  l'on  aura  pouss('-  plus  l(un 
l'approximation. 

Les  avantages  de  la  iiuMliode  de  (iauss  seroni  diuic  ainsi  soiiveul  illiis<iires. 
Par  exemple,  si  l'on  dispose  d'un  cerlain  nombre  d'obser\alions,  il  n'v  a  pas 
liiMi  dCii  déduire  Irois  lieux  niuiiKiii\  par  interpolation  el  de  leur  appliipier  la 
méthode  de  (iauss.  L'emploi  de  la  méthode  de  Laplace  est  alors  tout  indiqué. 

Il  arrive  aussi  ipielquefois  qu'après  avoir  appliqué  la  méthode  de  (jauss  sans 
pousser  plus  loin  que  la  première  approximation,  on  calcule  le  grand  axe  pai- 
exemple  en  partant  des  deux  lieux  extrêmes.  11  ne  faudrait  pas  s'imaginer 
fpi  on  obtient  ainsi  un  résultat  jilus  pi(''(is  fiu'eii  appli(piant  la  iiKUhode  de 
Laplace  el  calculinii  le  j;rand  axe  tout  simplement  par  l'écpiation  des  forces 
vives.  Le  résultat  final  ne  peut  pas  en  effet  être  plus  approché  que  les  lieux 
extrêmes  d'où  l'on  est  parti. 

Ces  raisons  me  font  penser  que  le  discrédit  dans  lequel  paraît  être  tombée  la 
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niûlliode  du  l^aplaci'  n'est  uulleinfiil  jnstHié.  Dans  ces  derniers  temps,  deux 
savants,  parlant  sans  doute  des  mêmes  considérations,  ont  clierclié  à  la 
réhabiliter. 

Ce  sont  MM.  Harzer  et  Leuscliner.  Il  semble,  d'après  les  exemples  qu'ils  ont 
donnés,  qu'ils  ont  obtenu  des  résultats  très  encourageants.  J'aurais  toutefois  à 
faire  (pielques  remarques.  M.  Harzer  prend  cinq  observations:  avant  déler- 
miné  p.  p'  et  p"  en  première  appro\imalioii  par  la  nietliode  oïdliiairr.  Il  en 
(l('(luil>  les  cin(j  distances  pi,  p2,  p,,  p,.  p;,  cl  il  sV'ii  sei'l  pour  rllecliici-  les 
coj'reclioiis  d'aberralion  el  de  parallaxe;  il  détermine  de  iiniiNeau  p.  o,  cl  o'' à 
l'aide  des  observations  ainsi  corrigées.  Pour  les  dernières  coi'ri'cti(jiis.  il  piciid 
pour  inconnues  les  corrections  y.r.  ^  )',  ^;.  ^.r',  yy',  \'s'  à  apporter  aux  Irois 
coordonnées  <ie  la  Planète  à  l'époque  el  aux  Irois  comp(jsanles  de  la  \  liesse. 
Les  coi'ieclions  îles  cinq  ascensions  droites  et  des  cin(|  déclinaisons  ol)servées 
sont  des  tondions  linéaires  de  ces  six  inconnues.  Nous  a M>ns  donc  dix  é(pial ions 
et  six  inconnues  et  Ton  |)cul  les  résoudre  parla  métiiode  des  inonidiH's  carrés. 

M.  l.eusclincr  pi-end  Irois  observations  seulemeni  ;  dans  la  correction  (inale. 
il  j)rend  (juaire  inconnues  \o.  X-t'.  XX'^  V^!  répo(|ue  (  lioisie  esl  celle  de 
l'observalion  mo\eiiiie.  de  smir  (pie  les  corrections  d  ascension  droite  et 
déclinaison  sont  nulles  pour  celte  observati(jii.  Il  reste  senleiiieiil  (pialie  éipia- 
lions  à  quatre  inconnues. 

Il  semble  qu'on  perd  beaucoup  de  temps  au  calcul  de  pi,  pj,  p^,  p„,  p^,  à  la 
correction  des  cinq  observations  el  à  une  nouvelle  application  de  la  mélliode 
de  Laplace  aux  observations  corrigées.  L'emploi  des  corrections  que  j'indique 
pour  l'alierralitui  el  la  parallaxe  serait,  je  crois,  beaucoup  plus  rapide  el  ne  sérail 
pas  moins  exact.  Dans  un  île  ses  exemples,  M.  Leuschner  est  obligé  île  faire 
trois  approximations  successives  pour  l'aberration  et  la  parallaxe;  cela  peut 
sembler  surprenant  au  premier  abord;  mais,  si  l'on- regarde  de  près,  on  voit 
qu'il  aurait  pu  facilement  éviter  ces  tâtonnements.  En  efiet  on  reconnail  ipic 
rinlliience  pré[)oniléranlc  était  celle  de  la  jiarallaxe;  et  que  l'aberration  seule 
n'aurait  pas  nécessité  de  noinelle  approximation;  or,  en  faisant  porter  la 
correction  de  parallaxe,  au  début  du  calcul,  sur  les  coordonnées  de  la  Terre, 
on  évite,  comme  nous  l'avons  vu,  toute  espèce  de  tâtonnements.  Quant  à 
l'aberration,  on  aurait  pu  faire  disparaître  presque  entièrement  la  difficulté,  en 
prenant  pour  époque  la  Planète  t  —  ap  au  lieu  de  t,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  plus  liaiil.  Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  points  de  détail,  MM.  Harzer  et  Leus- 
chner paraissent  avoir  réalisé  un  progrès  notable  sur  les  méthodes  usuelles. 
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ObsciTtJ/ions  multiples.  —  L:i  iucMIkhIc  de  T^aplace  osl  siiiloiit  iiilcrossanlc 
([iiand  ou  dispose  de  plus  de  trois  observalioiis  ;  disons  quelques  mois  sur  la 
inanitTc  de  diriger  l'interpolai  ion  en  pareil  cas. 

On  l'inploicra  le  procédé  liahiluel  d'interpolation.  Soient  donc  tt,  Aj.  ...,/,, 
les  instants  des  observations  ;  on  posera 

!!  =  (/-/, )(/-/s,)  ...  (l-/,,). 

On  dexeloppera       en  l'raclion  continue  sous  la  l'orine 

II'       V  •  ' 

p 

Soil  ^  la  n"'""'  i-eiiiiile,  de  leile  smle  (pie 

P,;+l  =   P«  X„_^[  +   l'„_|,  l'o=l.  I',  =:X|. 

On  aura 

el  I  (Ui  p(jsera 

v[P„(/,)p=B„. 

Si  Ion  \eul  represeiiler  la  loucliou  ^  |)ar  un  poiviionie  de  degré  /;</).  on 
posera 

Ç  =  Y„P„-f- Yi  l'i  +  ■  •  ■ -^  Y"  1'"  =  FCO, 

el  l'on  clioi^ira  les  coefllcienls  y,,  de  liiçou  (pie  l'expression 

où  les  c,  sont  les  valeurs  ol)serv(''es,  soil  iimiiiua.  l'our  cela  il  faut  prendre 

Il  resle  à  \oir  où  il  l'aiil  arr(''ler  le  ile\el(ippeuienl ,  c'esl-à-dire  quelle  valeur 
il  faut  donner  à  /(.  Il  est  aisé  de  vérilier  (pie,  si  les  /,  sont  regardés  comme 
(piantités  lr(!s  petites  du  ])r('uiier  ordre,  le  |)olYnonie  •'/,  P/,  sera  d'ordre  k.  Or, 
si  l'on  prend  pour  l''(/)  un  poljnonie  d'oi'djc  /i ,  le  |)reiuier  terme  négligé 
est  "„.  iP„n. 

1,'eiTeur  commise  sur  ;  est  donc  d'oi'dre  /i  ■]-  \  ;  elle  est  d'ordre  /i  pour  i'  el 
cl  ordre  /(    —  i   |)oiir  l" .  i/erreiir  sur  ç'  s'abaisse  à  l'ordre  /(.  si 

p;,,,(0  =  o. 

C'est  donc  à  l'aide  de  cette  équation  1'",^,  (/  )  ^  o  (pie  r(Mi  devra  déterminer 
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Yépoquc]  clic  icmplace  l'cqualion  rr'(<)  =  o,  qui  dans  le  cas  de  Irois  obser- 


^1  -H_^+  t-, 
i 


valions  nous  avait  donne  /  ^= ^ -•  Si  l'on  suppose  11  =  2.  elle  s'écril 


P",(0  =  o, 
el  est  alors  du  premier  degré;  si  l'on  pose 

X<:=ax.<-+-[i*, 

elle  nous  donne 

3/  =  _Ël_êz_Ë?. 
ài  a«         a. 

Si  nous  nous  rcpoi-lons  alors  à  ce  que  nous  avons  dil  plus  liaul  au  nmJcI  îles 
correclions  à  l'aire  en  deuxième  approximation,  on  verra  le  rôle  (pie  joue 
l'expression  H';  ce  rôle  lient  à  ce  que  nous  avons 

^  h  12 

Quelles  sonl  les  quanlilés  qui  ^onl  ici  jouer  le  iiiciiie  rôle  ?  il  csl  aisi'  de  s'en 
rendre  compte. 

Nous  aurons,  en  cH'cl,  en  nous  horuaiil  aux  leniies  lc^  pluN  impuiiauls  el  en 
supposant  P",  =  o, 

sr=TnH',,         sr=Y»P;;         ?"=Y=P",         l'^'=T'.l'l\ 
d'où 

1*1  et  P'j   se  réduisent  à  des  eonslanles  indépendanles  de  /  el  1  (Ui  a  d'ailleurs 

Zl  _  i  P'»       Zi 

PIV         .,    ]}'"  "*"  piv  ■ 

Ces  (piantil(''s  se  calculent  aisément  en  (onctions  (le  /,  de  sorle  que  les  hm'IIhuIcs 
précédentes  restent  applicables  sans  clianj;ement  important . 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  qu'on  prenait  11  =  2;  plus  généralement,  nous 
avons  vu  que  l'erreur  sur  |"  est  du  «''-""^  ordre,  et  peut  être  représentée  par/tT", 
/i  (■■tant  une  constante  el  t  une  quantité  comparable  à  l'intervalle  des  oiiser- 
vallons.  On  aurait  donc  intérêt  à  augmeiiler  n  si  les  observations  étaient 
parfaitement  précises;  mais  l'erreur  surf"  due  à  l'incertitude  des  observations 

peut  être  représentée   par  ^)  /'i  etani   une  constante;  on  devra  choisir  n  de 

laçon  tpie  /tz"  soit  comparable  à  -4-  Si  donc  -^  est  ])elil,  on  preiiilra  n  grand. 
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....  .         A|  I  ,  . 

Mirliiul    M   7  esl   sensibli';   si,   au   loiilrairc,   -^  osl   yrand,  uii  -  lies   pelil,   tm 

|ii('iulrii  /i  [H'til. 

Si  1  ou  Olait  cimiliiil  à  prciidrc  /(  >  ■'..  les  iik'IIiikU's  (loinaiidcraicnl  (|iu'lcni('S 
iiHulilu-atioiis.  je  n'y  iiisislcrai  pas. 

Cu/ic/iisions.  —  Les  miciIrkK's  (jiic  |  ai  exposées  |)lus  liant  siieciiictenieiil  ne 
sont  jKis  mises  an  poiiil  pour  le  ealeiil  |)rali(pie,  mais  je  suis  |)ersiiadi'!  (jn'il 
snltirail  p(nir  cela  de  peu  d'elloils.  après  ipioi  (dies  piésenleiaienl  un  a\aiilaj;e 
iiolahle  sur  les  melliodes  nsnelles. 

.l'ai  fail  |)oiler  riiilerpoialioli  sur  li's  cosinus  direcleiirs  H,  Yi.  Ç  cl  non  sur  les 
asceiisunis  drinles  el  déclinaisons;  on  aurait  ('videmmcnl  pu  laire  le  contraire, 
les  n'siillal-  iiamaieiil  pas  été  sensililenieut  modiliés,  il  semble  toutefois  peu 
ralionuel  de  faire  riiiterpolalion,  sur  trois  cpiantilés,  quand  il  suffirait  de  le  faire 
sur  deux.   Mais   il  ne  seiiilde  pas  nécessaire  de  calculer  eirccliveilient  ^",  r/',  Ç". 

Dans  le  calcul  de  p,  o' ,  r  et  des  corrections  (pie  I  on  doit  apporter  à  ces 
quantités  pour  tenir  com|jle  de  l'aberration,  de  la  parallaxe,  ou  des  termes 
dépendant  de  H',  nous  axons  vu  iiiler\enir  uniijueiuent  les  d('terininants  de 
la  inalrict- 

(23)  iirrxx'i. 

Or.  ces  di'terminanls  |)eu\enl  sexpniiier  liiu'airemenl  à  l'aide  de  la  matrice 

(2Sùh)  |M.2|,\X'|, 

les  coellicients  étant  des  fonctions  de  /,.  /._,.  / _■  faciles  à  déterminer.  On  pourra 
d(uic  calculer  ces  déterminants  (:iî)  sans  calculer  ellectivenu'nt  £,  Ç',  ^". 

Il  reste  à  i'acililer  le  calcul  de  ces  déterminants  en  les  mettant  sous  une 
lonue  calculable  trigonoiiiétricpiemeilt  ])ar  logarithmes,  et  où  figureront  non 
pas  les  cosinus  directeurs  çi,  ;2,  i;;,,  mais  les  ascensions  droites  el  déclinaisons 
oliseiM'i's,  ou  bien  les  longitudes  et  les  latitudes. 

•le  11  iiisislerai  jias  sur  ce  point,  iiii^  bornaiil  à  laire  reiiiar(pier  ipie  ci'S 
di'teriiniianl  s  sont  les  mêmes  (iii  (in  rencontre  dans  la  inelliode  de  (  lauss  et  (|iie, 
pour  les  rendre  calculables  par  logaril  11  mes.  on  n'a  ipi  a  laire  ce  (Jiie  lait  (laiiss 
liii-inèiiK!. 


LES  SOLUTIONS  PÉRIODIQUES 


LES  PLANÈTES   DU   TYPE   D'HÉCUBE 


Jlutlelin  astronomique,  I.  19,  p.  177-19^  (mai  1902). 


L't'liidc  Av>  suliiliuii!?  j)i'ri(jtli(|iic>  (le  la  |H('imèrc  cL  clo  la  se'cuiidc  surle 
préscnl(^  un  inlrn'l  parliculicr  (jiiaiiil  on  suppusL'  (jiii:  li's  moyens  niouvenienls 
soni  à  |)cu  |ir('s  (■oiimicnsurahlr's.  (^,fs  solulluns  pt'riudicjiies  lionncnl,  en  eflel, 
une  prciiiiùrc  ajiproximalion  pour  les  orhilo  des  pcl  lU's  planèles  dont  le  iiiovcn 
niouvenienl  esl  sensibleinenl  lu  double  île  etdui  de  Jupiter.  C'est  ainsi  qu'à 
procédé  M,  Simonin;  c'est  ainsi  égalemeni,  loul  compte  fait,  qu'a  procédé 
M.  Brendel  dans  sa  Théorie  der  klcincn  Plaiielen,  où  il  a  appliqué  la  méthode 
de  Gyldén;  il  commence,  en  ell'ei.  par  déterminer  les  termes  de  degré  zéro, 
et  ces  termes  correspondent  précisémcul  à  une  solution  périodique  de  la 
première  sorte. 

Équations  du  problème. 

Nous  néf;li};erons  les  inclinaisons  et  l'excentricité  de  Jupiter.  Nous  supposons 
donc  que  l'orbite  de  Jupiter  est  circulaire  et  cpie  la  planète  troublée  se  meut 
dans  le  plan  de  cette  orbite.  Comme  d'ailleurs  la  masse  de  la  planète  troublée 
est  nulle,  nous  sommes  dans  les  conditions  de  ce  qu'on  appelle  le  problème 
restreint. 

On  sait  qu'on  floil  rapporlci-  la  première  planète  au  Soleil,  et  la  seconde  au 
H.  P.  —  VIII.  53 
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cciilri'  (If  j;i';i\lli'  c)u  >vslouu'  foriiii'  de  hi  prcinlrrc  |ihui('l('  et  ilii  Soleil.  Si  la 
pi-ciiiirrc  j)l;ni('l('  csl  la  |>i'lili'  |ilaiii''l('  ddiil  la  masse  e>l  iiiiUe.  ce  ceiilre  lit' 
gravik'  coïncide  a\ee  le  Sideil,  de  sorle  (|iie  les  deux  plaiièles  |ieii\eiil  (Mre 
rapportées  lui  Sided. 

Sdil  aluts  H  iiiie  IdiielKin  l'^ale  à  la  masse  du  Sdieil  di\  isee  par  la  dislance 
de  la  pelile  planéle  an  Sideil,  jiliis  la  masse  de  .lu pi  1er  di\  isi'e  jiar  la  distance  de 
c<'lle   plaiièle  a  .liipiler.    iiuiiiis   le  demi-earic  de  la  xilesse  de  la  pelile  planète. 

Niiiis  poiiridus  elioisir  les  iinili's  el  1  (irii;ilie  du  temps  de  hdle  laeoii  cpie  la 
louailiide  de  .liipiler  siiil  ej;ale  à  /,  piiiscpie  le  iiiDinement  de  cet  astre  csl 
suppose  iinilnrme. 

(pliant  aii\  (déments  oseiilateiils  de  la  planète  Iroiildee.  nous  (lesii;iierons 
jiar  I.-'  le  i;rand  axe,  |)ar  (i  =  l^y  i  — c-  la  constante  ties  aires,  par  /  ranoiiialic 
iiKncnne,  par  i'  la  l(iiij;iliide  du  [lenlielie. 

jNoiis  a\ lins  alors 

('^  11  ~ 'iW        dt~~V\'        Tl   ~  dg''        Il   ~      (/g' 

Comme  R  d('peuil  seiilemeni  de  !..  (  i.  /  el  i,'  —  /■  ce  ipii  sV'Cril 

nous  soninies  conduits  à  poser 

F  =  K  +  G, 

el  nos  l'inial  ions  de\ieiuienl 

d\.  _  dV  dl  _       d? 

.  7//  ~  77?  '  dt  "  ~  d\.  ' 

^^^  >  d{\  dV  fh  i:  -    I  \  dV 


dl         d(g  —  l)  dl  dG 

l'osons  mainleliani 


).  =  l-^g  —  l,         =  =  v'-î(,l.  — '-■jcns(;  — ,y,), 
T|  =  v/'i(l,  —  r.  )sin(/  —  g); 

I  ol)ser\e  ipu;  la  dillereiice 

L  ,//  H-  G  d(g  —  l)—\.  d).  ^  l  dt, 

csl  une  diUiM'entiidle  exacte,  de  soile  que  nos  eipiaiions  loiiserv  eionl  la   forme 
canoniipie  el  >  l'ciiroiil 

ilX^  _  dV  <li.  _  _  dV  d\  __  ,l\l  'h,  _  _  '/F 

^•*^  Tt  ~  d).'  dt   "       dV         d    "  Jh,'  dl   ~        </:  ■ 
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Je  remarque  que  X  représente  la  diirérence  des  longitudes  moyennes  el  que  ^ 
oL  -f)  sont  de  l'ordre  de  l'exceiilricilé. 
■     Quelle  est  la  i'oriue  de  la  loiicliuii  F  ?  iNous  pourrons  écrire 

F  =  Fo-H  »(Fi, 
ni  étant  la  luasse  de  Jupiter;  un  aura  ((ailleurs 

Quant  à  Fi,  ce  sera  une  fonction  de  Tj.  X,  ç  et  ri  développaijle  suivant  les 
puissances  entières  de  J  et  d(^  t]  et  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  X. 

Par  raison  de  symétrie,  Fi  ne  changera  j)as  quand  on  changera  X  etrien^X 
et  —  Y). 


Solutions  de  la  première  sorte. 

Pieclierclu)ns  il  aliord  li's  Mululious  periodKpu's  de  la  première  sorte.  A  cet 
elFet,  écri\(Uis  nos  iMpiatLons  en  husaiit  passer  dans  le  second  meiulire  les  termes 
afleclés  du  coelflcieiit  ni;  il  Niencha 

iiiL  _      rfF,  <l\         i^__       rfF, 

~dl  ~  "^  d'k''  Â  '^^~'  U  ~~  '""  dL^ 
d^       •    =  „,  ^  r/r,        ^  _       ^^^  dF, 

dt'^'^~  "'    d-q  '  di        ''  "       '"    di 

Eu  |)i'emièie  approximation,  nous  auiiuis  donc 

d'/.        ,  I 

L  =  t-o=  coiist.,         -y-   =  /(o  =  — .;  —  I  =  const. 
fit  1 J  „ 

Ç  =  T|  =  o,  "/,  =  hol. 

Si  dans  les  seconds  membres  des  écjuations  (4)  nous  substituons  les  valeurs 
approchées  ainsi  Irouvées,  ces  seconds  membres  deviennent  des  fonctions 
connues  île  t,  qui  se  présenteront  sous  la  forme  de  séries  procédant  suivant  les 
sinus  ou  les  cosinus  des  multiples  i\v  //„/.  aM'c  celle  circonstance  que  les  seconds 

1  1         .  ■  dL  d^  .         ,  ,  .  , . 

meiin)res  (les  efiiialions  en  — ,-  vl  en  -7-  ne  ((Uiliendi'onl  (iiie  des  sinus,  landis  a\iv 
'  '//  (Il  '  ' 

,  .  il/.  d'f,  -,  ,  ■ 

ceux  des  eciuations  en     ,    et  en  -,,  ne  coalieiidront  (iiu'  ites  cosinus. 
'  dl  dt  1 

Ces  équations  (4),  où  les  seconds  membres  sont  regardés  comme  des  fonctions 

connues    de    t.,    vont    nous    donner    de    nouvelles    valeurs  approchées    de  nos 

inconnues. 
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I.a  |ircinii'r('  iumis  ildiinc 


=  >.A<  siii/Ao/ 


<   SlIlAVÎo?, 


ce  qui  déteriniuc  I-,  par  miadralurt'  à  uni'  coiislaiilL'  près;  nous  voyons  que  L 
sera  une  l'onction  paire  de  /. 
Il  vienl  ensuite 


\  '/F, 

j-"'77L 


l.i'  secdiid  Mii'inlirc  se  iiinqiose  de  deii\  leruie.s;  dans  le  second  de  ee>  U'rnies 
tpii  cunllciil  III  eu  laclenr.  je  renqtlace  £.  r).  \j  el  )v  pai'  les  \aleiirs  humées  en 
])reniière  approxuiial  kiu  el  j  ai  ainsi  pour  ce  second  leniic  une  loniiion  connue, 
pniodicpic  et  paire  de  /,  tIéveloppaMe  en  série  procéiianl  suivani  les  cosinus 
des  multiples  de  h ^^t .  (^)iian(l  au  premier  leriiie.  (pii  dépend  seiilemeni  de  Tj, 
j'y  remplace  L  par  la  valeur  à  hujurlli'  \ienl  de  me  conduire  l'inlc^ration  de 
re(pialiun  (  J)-  j"i>'  encore  une  foiiclion  |)ériodi(|ue  et  paire  de  l.  mais  cette 
fonction  n'est  pas  enlièremenl  connue;  elle  le  sérail  si  L  l'était,  mais  nous 
\riioiis  de  \()ir  (jne  rc(|ualioii  (J\]  ne  |)riil  dcleiiuiiier  L  qu'à  une  conslante 
près. 

Le  second  memhre  de  (6)  est  donc  une  série  procédant  suivant  les  cosinus 
des  miilliples  <le  /(„/;  mais  cette  série  n'est  pas  entièrement  connue,  car  les 
coclficienls  dépendent  dun  paramètre  indéterminé  (qui  est  la  constante  dont 
je  viens  de  parler).  Nous  disposerons  de  ce  paramètre  de  telle  sorte  que  le 
ternie  liiiil  iiinnii  de  lu  série  tri gonométrique  qui  figure  dans  le  second 
nienihre  de  (6)  soit  égal  <i  h„.  Le  second  membre  de  ((jj  est  alors  enlièremenl 
connu  et  nous  aurons  I.  par  une  simple  (piadrature. 

ISoiis  \o>ons  que  À  —  //„/  sera  une  nuiclion  ])éiiodiipie  de  l,  et  il  en  sera  par 
conséquciil  de  même  de 

cosÀ  =  cos/tot  cos(  À  —  /lot  )  sin/(o'  sin(/.  —  /tut ) 

el  de  sin/.  I)  ailleurs,  on  \oil  ipie  /,  est  une  lonclion  impaire  de  /. 
iSoiis  a\ons  enlin  les  ('(iiialions 

i/l  i/l'\  </n       ^  dF, 

777^''  =  '"^'       dt-'=-"'lI^- 

Dans  les  seconds   iiii'ml)res   nous  remplaceions  L,  1,  \  et  r;  par  les  valeurs 
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olilciiiii's   en  |)i('iiiii"'ii'  :i|)|)roxiiiiïilioii  cL  nous  Iroiivcruns  des  équations  de  la 
lurmi'  SMi\nnl('  : 

(7)  ^ +Ti  =  ïB^sinA-Ao^        -^  —  1  =  SCacosA-^o^ 

d Où  iiiMis  liions  Ininii'dialfnicnl 

^      V"  G/— B^ //(„                                 Cit(  k/ii,) -~  Vn    ■    ,,    , 
b=  >   — ;-; — cosA/iu'.  'r,  =  ri sinA:/;,]'. 

•      .1^   (  khaf—  I  (k/io)-—i 

11  y  aiirall   ('xr('|)lion  si   le  ilrMionilnalciir  >  imiiidall,  r'csi-à-dirc  si,  poiir  une 
valeur  entière  il  de  /, .  on  a\ail 

/*o  =  ±   '• 

Si  /'„.  sans  èlre  i'ii;oiirensenienl  ('"al  à  -  )  l'Iail  \oisin  de     »  le  dcnonilnalenr. 

Il  II 

sans  s'annuler.   di'\  iendiail   Irè^  |>elil.  el   il  pouirail  ^   avoir  des  doutes  sur  la 

conver|;ence. 

Les   a|)i)roMnialion>.    sui\anles   se   |)(Mjp>ui\  raient    de  la   uièine  niaiiière  sans 

(lu'il  \  ail  al)solninenl  rien  à  eliani;er  à  ce  (|ui  preeède. 

On  ne  reneonirerail  de  dil'deujh'  (juc  >i  // ,,  elail  \oisin  île  dz      ;  eoiuiue  //..est 

I  /( 

I 


loujoiirs   |)osilit   (  uKuni'ineul   durci  1.   il   ne  sera   jamais  \  oisin  de ;  mais  il 

]ic)uria   (''Ire  \oisin  de  +    -    j)our    les    planètes    dites    rtinir/riis/ii/iies,     c  esl- 
à-dlre  de   1    ooiii'  les  niaiièles  du  l\|ie  dllceulie.   de       pour  les  planètes  tlii  iNpi' 


de  Hilda  el  de  -  pour  les  pl:inèles  du  l\|ie  ih'    j  linle. 


Solutions  de  la  seconde  sorte. 


l'oiir  l'i-liide  des  sidiillons  de  la  seconde  sorte,  nous  clioisii'ons  une  variaole 
nou\elle  m.  en  |iosanl  /  =  //r,).  et  nous  proposerons  de  choisir  ce  coelficieni 
constant  //,  ipii  esl  d'aixird  Indéleiiiiiiie.  de  telle  façon  que  L,  cosl,  sinX.  Jelr) 
soient  des  foncli(jns  périodiques  de  w  de  période  de  27r,  développables  en  séries 
procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  (•>. 

Nous  aurons  alors  les  équations 


(8) 


df)  du  <ti'i  \  \J  I  «1^ 

dl        ,  ,  dF,  dn       ,^  ,  dF, 

dLo  '  dr^  du)  a$ 
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En    |)i('iiii('i('   ;i|i|)ro\iiiialiuii,    nous    iciii|ilM({'i(ins    le-.  M'Cdiiils  iiiciuljri'b  [)ar 
zéro  l'I  iiiMis  liiiin  riim^ 

I.  =  I,o=consl.,         i^=/,(|^,  -,)=y,         /,=/., 
5  =  [j  cos/xo,         T|  =  |j  sin/)o), 

//  ri  ij  l'Iaiil  (Iriix  ciilicrs  cl  P  une  consliinlc  arMirairc  iMirlroïKiih'. 
l'iiiri-  la  x'idihIc  a|i|)r()\inial ion,  nous  iKiscidns 

I.  =  Lo-t-  SL,         À  =  <^(.)  -t-  SX,         /i  =  jt  -t-  Z/i, 
^  =  [j  cospc)  ■+-  Oç,  -1]  =  'f  sinyDw  +  àl\ 

l'I  (tans  les  scroiuN  incinlircs  des  ciinalions  ((S)  nons  remplacerons  lès 
\;u'ial)les  L,  /..  // .  ;.  r\  jiar  Irni's  valonrs  ii|)|)ruclic'CS  L,,,  ^cij,y^,  (3  cosy^cj,  (3  siny>co. 
Ces  seconds  inciiilncs  (le\i('niienl  ainsi  des  fonctions  connnes  de  w  périodiques, 
dont  deux  sont  ])aires  et  déveioppables  en  séries  de  cosinus  et  deux  impaires 
développables  en  séries  de  sinus.  ÎNous  a\uns  ainsi  cTalioid 

(9)  -y-  =  i-A,,  sin«w, 

d'où  l'on  déduit  par  (piadralure  oL,  à  une  conslantt'  près. 
Quant  aux  deux  dernières  ('rpialions  (8),  elles  .s'(''crivenl 

'^5        ,  ai  '{i  cosp  v)~  oi)       ,  -.,■,„■  ~    V       X. ,-.     • 

-, h  /iTl   =    — '—    -t-  (/)   -t-  0/(  j(  [J  i\\\ptM  -H  0T|  )  =   i.L„  SUl/i(0, 

fÂT,  ~''^=  — £ -iP  +  S/')([^  cos/7,.,  +  sç)  =  vD„  cosnto. 

Les  cinreeiions  o//,  o>,  or)  soûl  de  ]"(U(lie  de  m;  si  donc  nous  négligeons  ni^ , 
nous  poniidus  n('f;lii;er  les  pioihiils  oA  or,,  oli  ÔH  el  nos  ('(pial  lous  s'(''Crirulil 

d  Zl  ^  r     ■  ,  .      . 

— ~  -h  p  o-t]  -+-  ij  sin/j (I)  û/i  =  S  C„  sni «  to. 

(>o)  •( 

—ï fl    OÇ  —  jj  COS/J  (0  û/i  =;  2,  U„  COS«  O). 

L'inl(''j;ration  de  ces  ('(juations  es|  iniUK'diale  et  nous  donne 

!■/,        Cp—li/,  .,,.      \^  nC„  —  pD„ 

on  =  '-)         6t  =  7 cos/i(.)  ■+-  ■{  cosnto, 

:>./>                  "      ^     y.^-//- 
C,,  +  D,,    .                V  P  C„ — nD„    . 
"jri  =  siiiiioj   -+-  >  i sin/idj -+- 7  sinpw. 

■2/j  ^  ^      p'^  —  «2  '        '^ 

Sous  le  signe  2,  on  doit  donner  à  n  toutes  les  valeurs  entières,  sauf  la 
valeur/;.  Quant  à  ■■.  c'est  une  conslanle  d'intégralion  que  l'on  jieiil  su)qioser 
nulle,  car  elle  fait  double.'  (,'uiploi  asec  la  constante  p. 
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Nous  avons  eiisullc 


=  '-^'-^"'>[âMï:7'-']-^'{ù''^) 


Ji'  i'ii[)[)('lli'  que,  dnii'i  la  (li'rlvu'c  de  F,,  les  van:il)los  S(jiil  rciiipliiri'cs  jiiir  leurs 
valeurs  approcliees. 

D'aulre  pari,  en  négliyeanl  ?ji'- ,  el  par  (■(iiis('(pienl  o/i  oL  el  oL-,  je  puis  ('crirc 


/'^'^)[ôûT^ --j-Kï^ -')  =  ''' (1:2  "Onr"' 


d'où 

do/.        ..  /    I  \         i/jôl,  ^/F, 

(II)  — ; —    =  o/l   I    ; -,    —  I -r-, —    —  III  — TT-    =  i.  li,,  COSH  tO. 

<■/(•)  \I.;;         /  I,,;  II/. 

Les  coclficlenls  E„  seraienl  entièreiuenl  ((uiiius  m  61^  ('tail  enlièrerueul  roiuiu, 
mais  ÔL  na  élé  deleriuiiié  qu'à  une  ilistance  près  ;  les  coetlieieuls  E„  dependeiil 
doue  de  relie  (•(mslanl<'  que  l'on  rlioisira  ilr  faroii  que  \\„  soit  nul.  Ce  elioix 
l'IanL  ainsi  fait,  les  E„  sonl  connu  ^  el  ion  trouve  ok  par  quadrature. 

En  troisième  approximation,  on  tiendra  compte  de  m- ,  mais  on  ni'^giigora  /u'  ; 
soient  L,  X,  //,  ^,  rj  les  valeurs  obtenues  en  seconde  approximation;  et 
soient  L  +  oL,  À  +  Sï.,  h  +  oli ,  ;  +  ô;,  n  -+-  o-rt  les  valeurs  exactes  aux  (pianlités 
près  de  l'ordre  de  «t'  que  nous  clierclions  à  délerminer. 

Dans  les  premiers  membres  des  équations  (8)  nous  remplacerons  donc  L,  T., 
h,  i,,  V  par  L  +  ôL,  1  -+-  ol,  h  -\-  ô/i,  ^-{-  §^,  t)  +  ôr).  Dans  les  seconds  membres, 
au  contraire,  nous  pourrons  négliger  ôL,  àl,  Sh,  â>,  Sri,  de  sorte  que  ces  seconds 
membres  seront  des  fonctions  connues  de  co. 

Nous  avons  d'abord  jiour  déterminer  oL  une  équation  analogue  à  (yj  qui  se 
traitera  dv.  la  même  manière;  puis  nous  avons 

, -t-  (  /t  -t-  û/i  )  ( -ri  +  on  )  =  '" ''  — r- 

ou,  on  négligeant  o/i  ôrj,  qui  est  de  l'ordre  de  m'', 

do^  ^,         ,   ,  ,  dFt 

—, —    -I-  ïi  O/l    -+-  Il   ÛTj   =    //(/(    — h  T,. 

llM  tl'(\ 

Le  second  membre  est  de  lu  forme  iC„  siii/(w. 

D'autre  part,  je  puis  négliger  (y)  —  Psin/>Gj)â/;  et  (// — p)<^n,  puisque 
n  —  (3  siny>(.j  et  /i  — p  sont  de  l'ordre  de  m,  el  que  ô/i  el  ôry  sonl  de  l'ordre  de  ni'-. 
Notre  équation  devient  donc 

(/5Ç 


doi 


-  p  Sr,  +  [i  sinp  w  oli  =  1  C„  siii  n  o), 


4a4  SOLUTIONS  périodiques  et  planètes  du  type  d'hécube. 

l'I  iu)ii>  iuuus  lit'  mOiiic 

— ; P  SE  —  3  cos  n  (0  SA  =  S  O,,  sin  n  (O. 

(/(•)        '      ■       • 

Cos  ('i|iiiilioiis  chml  de  iiicMiir  Idiinc  (|iir  lr>  r'(|iiiil  ions  (  id)  .se  I  iMiliTonI  de  \;y 
inriiii'  iininK'i'C.  i\(Ml^  (li'lriinmi'riinis  riiliii  o/.  |i;u'  une  <'i|Miil  loii  (lui  siTiiil  de  Im 
forme  (^  I  I  ). 

Il  V  ;i  i'('|)em];inl  un  ciis  on  11  |)oniiiill  ^  ;ivi)ir  nm'  difficnlli'. 

-\iins  ii\ons  IroiiNc  |i1hs  liani 

(12)  '.l>=    '^■''-^'' 

Celle  lornmle  de\  ieiidrnil  illnsoire  si  (3  élall  nnl,  el  nu^nie  si  (3  ('liiil  liés  petil 
lu  roiivor^once  des  développements  ponrnill  élre  compromise.  On  reironve 
daillenrs  à  ciiiKine  approximalion  des  ('(pialions  de  la  forme  (lo),  de  sorte 
c(n  il  tani  cluMjMe  lois  calculer  une  non\elie  correction  oli  par  une  formule  de 
la  forme  (  12),  de  sorte  cpie  la  même  difliciillé  se  représentera  chacpie  fois. 

On  ])Oiirralt  donc  craindre  rpie  la  méthode  ne  fût  pas  applicable  an  cas  où  (3 
(el  par  conséquent  l'excentricité)  est  une  petite  (jiiaiilité.  Mais  nous  observons 
que,  si  l'on  fait  j3  ;=  o,  on  retombe  |)récisément  sur  les  solutions  delà  première 
sorte  (pie  nous  \enons  d  (''ludier:  or  nous  venons  ilc  \oir  (pie  ces  soliilions 
exisleiil  loiijoiirs,  sauf  p('ul-(''lre  pour  les  planètes  caracU'risliqnes. 

Le  cas  des  jilanètes  caraclerisli(pi('s  esl  celui  011  le  lapjiorl  ^  esl  entier.  Si 
donc       esl   commensiirable  sans  élre  entier,  nous  soiiiiiies  certains  (lue  la  dilH- 

culte  se  dissipera  (relle-méme,  c'est-à-dire  ipie  C^, —  Dy,  s'annulant  en  mi'^me 
temps  (|iie  ^,   la  coricci  ion  oli  restera  finie.  C'esl  ce  (iiiil  est  ais('  d'ailleurs  de 

constater    pour    les    pieiuières    a|ipn)Xiiiialions.    .Si   au    contraire   —  esl  entier 

( //  entier,  y  _::  1  ),  la  iiK'llKjde  |)eiit  se  troincr  en  défaut,  et  ikuis  allons  voir  ce 
que  deviennent  dans  ce  cas  nos  solulions  |i(''iiodiqiies. 


Raccordement  des  deux  sortes  de  solutions. 

On  peut  représenter  schématiqnement  les  résultats  obtenus  par  une  figure. 

Supposons  que  nous  représentions  chacpie  solution  périodique  par  un  point 

défini  de  la  façon  suivante.  iNous  pouvons  toujours  choisir  pour  origine  des 
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liMi)|is   1  inslïiiil    où    les   deux   planètes   sont,  ou   conjonclion  sjiiiiMriqiic.   A   ce 
momonl  on  .i  : 


/,  =  T,  =  o. 


Pi-i'iions  alors  |i<iiii-  al>sci.ss('  la  Nalciir  de  L  à  rcl  inslani  el  |)oiir  ordonnée  la 
xalciir  de  ;;  nous  aniMjns  un  poinl  i[iii  ponira  rlri'  regardé  eonmic  i'('|ir(''senlanl 
la  soliilion  ])ériodique. 

Les  soluiiuns  de  la  première  sorte  seioni  représentées  par  les  arcs  de 
coui-be  AB,  GHRL  et  RS.  La  courbe  esl  inicrrompue  entre  B  et  G  et  entre 
L  et  S  ;  nous  avons  \  n  eu  cHcl  (pii'  la  iiicl  liodr  esl  en  dct'aul  ipjaud  A,,  esl  \oisin 

de  -•  ]\ous  ne  savons  alors  ce  (jue  dcvienucnl  les  soin  lions  de  la  prcniièrr  seule  ; 


A       B 


E 

T 

V 

Pl 

F 

p! 

\ 

\ 

N 

6 

H    K 

L-^N 

C 

\ 

M 

D 

U 

w 

N 

R      S 


Fis.  I. 


j'ai  d(Uic  i'e|)i'ésenli'  deux  inlcrruplions  eorrcsjioudaul .  ])ar  cxeuiplc.  Fiine  aux 
plauèles  du  Ivpr  d'Hi'cuhi',  l'aulre  aux  planètes  du  type  de  Hilda. 

Repi-(''senlons  maintenant  les  solulions  de  la  seconde  sorte;  à  chaque  svstènK» 
de  mu^bres  entiers  p  et  (j  correspondra  une  courbe  représentant  une  série  de 
solutions  de  la  seconde  sorte.  J'ai  trac('  (pialrc  eemilies,  à  savoir  EFCD  corres- 

pontlaut  à  ■'^  r=  I  (type  d'Hécube).  THU  corres|iondanl  à  ^  =  -,  VKW  corres- 


pondant  à  ^  =  -,   et  l'iifin  PQMN  corresjxjudant  à  -  =  2    (type  de  Hilda). 


Comme  nous  avons  %u  que  les  solulions  de  la  seconde  sorte  correspondant  aux 

valeurs    entières    de    -    n'existent    plus    pour   les   petites   valeurs    de   (3,   j'ai 

interrompu  la  première  courbe  entre  F  et  C,  et  la  dernière  entre  Q  et  M.  Au 
contraire,  les  deux  autres  courbes  THU  et  VKW,  qui  ne  correspondent  pas 
à  des  planètes  caractérisques,  ne  sont  pas  interrompues  et  viennent  croiser  la 
courbe  GHKL  en  H  et  en  R. 

Comment  se  raccordent  les  courbes  EF,  GH,  AB,  CD,  PQ,  RS,  KL,  MN  ? 
H.  P.  —  Vlii.  54 
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Il  ol  iiiiilialilr  (|ui'  I'  (">l  \)M  lie  |)i'l  ils  ares  ilc  ci  m  ri  x'  li(  '. ,  h'(  i,  (^R,  LM,  li'ls  (lue 

iiMix  (lue   i  ai   n'|ir('M'iiU'>  cii   Irail    |h)iiiI  illc.   (<rllc  |iii'\  isioii  est  confirmée  par 

1  aitiilual  Ion    ilc    la    iiiiilKiilc    I  )i'laiiiia\  .    doiil   ra|i|iro\iiiialii)ii  csl   i'\  iilcinniriil 

Millisaiilc  pour  ri'soiulrc  iiiic  (iiicsliuii  i|iialilalivc  ik'  ce  genre. 

Siip])osons  (pie  dans  la  fonclion  V  nous  conservions  seulenienl  les  lennes  à 

l(»ngiie    piTioile.    i'oiir    les  planètes    caiailcrisl  iipies,   telles  (pie  le   rapport    des 

■    •       1      "  -t-  •  ■    I  .    •      r  1 

iU()\en.s  niomenients  soit  voisin  de  >  ces  termes  a  longue  période  seront  de 

/(  •         ' 

la  tonne  (  ^  cos« 7  +  O  sin/( X  )'',    de   sorte    (pi  iipiès   la  suppression  des  termes  à 

courle  période  I''  ne  di-pende  plus  (pie  de 

L,         S  =  ï ^1         T  =  I  cos^;À  +  r,  siii/!À. 

D'ailleurs   K  est   de\elo|ipal)le  sui\ant    les   puissances  entK'res  de   S  et  de  T. 
L'intégration    coinpk'le    des    éqnalions    est    alors    possiMe    et    les    solutions 
|i('riodi(pies  auront  pour  e(piations 

t        .  <^''  o  r., 

\  1^  =  coiist.,         ~r  =consl.,         S  =  const.,  1  =  c<insl., 

(i3)  dt 

f  s  =  I'  cos  n  '/..         T|  =  T  sin  n  "/,, 

I{!S  val(!uis  constantes  de  L,  S  oL  T  étant  données  par  les  écpiations 
(M)  F  =  consl.,         ,n_=T-^  +  -^,         S,  =  -. 

On  Ironve.  en  effet,  que  les  équations  (3)  deviennent 


(/L  </F  ,      .    .      .  .  d\  dF 

(i5) 


-=n-(-^,sinn).  +  nco„ù.),         ^^^  -       ^^,^ , 


f/|        dF  dF    .       .  dr,  dF  ^       dF 

dt  =  dS'^^dT'"""'  7/t=-^'-df"""'- 

et  sont  satisfaites  |iar  les  valeurs  (  i  3  )  et  (  i4  )• 

Que  de\  ieiinent  alors  ikjs  conrlies?  Vu  nioiiient  de  la  conjonction  synietrupie, 

on  a 

5.  =  o,         -1=0,         I  =  T. 

Il  laiit  donc  coiislinire  la  C(jiirlie 

_,  ,/F       „  dF       dF 

''^dL=^ds-^dr 

.  T- 

en  picnanl  I.  et    I'  jionr  coordoniK'es  et  en  remplaçant  S  par 
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Si  nous  ai-iêloiis  k'  développement  de  F|  aux  termes  du  ijicmier  dc5;ié  par 
rappuil  aux  excciiliicilo.  iidiis  auiuiis 

F  = -J- -H  L  —  S -H  «/(A -t- BT  1, 

9,L-  ^  " 

A  el  B  (''laiil  d("^  fonrilons  de  I^,  cl  par  eonsr'fpicul 

'/F  I  ,,,       ,,,T,,  '/F  r/F  „ 

A'  cl  B'  (■■laiil  les  d<'ri\i'cs  des  f'onclldiis  A  cl  B. 
Noire  éqiialion  s'écrira  alors 


tT^^i—  7-;,)^']  -+-  »i[nB'T^-i-n\'T 


—  Bl  =  o. 


i'iiiir  ni  =  ().  relie  roiirljc  se  di-cdiiiposc  en  deux  droiles  : 
T  =  o  (solutions  de  lu  première  sorte). 

=—  =  (solutions  de  l.i  seconde  sorte). 

Ce  serai(Mil  encore  deux  droilcs  si  nous  jirenions  pour  coordonnées  non  plus  T 

cl  L,  mais  T  cl  y\  ■ 

Si  m  n'cstpas  nid,  mais  très  petit,  nous  aurons  des  courbes  s'écarlani  peu  de 
ces  droites,  el  pour  nous  rendre  compte  de  la  l'omn-  de  ces  courbes,  le  mieux 

est  de  prendre  pour  coordonnées  T  el  —  cl  de  né^li^cr  7/tT-'.   La  courbe  se 

rédnil  alors  à  une  livperliolc  cipidatci'e.  D'où  nous  devons  conclure  fpie  la 
forme  générale  des  courbes  est  bien  celle  qui  a  élé  r(>iirésenlée  sur  la  ligure.  On 
voit  que  ce  sont  les  solutions  de  la  seconde  sorle  qui  sont  la  continualion 
analytique  di^  celles  de  la  première  soric,  <■!  inversemenl. 

Cas  des  planètes  caractéristiques. 

Je  voudrais  maintenant  monlrer  comment  on  peut,  avec  une  approximation 
indéfinie,  déterminer  les  solutions  pi'riodiques  correspondant  aux  parties 
pointillées  de  nos  courbes,  c'est-à-dire  aux  planètes  caracléristiques. 

Nous  allons  développer,  non  plus  sui\anl  K's  puissances  de  m,  mais  suivant 
celles  de  y  m,  de  sorle  <pie  nous  dirons  qu'un  terme  est  crordre  p  quand  il 

contiendra   en   lacleur  nr .  .Nous  devrons,  d'autre  |»arl,  distinguer  le  rang  et 
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Voitlic.  CiW  crrhiiiis  U'iiiics,  cliuil  à  Inii^iic  ju'iiodc,  mtchiI  ])Iiis  iiii[i()ii;iiits  ([iio 
les  iUilifs  Icniics  du  iii("'iiii'  ordir  cl  iiiissi  nii|ioiliiiils  iiuc  k's  Iciincs  d Ordres 
iiuiiiidrr. 

Pciiii-  les  li'iMirs  (jiii  lii^uri'iil  dans  le  dc\ clopiicinciil  des  deux  iiiconmu'S  L,  1, 
l'I   |HM]r  riMi\  (|ui   liiiiiiciil   diiii>.  les   dcvohtppcniciils  dos  seconds  monibrcs  des 

dcii\  (■(iiiMliiiiis  (S).  (Mil  ddniii'iil     ,'  cl     ,1  /('  r/i/i''  st'iti  r'jiil  à  l'ortlrc. 

l'a-.^l)ll^   iiiainicuaiil  aux  dc\clo|)|iciuciils  de  E,  de  rj  un  des  seconds  nieinljies 

Il  ■  o  ■     I  ''-         'l'\ 

des  (lell^  i'(|iialiims  (  îs  )  (|iii  doiinenl  —^  el     .  • 

Ici    |c   dois  dis|iiij;iicr:   je  sii|)|iiisc  (iiic  le  lapporl   des   moyens  nioinemenls 

•     •  I  /(   -t-  1        •  •  ;  /  ■     ■  1 

siiil  \cMsiii  lie le  I insérai  /  ^  li',i.  h  elaiil  nue  l'oiislanle  \oisme  île  }i  (lue 

«        ■'     '  ' 

ji'    delcriiiiiierai    plus    eiiiniilèleiuenl    dans    la    suile.    el    |e    |ireiidiai    r.i    CdUinie 

vai-ialde. 

Mes  seciiiids  luenilires,  coni iendronl  aloTs  des  lernies  en  ciiSjOw  on  siny^o). 
I>  ('lanl  lin  <'iilier.  Ponr  ceux  des  lernies  on  p  n'esl  ])as  ('■i;al  à  n.  le  rang  sera 
cni'di'c  '''gai  à  l'or  lire. 

(  .iiiiNidci(iii>   iiiainlenani  les  liTiiies  en  cos/;(<iel  sin/;'<),el  soieni 

(  i(i)  C  sin  /(  Cl,     I>  ciis/ito 

dcii\  lernies  de  ini'^ine  iiidre  (i|;iiraiil  respeel  i\  einenl  dans  les  seconds  mcinlires 

dr    la    liiiisicn I    de   la    (jnalrièine   c(|iiall(in    (8).   Aons    déconi|ioseri)ns    ces 

lernies   el    nous    les  lézarderons   ((iiiiiiie  liirinés  cliacnn  île  la   smniiie  de  ilenx 
iinires,  à  sa\  (iir 

C  ^  n   .  C,  -H  D 

(17)  sin»w,         c(is«(') 

el 

C  -  D    .  T  t  -  C 

(18)  sin/i(o,         cos/io). 

pour  les  Irrinrs  (17).  l''  rang  sera  encore  égal  à  Perdre,  mais  pour  les 
lernies  (  iH)  le  rang  sera  égal  à  Vindre  diminué  dUine  unité. 

Ces  delinilions  posées,  nous  allons  procéder  à  l'inlégralion.  En  première 
appir)\iinalicin,  nous  reM)|daçons  les  seconds  membres  des  éqnations  (8)  |iar 
zi'i-o  cl  nous  Ironvons 

L  =  L|)=  const.,         ^=AK-j— ij=l,         h  =  p,         5  =  ti  =  o. 
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I'diu-  1;i  seconde  ap|)roxiiiintioii.  je  remphice  dans  les  seconds  iiieiiil)res  loules 
les  variables   par  leurs  valeurs  approcliées;  ces  seconds  membres  deviennent 

«i  — Apsinyjw,     /«SB^cos/xo,     in^Cpiinpv),     mS  D^,  cos/)o), 

les  A,  B,  C,  D  étanl  des  coefficienls  connus.  Tous  ces  termes  sont  du  second 
ordre,  puisque  nous  avons  m  =^  (y/  //()'  en  facteur. 

Mais  nous  conserverons   seulement  les  termes  de  l'any   i,  de  sorte  que  ces 
seconds  membres  se  réduir(uil  res|)ecliv('iiient  à 

o,     o,     msin«c) )     //icosnc) • 


ISos  eipialions  (S)  de\ifndrnnl  ainsi 

(  '9)  \    ,/f  c     I)  ,/r  lie 

'r-  Il  r.  =  m  sin  «  w 1  -; ii-^in  cos  n  cj ■ — —  , 


Intégrons  d'abord  les  deux  dernières  équations  (  ly  );  nous  Iromcions 

,—  C  D 

Ç  =  [i  \fm  cos  n  10 ,         r,  =  [i  ymsin/fo,         h  =  n -h  y  m  — ^ — - — ^• 


Quant  aux  deux  premières,  elles  mi'  <lonnenl 

I  L  =  Lj  =  const. 

l£-(p-)=("-"'^)(.:,-o=- 

On  \i)ii  (pie  j3  est  une  constante  arbitraire  d'intégration  et  que  Li  est  une 
nouv(dle  conslante  peu  dillérente  de  !>„  et  déterminée  par  la  dernière 
équalitm  (20). 

Passons  maintenant  à  la  Iroisièim'  ap|)roximalion. 

.le  désigne  par  L,  /..  ;.  ri,  h  les  valeurs  de  nos  inconnues  obtenues  en 
deuxième  approximation,  et  par  L  +  ^L,  X  +  âX,  ^  +  ô^,  ri  +  ^-f],,  h -\- èh  les 
valeurs  en  iroisièine  approximation.  Nos  équalions  (8)  deviennent  alors  (en 
laissant  de  côté  la  seconde  équation) 

/  rfSL               «'F,  rfSÇ  r/F,         r/a 

\  — T-   =  i»li  —r-  »  —7—  -•-  "  o'I  -t-  ',  0/1  =  mil  —r- r-   —  «  0, 

1  </(■)                     lU.                df>  trr.           c/r.i 
C■JI^                  ,' 

—, lio'î  —  5  o/î  =  —  mh  — r- ~  -\-  h-. 

do)  d^  (/(■) 
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.1:11  iiri;lii;(',  lùcu  t'iilriuiu,  les  produits  olo/i,  ori  o/i .  Les  seconds  membres 
di's  l'iiMiil  mus  (■2i)  sciiil  des  li)iicliiiiis  coiiiuies  de  '.i  de  la  tortue 

//(  -  A^  siiiyx')  -t-  m  v  «iS  A^,  s'tnpM. 
m  S  Cp  sin/)(')  ■+-  m  \  m  IC^,  sin/Mo, 
mSD^,  cos/Jw  ■+-  /it  V  "*  -  r)/.  roç/)(o. 

Ces  lerincs  son!  ildi-drc  :>  cl    î,  les  tciiiics  d'ordre  4  éliinl  laissés  de  cr>l(''. 

Les  coefficienls  C,,  et  1)/,  ne  soiil  naliirelleiiienl  pas  les  iiièiues  que  (oui  à 
riu'iire. 

INoiis  a\i(iiis  salislail  eu  cIciiMciiii'  appi'iiMiiialiou  à  nos  iMpialious  (S)  aux 
hTiiies  près  de  raiii;  '. ,  en  IcnanI  enniple  des  lernies  de  ran^  i.  Cela  \cnl  dire 
(Mie.  si  liin  lail  oL  =  di  =  ôr/ :^  o,  les  éijiialions  (ai)  seroni  salisfailes  aux 
lerine^  près  de  iiiiit;  a;  c'esl-à-dire  encore  (jne  les  seconds  nn'nihres  de  ces 
équations  ne  conlieiidronl  plus  de  termes  de  rang  i. 

On  aura  donc 

* 

sans  (judi  nciiis  iiiirions  <les  termes  de  raii^   i 

c„-it„  .  n„-r.„ 

//( sin«w,     /;/ i-o5«w, 

Nous  conserverdiis  seulement  les  teruu's  de  ranj;    '2,   de   sorte   (pu'  nos  seconds 

membres  se  réduiront  à 

-  C  —  D' 
«iS  A^  siny)  to,     /n'ilC,,  s'\npM  -h  m  \Jm,— ^sin/jw, 

,  -  D'  _  (-;' 
m  i;  Dii  cos/j  w  -t-  m  y  m  — •  cns  n <o. 

niiiilrc  part,   dans  les   |ireuiiers   memlti'es  des  éipialions  (lu)  uiius   [loinons 

(h  — n)3;,     (II-  —  'O^li 


négliger 


(pu  Mint  de  lan;;  .3,  (1(^  sorte  i\ni.'  nos  (■ijuatLons  s'écri\ent. 


l  —~  -^  n  or,  4-  '{j  \J n  sin  «ci  oli  =  m  1  C^,  sin/xo  -t-  m  \  m  — ^ 


-sin  «(0, 


l-'^/i*...  iw    p' 

I  '  —  n  0^  —  [j  y///jcos/tci  o/i  =  /«iD^  cns/7w  -H  /n  y  m —^ —coi/iio, 

(■I  (pie  nous  IrcjuNcrons  (en  niuis  rappelant  (pie  Cn  :=  l^n)) 

-^-  —^ ,         oç  =  /«  >  C — L _ L  cos/)  C)  +  Y  m  cos  «  o, 


3/.:      '" 


n  C„  —  /*  1  » „    .  m 


on  =  m  >   ^ i — -^  si  M  ni.)  -t-  -   C,,  sin/Jw  -f-  y  m  sin/n.), 

.^      rt-  —  f-  '  Il 
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OÙ  SOUS  le  signe  i,  on  donne  k  p  loiites  les  valeurs  entières  sauf  «,  el  où  A  esl 
une  conslanle  arbitraire  d'intégration  qui,  faisant  double  emploi  a\ec  (3, 
pourra  être  supposée  nulle. 

La  première  équation  (21)  nous  donnera  ensuite  ôL  à  uin'  constante  près,  et 
la  seconde  équation  (8)  nous  donnera 

d  Sa 

— ; =    il3„COSn(0, 

où  les  coeflîcienls  B^,  ne  seront  pas  enlièiciuenl  connus,  mais  dépendront  encore 
de  la  constante  additive  arbitraire  dont  dépend  ôL.  (3n  déterminera  cette 
constante  de  façon  «pie  B,,  soit  nul  el,  les  coefficients  B  étant  désormais  entiè- 
rement connus,  on  aura  oL  par  quadrature. 

Il  est  à  jK'ine  nécessaii'e  de  parlrr  ^\r  la  (pialrièuic  rpproximation,  pour 
laipudle  ou  |)rocéderait  coninic  poui-  la  I  roisièiiie.  Soient  L,  1,  ^,  y),  //  les  valeurs 
des  inconnues  en  troisième  approximation;  soient  L  +  oL,  ...  leurs  valeurs 
en  quatrième  approximation.  On  remplacera  les  variables  par  leurs  valeurs 
appro(  liées  L,  À,  ....  dans  les  seconds  membres  des  équations  (8)  et  par  les 
valeur-,  L  +  ôL.  .  .  .  dans  les  [iieuiiers  membres.  On  obtiendra  ainsi  des 
(■■cpiations  de  la  l'orme  (21  ).  Les  seconds  membres  seront  des  fonctions  connues 
de  w  dont  tous  les  termes  seront  au  plus  de  rang  3;  on  y  retiendra  seulement, 
d'ailleurs,  les  termes  de  rang  3. 

Dans  les  premiers  membres  nous  pourrons  négliger  (h  — /i)  ôE,  (k  —  n)  or), 
et  aussi  (r)  —  {3  \/m  sin//«)  ô//,  (^  —  (3  y  m  cos«  w)  è/i,  qui  sont  de  rang  4- 

Nous  retomberons  ainsi  sur  d(?s  é([ualioiis  de  la  forme  (22)  avec  cette  diflé- 
rence  ipie,  dans  les  seconds  membres,  les  coellicients  ni  y  m  de\ront  être 
remplacés  par  «/\///(el  m'-.  D'ailleurs  ou  aura  encore  C„:=D„,  puisipie  nos 
seconds  mendjres  ne  doivent  pas  contenir  île  termes  de  rang  2. 

L'intégration  se  ferait  donc  comme  celle  des  équations  (22),  et  l'on  détermi- 
nerait ensuite  ôL  et  ÔX  comme  dans  la  troisième  approximation. 

On  voit  que,  ilans  les  solutions  que  nous  venons  d'étudier,  E,  ïj  et  la  diH'é- 

I        n  -h  1  1111        1       ' —    o-  -  .     • 

rence  j^ sont  de  1  ordre  de  y  /«  .  S>i  i;  et  n  étaient  très  petits  par  rapport 

a  y  m  la  diHerence  j— —  ^ •  serait   grande  par  rapport  a  y  m  et  Ion  jjourrait 

appliquer  les   métbodes  relatives    aux  solutions   de    la    première   sorte.   Si  au 

I  "    -I-    I       .         ■  .  ; ..  .  , 

contraire,  r- elaii  pciil   par   rapport  a  \//n,   i;  et  rj  seraient  grands  par 

rapport  à  \/ m  et  l'on  pourrait  ajipliqiier  les  méthodes  relatives  aux  solutions  de 
la   seconde   sorte.    On   ne   sera   donc  jamais  pris  au   dépourvu. 
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Comparaison  avec  les  résultats  de  M.  Brendel. 

M.  Hicmicl,  (huis  sa  Théorie  der  hleinen  Planelen,  a  éludlii  égak'iiK'iil  ces 
siiliilioiis  |icri(iili(|ti('s.  Il  est  arrivô,  j)aj;i'  i  ati,  à  des  ù([iiall()iis  (jii'il  apju'lk' (2^.5) 

(liml  ji'  \ais  ('\])li(ju('r  la  significalmn. 

(  )ii  (lr'sij;nc  par  ;j.  le  rapjiori  ilivs  iiiovcns  ininivcniciils  osciiltileiirs  Anna  k's 
(ii-l)il('s  ahsoliK's,  cl  |)ai'  ,Ui   le  rapporl  des  ^l()^('^s   iudmn  riiiçiils  miiyens.  l'oiir 

les  jjlaiièlo  du  Ivpr  d'Ilccidic.  p.  cl  ;j.i  sciiil   Irùs  \oisiiis  dc-j  de  sorle  (pie  l'on 
peiil  poser 

I    0  I    Oi 

u  = -,  ;i,  = , 

■î  2 

0  Cl  0|  ('laiil  1res  pelils. 

()iianl  à  ,3i.  c'esl  un  eoenieienl  qui  correspond  à  peu  pi-ès  à  celui  cpu'  nous 
avons  appelé  [3  dans  l'étude  des  solutions  de  la  seconde  sorle,  el  |3  y/m  dans 
rr'lu<Ie  des  planètes  caractéristiques;  il  est  à  peu  près  égala  la  valeur  initiale 
de  £  au  inclinent  de  la  conjonction  symétrique. 

i^oiir  //,    et  />!    ce   sont    des   coefficients   (pii   dé|)eiideiil   de  [jt  cl   de  diverses 

variahles.   mais  (pu.   \ariaiil  |i('n  dans  le  voisinage  de  la  valeur  crilupie  /-<■  =  -) 
|)oiirriinl,  dans  la  discussion  (pii  \a  suivre,  ('"tre  regardés  comme  constants. 

jM.  lirend(d  arrive  au\  e(|ualious  (piil  appelle  (267)  et  (269)  et  où  je 
néglige  ô,'  ;  elles  s'écrivent 

{■>S,  -*-/>',  )pi  =  —JH,         Si  =  3  — 3,a[ii, 

d'où  (Sy.H^  se  deduil  iiuinedialement. 

INous  ]iiiiirr(uis  dans  le  voisinage  de  la  valeur  cnli(pie  laiic  jjl  =  de  telle 
façon  (pie  l'éipialion  ('■t'j'i)  s'écrive 

on        2^p         /'M^       /"_„ 
li.-jOH, ^-  g-_o. 

Si  nous  regardons  |3i  cl  ô  comme  des  coordonnées  planes  d'un  point,  si 
d'autre  paît  nous  continuons  à  considérer /;i  cl  />,  comme  dos  constantes,  c'est 
là  l'équation  d'une  coiirlji^  du  troisifjme  degré. 

Au  lieu  de  tracer  giaplii(pieineul  celle  conrhe,  M.  Brendel  a  préléré  cons- 
truire lin  |ielil   lidileau  un iii(''ri(pie  (pu  se  Iroiive  liage   128. 
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J'ai  représenLé  sur  la  figuru  celte  cuurl)e  du  Iroisièine  degré  en  ABC,  DEF. 
Le  tableau  de  M.  Brendel  ne  comprend  que  les  arcs  BG  et  ED  niartpiés  en  trait 
plein.  Il  saute  brusquement  du  point  B  au  point  E.  Ces  deux  points  B  et  E  sont 
sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  Taxe  des  âet  tangente  à  la  courbe  enE. 

On  voit  facilement  ce  saul  hru^cpu'  >Mr  le  lahleau,  où  à  la  valeur  8,  1670  de 
logô  on  voit  correspondre  les  deux  valeurs  5gi,'.i  et  6o.3,8  de  «1  ;  9,09,,  et  8,79 
de  log(3i. 

Les  droites  perpendiculaires  à  l'axe  des  ô  coupent  la  courbe  en  un  point  si 
elles  sont  à  droite  de  BE,  et  en  Irois  points  si  elles  sont  à  gauche.  Les  droites 
perpendiculaires  à  l'axe  des  ^,  la  coupent  en  un  [)oinl. 

Si,   passant  à  la  limite,   on  lail  /«  =  o,y7i  el  y-i,  s'annulent  et  la  courlie  se 


Fig. 


décompose  en  une  droite  ^i  ;=  o  el  une  pariiliole  ^]  =  4°-  Celle  droite  et  cetle 
parabole  sont  représentées  en  Irait  mixte  sur  la  ligure  en  LHM  et  GHK. 

Ce  résultat  peut  paraître  étrange  au  premier  abord;  il  est  clair,  en  elFet,  que 
la  droite  LHM  corrrespond  aux  solutions  de  la  première  sorte,  qui  pour  771  =  0 
se  réduisent  à  des  orbites  circulaires,  el  que  la  parabole  GHK  correspond  aux 
solutions  de  la  seconde  sorte,  ipii  pour  m  :=  o  se  réduisent  à  des  orbites  ellip- 
tiques ayant  toutes  même  grand  axe  et  même  moyen  mouvement  —  2. 

Mais  si  ^  et  ô  dépendent  seulement  du  moyen  mouvement  osculateur,  on 
pourrait  croire  que,  ce  moyen  mouvement  étant  le  môme  pour  toutes  ces  orbites, 
la  valeur  de  ô  doit  être  aussi  la  même  pour  toutes  ces  orbites,  de  sorte  que  la 
courbe  GHIv  devrait  se  réduire  à  une  droite. 

Il  importe  d'expliquer  la  raison  de  cette  anomalie. 

Soient  /•  et  r  les  coordonnées  polaires  de  la  planète.  Soient  a  et  r,  le  grand 
H.  P.  —  VIII.  55 
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axo  t'I  rexcenlricilé  do  colle  piniiôlo  (l;iiis  son  orbite  ahsnlue,  c'csl-à-flirc  ce 
«jrund  nxo  et  celto  oxoniricilo  roduils  à  leurs  termes  élémentaires,  c'ést-à-dire 
aux  lornu's  C(instant>  ou  p(M-iodi([uos  do  leurs  dévcloppenionls  dont  le  coefficionl 
ne  ennlionl  \m>  m  on  laolour.  l)au^  ces  {(uidilioiis  a  est  une  cniislaïUe.  On 
pose  oHï-uilo 

1  -+-  p 

(Vo^l  a\oc  colle  ciuislaule  a  que  l'un  laiculo  le  iiiiiyen  lUduxeinenl  n  à  l'aide 
de  la  lr(>i>iouie  lui  do  Kepler  n''a''  ^^  i  .  ol  /j.  osl  o^al  à-  j  lo  iu(i)en  luouvoîuonl 
de  Jupiler  l'iani  pris  |)(Uir  unilo. 

Dans  reliulodo  ce  qu'il  appelle  les  Irriiics  de  degré  zéro,  c'osl-à-diro  dos 
Miliiliiins  peiiodi(pLos.  ^1.  Brondid  suppose  rj  =  o.  Il  sonddorail  dcuic  cpie 
roxeonlricilo  ne  doil  oonlenir'  ipje  îles  hu'ines  non  élémenlaires,  c'ost-à-dire  dont 
lo  cool'lieienl  ((Uilit'nl  ni  en  l'aeienr.  Ces  termes  devraienl  donc  s'annuler 
pour  ///  -~=  o,  de  sorle  tpi  on  laisaul  m  ^-=  o  nous  devrions  trouver  seulement  des 
oi'liilos  circulaires.  Nous  devrions  donc  li'ouver  seulement  la  droite  LIIM, 
mais  rien  noxplicpiorail  la  paraholo  (iJIK. 

^lais  les  oliosos  no  se  passi'ul  pas  il'iiiie  manière  aussi  simple  :  1  oxpri'ssion 
de  0  conlionl  un  terme  dil  cuructérisliiitie 

[iii:os2(i  —  \J-x)v, 

et  |Ji  osl  i\i'  la  (orme 

m  -j. 

,j  1  =  -T —  ) 

Cl 

a.  elanl  fini 

Quost-co  iiiaiulonanl  (jiio  r;-?  C'esl  la  parlie  (dc'nu'nlairo  Av  l'expression 


p-- 


m^ 


c"esl-à-dii-e  <(■  (pie  doNiont  colle  e\|)rossion  (piand  on  v  supprime  tous  les  termes 
(Mii  couliennont  m  en  facteur.  Si  l'on  iiorne  p  au  leriiio  caraclérisliijue,  il  Ment 

(■^^>  ^  -^Kl)  =^rL'^^'^'~'"'^  J  +-^[,-2('-i^.rjcos4(i-^,).'. 

si  nous  r'ei;ardons  0|  comuie  une  coiislaiilo  diIlcTonlo  de  zéro,  aucun  de  ces 
lerinos  n'es!  i''l(''iiienlairi^  ;  c'esl  le  poiiil  do  vue  ainpiel  s'osi  place  M.  lîrendel. 
(hiand.  0,  reslani  conslani,  on  l'ail  leiidro  ut  vers  zéro,  l'expression  (a^)  (end 
aussi  \ers  zéro.  C'est  à  ce  point  de  \ue  (pie  l'on  peut  dire  que  r;  est  nul. 
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Mais,  si  iii:iinlcn;inl  je  tais  londre  siiinillaiiéiiu'nl  ôi  el  //)  vers  zéro,  si  je  puse 
pal'  exc'iiiplo  ôi   =y/;î,  y  élaiil   liiii.  alnis  à   la   liiiiilr  iiii  aura  Oi  ;=  o,  ;j.i  ^  -  el 


<')-(ir=s- 


Cuiiiinc  iiiiiis  a\(ins  sii|)p(isi',  a\t_'C  AI.  Bri'ink'l,  //  =  (i,  uoits  aMims.  en  rédui- 
saiil  p  à  Sun  lunue  caratlérislKpu' 


a 


'  I  -H  -C0S2(  I  —  |J:,)p 


(ui  à  la  liiiiili'.  pdur  //(  =  o, 


CY'Sl  l'équalion  d'uin'  ellipse  qui  a  pour  t'xeenlrieiU'  -  el  piiur  grand  axe  non 

pas  a,  mais — - — -.  Dans  ces  conilitions  l'iuliile   réelle  tend  vers  une   ellipse, 
I 

tandis  ipie  Furbile  absolue,  Iduiuuis  cinidiiiii'.  leiid  \ers  un  eercle  (pu  mm 
seulemenl  n Csl  pas  idenliipie  à  celle  ellipse,  uiai>  ii  a  pas  ini^'iiiê  grand  axe  que 
celle  ellipse. 

Toutes  ces  ellipses  liiulles  correspondeni  aux  divers  points  de  la  parabole 
GHK..  Elles  ont  toutes  iiièine  grand  axe,  mais  les  orbites  absolues  correspon- 
dantes n'ont  pas  toutes  même  grand  axe;  la  valeur  de  y.  ou  de  ô  n'est  donc  pas 
la  niême  |)our  loutes  ces  ellipses,  et  c'est  pour  cela  que  la  courbe  (JHK  ne  se 
réduit  pas  à  une  droile. 

Ainsi  donc,  quand  ni  Iciid  vers  zc'ro,  ce  n'est  pas  la  quanlilé  p.  qui  tend  vers 
le  rapport  des  moyens  lUduvements  des  deux  ori)ites  képlériennes,  c  est  la 
quantité  fxi.  .Si  donc,  au  lieu  de  prendre  pour  coordonnées  ,3,  et  o,  nous 
avions  pris  (3i  el  ô|,  notre  courbe  GHK  serait  devenue  une  droite  et  la  courbe 
du  troisième  degré  sérail  (le\eiiue  une  liyperbole  équilalère. 

Donc  l'anomalie  pro\  ienl  simplement  de  ce  qu'il  y  a  d'un  pt'U  \ague  et  lloii 
dans  la  délinilinn  de  l'oibile  alisolue  cl,  par  conséquent,  dans  celle  des  quan- 
tités «,  p.  et  0. 

Si  l'on  lait  atlenlion  à  ces  points,  on  \erra  que  les  résullats  de  Al.  Lîrendel 
sont  en  parfait  accord  avec  les  miens.  Je  dois  cependant  faire  une  réserve. 
M.   Brcndel   croit  a\oir  explicpié   de  celle  manière  l'existence  de /c«t7(«(.'A' dans 
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l;i  .sOrir  do  |l(■lil('^  piniiôlo.  Celle  npiniiin  it'csl  fins  fiiiidcf.  Sdii  IiiIjIc;iii 
liioillri'  l'ii  cllcl  une  liicimc  il:m>  les  \iilcur;.  de  Oi  clsm-  lii  ii^iire  ce  saiil  l)rustjiiL' 
so  nroduil  (|iiaiul  ou  saule  du  ])()inl  15  au  point  E;  ôi  saule  alors  de  la  valeur  ô" 
à  la  \aleur  ô].  Cela  veul-il  dire  qiril  ne  saurait  v  avoir  de  petites  |)lanètes  pour 
h'MHirlIi's  0|  preiidiail  une  valeur  couiprise  eiilre  o"  cl  o,?  iNulleuienI  ;  il  pour- 
rail  eu  exislei'  (pii  eoi  respondiaieiil  aux  pallies  poinlillées  de  la  eoiirhe.  Mais 
M.  Brendel.  pour  dresser  son  lalileau.  a  sii|)priiiié  ces  parties  poinlillées. 
Oesl  celle  (iiiipiildiiou  nrhiliciire  (fui  a  créé  la  Utciuic.  Pouripioi  a-t-elle  été 
faite  aux  points  15  el  1'.  plutôt  qu'ailleurs?  C'est  [)arce  que  le  point  E  esL  le 
point  de  contact  d'uni'  lan^cnle  parallèle  à  riin  des  axes  de  coordonnées.  C'est 
donc  l<'  choix  des  coordonnées  (|ui  a  delerminé  le  choix  du  point  E.  Or  ce 
choix  déix'iul  lui-nièiiie  (h'  la  delinition  (h'  à  el  Ai- a ,  et  nous  M'iions  de  \oir 
jiisleiuenl  coniliien  celle  délinition  est  va;;ue  et  arlilicielle. 
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Bulletin  astronomique,  t.  li),  p.  389-jio  (août  igoj). 


M.  Simonin  il.  il  v  a  qii('lf|iie.s  nnnéos,  soulonu  une  llif-so  romarqiiahlc  sur  \c 
niouvemenl  de  l;i  planèle  Hccube;  plus  récemment,  il  esl  revenu  sur  celle  mûme 
queslion  et  le  Bulletin  \\cn\  de  publier  un  article  de  lui  Mir  ce  sujet.  Ayant 
])ris  celle  anutM'  piiur  sujel  île  mon  (lours  la  llicorie  des  peliles  planètes,  j  ai 
eu  Toccaiiiui  de  résumer  nos  connaissances  sur  les  orbites  plani'Iaires  ilii  l\pe 
dlli'cube  et  des  autres  types  caraclérisliques.  Jai  cbuic  mis  les  résultats  do 
M.  Simonin  sous  une  fiuiiie  nouvelli'  qu'il  ne  sera  peiil-èlie  |ias  inutile  de  faire 
connaître  ici. 

Je  prends  le  plan  de  lorbile  de  Jiipiler  pour  plan  lies  xy. 

Je  clioisirai  les  luiilés  de  tidle  façon  que  la  loiifjitude  moyenne  île  Jiipiler  soil 
égale  à  /;  el  j'apprllcrai  R  une  fonclion  ('^ale  à  la  masse  du  Soleil  dixisi'e  par 
la  disi:iiice  du  Suleil  à  Hécube  plus  la  masse  de  Jupiter  divisée  \y.\v  la  tlisiance 
de  Jiipiier  à  Ib'-ciibe.  moins  le  demi-carré  de  la  vitesse  d'Hécnbe. 

Je  désigne  par  L  la  racine  carrée  du  grand  axe  de  l'orbite  d'IIécube.  cl  je 
pose 


G  =  'LsJ\—e'-,        e  =  Gcos(', 

e  et  /l'iani  reNcenlricili';  et  l'inclinaison  de  celte  orbite. 

Je  désigne  par  /,  i,-  et  'J  l'anomalie  moyenne,  la  dislance  du  périhélie  au  ncrud 
el  la  longitude  du  nieud.  Dans  ces  conditions,  les  équations  sont  canoniques  et 
s'écrivent 


(I) 


dL           dR 
dt~       dl' 

dG 

dt  ~ 

dR 

de          dR 

dt~       M 

dl           dR 
dt"       dt' 

dt 

dR 
~dG' 

dfl  dR 
dt  ~      de 
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I.:i  11  mil  nui   lî  iIi'|h'1iiI  (1rs  >1\  \  :in:ililr^.   I ..  (  i,  0,  /,  i,' ,  0  cl  de  /.  Ces  ('(11101  ions 
|)rciiii('iil  une  iiiilrc  Idiiiic  m  l'on  [kisc 

F  =  li  -+-  H 

cl  M  l'dii  iircnd  |i(iiii'  \;iii;il)lc  0        /  iiii  lieu  (le  0,  elles  (levieiienl  oliirs 

r/r  f/F  (/G  f/F  JS  dF 


'/;■  >//  r/di  — n 

^  '"  _  _  ^  ''■^'  _       "'•'"  '/("  -O  _  _  '/F 

,ïi  ~~7ÎL'        711  ~  ~  ,n\ '  TTi      ~~  ,m' 

l)iins(N's  ciiiidil  idiis.  l*"  esl  rei;;ir(l('  (•(iiniiie  Imiclidn  des  six  \;ni:il)les  L,  (1. 
0.  /.  i'',  0  —  /.  cl  de  /.  Mois  nous  dexiiiis  oiisers  er  (|iie  si  l'exceiil  ricih'  de  .lu  pi- 
ler eliiil  nulle.  I'  ne  de|ieinliii  il  |lln^  de  /.  niiiis  seideineiil  des  six  preni  n'Tes 
MU'iiilik's. 

Nous  iilldi)^  nniiiileiiiinl  ciiiinticr  de  \  ;iriiil)les.   Sm|)|I()s()|is  (jne  le  im|)|)()||  des 

...     /I  -H  I 

niiiM'iis    nniiixeiiienls     soil     1res    \(iisiii     de ,  ii    eliml    un    enlier   (lui    lunii' 

/(  '         ' 

H(''Clil)e  sei'ii  (''i;:il  i'i    i.  iNoiis  noserons 

>.  =  /  +  .A' -4- 'I  —  ^         .V  =  —  «/  — (n -1-  i),i' -  (n -I-  i)(0  —  ?), 

T  =  —  /(/  —  ni;  --  ( n  -h  i)(U  —  /). 

r  =  L -f-«S -+-/iT,        S  =  l.  —  (),        T  =  G  — e. 

On  rdlislMle  ;iiseiiienl  (|iie  l'uii  :i  ideni  i(|nenienl 

U-hGg-hB{il  —  /)  =  \JA-i-Ss  +  T-. 
ci .  ]i;ir  (^dns(''(|neiil , 

],,//  H-  c,,/^.  -,-  e,/i  ()  —  /)  =  lU/l  -I-  S^/i  -H  Tih, 

ce  (|ui  |)i(iii\e  (|u'ii\er  les  iidiix  elles  \aii:ddes  les  ('(luiilldiis  reslei'iinl  rnndiilqiu^s 
cl  X  eirii-dnl 

M  ,/F  ,/<.  ,/F  ,i'ï  (IF 


l  ^  _       ,/F 


,n.  ,/F  ,/s  (/F  ,/-  i/F 


\  dVdiis  (|uelle  esl  in  si^iudcii  I  ion  de  ces  Uduvcllcs  \iin;il>lcs.  U'oljord /.  rcjjri' 
seule  hi  diUV'rencc  des  ldiii;il  udes  iiKnennes.  l^'nulrc  poil. 


r/s  'Il       ,  .,     l'ti       '/Il  \  '/-       'Is       ils 

dt  ,/l  '  \  ,/t       dl  I  i/l       d/       (/t 


/".                 de       du                                              '//       .            .    .        1     /(  —  I  .  (/s       t/- 

Ijominc-^cl    ,    sdiil  lies   iielils  cl-,- Ires  \(usiii(lc 1  on   soil   (iiic-,  cl    , 

dl        (//                         I                   (/l                                      II  '       (//        </l 

Sùlll  IW'S  jjclils. 
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S  est  de  Furdrc  du  cnrré  di'  rt'xct'iilricilo  et  T  de  l'ordre  du  rarré  de  l'incli- 
naison. 

Coninie  S  el  T  miiiI  |)i'IiIs.  (    dillV'n'i'ii  peu  di'  lii  lanne  ciiri'éc  du  ^rand  axe. 
Je  désii^nerai  |iar  /'  cl  ro'  rcxênlrii'iU'  cl  le  |icrilii'lic  di'  .Iu|hIci'.  cl  je  |)Oberai 

!■  =  «  /.  —  t  -t-  ro'. 


L^oninie  — 7- est  nul.  ou  ilu  uioins  1res  pelil,  on  aura 


>h'  ,0.  .11 

ill  lit  ill  ' 

Ce  i[ui  iiKMilri'  (|ue       l'sl  aussi  1res  pelil. 
l'usons  uiaiulcnanl 

X  =  v' aScos.v.        _)■  =  yaSsiii.ç;         ;=  ^''Tcost,         t,  =  yj-TsiiiT. 

Coniiiu.' 

Xf/y—Si/s,  '■.,1c,  — '\\h 

soni  des  diir<''renli(dles  cxacles,  les  l'qualions  rcsicronl  caïKjnlques  cl  s'écriront 
I  ^_       ,/F  ,lx_,l^  Û-      '!^ 

(4)  ''  " 

'  1  <i\  _  _'/F       ''y  __  '!^       '^  _  _  '^ 

I     </t   ~  ""  r/Û  '  (//  ~~JJ-'  dt  ~~  7k,' 

Forme  de  la  fonction  perturbatrice. 

La  fonction  F  est,  comme  on  sait,  développable  suivant  les  puissances 
do  ecosl.  esin/,  icos(l  +  g),  /sin(/  +  g).  (''cos(/  —  cr').  e'sin  (/  —  m')  ri  sui\ant 
les  cosinus  el  les  sinus  des  multiples  de  la  dlirérence  des  longitudes  UHjyenncs  1, 
les  coefficienls  du  (h'veloppement  dépendant  encore  des  grands  axes,  c'est-à- 
dire  de  L.  Mais  on  voit  aisément  que  ecos^  =  ecos  [*-+-(«  +  ')^]'  ^sin/, 
l'cosd  -+-  g-)  =  <cos  [t  4-  (/«  +  I  }>.],  «'sin(/  +  g)  sont  développablcs  suivant  les 
puissances  de  x , }' ,  i,! '''i  '■'^  li's  cosinus  el  sinus  des  mulliples  de  /.;  (pie  d'aulre 
|iarl. 

e'cos(^  —  m'  )  ~  (e'cost')cos«  À  -t-  (e'sin  i^)?!!!  «X, 
e'  sin(t  —  ra')  =  (e'cosc  )  «in  n/.  —  (e'  ?in  v  )cosn'/.. 

On  conclura  cpu'  F  esl  développable  suixanl  les  jouissances  de  x.  y.  l.  rj, 
e'cosc,  e'sinr  et  suixanl  les  cosinus  <■!  les  sinus  des  mulliples  de  /.  Les  coeffi- 
cients du  développeuienl  dépendent  encore  do  L  =  U  —  nS  —  /iT \  ces  fonc- 
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lions  ilo  L  peiiNciil  ("'Ire  dôvoloppées  par  la  t'oriuiile  de  Taylor  suivanl,  les  puis- 
sances croissantes  de  /i{S  -f-  T);  c'est-à-ilire  de 

n 


2 


(.i:--^-t-7^-+-?^  +  T,'^); 


de  sdile  (pie  llniileiiicnl  1'  |ii()rédera  sni\anl  les  jniissanees  de  ^,  y,  |,  vj,  e'cose, 
e'sini',  cosjo^,  sin/>?.,  les  coel'lieienls  du  di'\  ('lo])|)enienl  ne  dépendant  plus  rpie 
doLi. 

J'observe  niainlenani  ipie.  piir  liiison  de  symi'trie,  F  ne  doil  pas  eliani;ei'  : 
i"  Quand  on  ciiange  Ç  et  ï)  en  — ?el  — rj  ; 
9."  (^iiand  on  cliange  )',  ri  el  e  en  — y,  —  vj  et  —  e. 

Cela  montre  qu'un  j;iand  noiiiliic  de  In  mes  ne  doivent  pas  figurer  dans  le 
développement. 

Voyons  maintenant  quels  sont,   parmi  ces  termes,  ceux  qui  sont  à  courte 

période.  Ce  sont  les  termes  qui  contiennent  7.  en  dehors  des  combinaisons  s, 

f^  ils    (h    dv  ,  •  ,  •  d'i,         r.    ■ 

T  ou  e.  L^ar  nous  avons  vu  (lue  -r  >  -d  -r  >  sont  très  petits,  tandis  ciue  -y  est  lini. 

1      (//     (it     dt  '  ^      dt 

Si,  conformément  à  res|)rit  de  la  niétliode  de  Delaiinay,  nous  supprimons  ces 
termes  à  courte  période,  nous  pourrons  dire  cpie  F  est  développable  suivant  les 
puissnncc^s  de  x,  y,  ç,  vj,  e'cose,  «'sine,  les  cocHieients  d(''pendant  seulement 
dcU. 

Si  nous  négligeons,  comme  M.  Simonin,  les  termes  qui  contiennent  en 
facteur  :  c',  /'',  i'^c.  e^e',  c'-,  et  si  nous  supprimons  les  termes  fpii  doivent  être 
nuls  en  \('rtii  de  la  syiiiélrii',  nous  trouverons  : 

(5)  V  =  A  -(-  Bx  -(-  Grî  -h  Dj'^  h-  EÇ"  -)-  Ht,2 

-f-  Ke'cose  +  hxe'  co%v  -\-  Mye'sin  e. 

A,  B,  C,  D,  E,  H,  K,  L,  M  sont  des  ftineticms  de  U. 

Je  remarque  d'abord  que  F  dépend  enconi  de  1  indirectemcnl.  Car  F  est 
supposé  exprimé  en  fonction  de  U,  X,  x.y,  ^,  yî  el  de  /;  ici  F  dépend  de  U,  x, 
V,  c.,'fi  ele  =  «>,  —  t -\- vs' .  C'est  ])ar  l'intermédiaire  de  e  qu'il  dépend  encore 
de  1  el  de  /. 

Si  l'on  suppose  que  l'on  néglige  la  masse  de  Jupiter,  on  aura  simplement 

F  =  -T-,  -<-  e  =  -7T' 1^ ^-  -t-  u  -  (  «  -+-  I  )(  s  -h  T) 

21,2  2(  L  —  «  ts  —  /(l  )-  ^  ' 
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OU,  en  négligeant  les  carrés  de  S  et  de  T, 

I  ,,        /  n  \  x^ -h  V- -^  P -^ -ri- 

=  ^--^^-^(w -''-') —. ! 

de  sorle  que  si  l'on  pose 

A  =  Ao  +  /«Ai        I5  =  rio  +  /HBi,         ..., 

m  élant  la  masse  de  Jupiter  et  A,,,  A|,  ...   élant  des  fonctions  de  U  ind('pen- 
danles  do  celte  masse,  on  aura 

(6)  \a„  =  ^  +  U,        Co  =  D„  =  E„  =  Ho  =  1(^- -«-.), 

f  Bo  =  Ko  =  Lo  =  Mo  =  o. 

Méthode  de  Delaunay. 

Comme  ])remière  approximation,  nous  allons  supposer 


=  r,  =  o. 


Dans  ces  conditions,  ¥  ne  dépend  plus  (pie  de  x,  de  y,  et  de  U.  On  peut  alors 
pousser  l'intégration  jusqu'au  bout  |iiir  la  uK'lliode  île  Utdaunay.  Nous  n'avons 
d'ailleurs  aucune;  raison  de  négliger  les  termes  d(/  degré'  supc'rieur  en  .rel  en  >'. 
On  ti'ouve  iuimé'dialemenl  deux  inl('grales 

U  =  const.,         F  =  const., 

car  F  ne  dépend  ni  do  X,  ni  de  /. 

Considérons  donc  x  et  }'  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  plan,  U 
comme  une  constante  donnée  et  construisons  les  courbes  F  =  C,  en  faisant 
varier  la  constante  C. 

Si  l'on  supposait  fn  =  o,  il  viendrait 

F=- 1 _+u-^i±-i(x=+.r-^) 


al  U  — "(^2  -hy-)\ 


et  nos  courbes  se  réduiraient  à  des  cercles  concentriques  ayant  pour  centre 
l'origine. 

On  doit  faire  une  attention  toute  spéciale  aux  points  pour  lesquels  on  a 

dF  _  c/F  _ 
dx  ~  dy  ~  °' 

H.  P.  —  VIII.  56 


442  PLANÈTES   DU   TYPE   D'HÉCUBE. 

cl .  |i;ir  CiinM'iiui'iU, 

X  =  const.,         r  =  const. 

Ces  pi)iiil>  ('i>rr('N|)iiii(l('iil  :ui\  sdliiliuns  jK'riiKliqiK's. 

I);in>  le  (ils  lie  ///  =  d,  ri's  |)oiiils  soul  les  siii\aiil>  :  l'orii^inc  :r  r=  y  =  o  (iiii 
(■i)ri'('>|Hiii(l  à  iiiu'  iirlillc  circuliiirc.  cl  Ions  los  |i()iiiK  ilii  (■crclc 

</F  n 


(/S      (  L  —  «  S  y- 

f[iii  roiTisponiliMil  .tu  rns  itù  lo  rapporl  dos  moyens  inoincrnrnls  csl  rii;oiii'Oiisc- 

,  .  n  -h  i 

iiiciil  cllmI  a • 

fi 

L'écjiialuiii  „  =  ()  pcul.  siii\aiil  la  salciir  de  V.  ne  piis  avoir  de  lariiic  posi- 
livc,  on  en  avoir  une;  nous  nous  supposerons  |dar('s  dans  re  dernier  ras. 

Nous  remarquerons  alors  Irois  poinis,  à  savoir  l'origine  ()  el  les  deux  |)oiiils 
d'inlerserlion  A  el  11  de  Taxe  des  x  avec  le  cei-clc 

d'F 

,7s  =  "• 

Passons  au  cas  où  m  n'esl  |>as  nul.  mais  1res  pclit.  Les  deux  équations 

dF_dF_ 

dx  ~  dy  ~ 

peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

dF 
^  =  °'         di=°' 

auxqiiclii'S  currespondruni  divers  points  sur  l'axe  des  x.  Comme  m  est  très 
petit,  ces  poinis  seront  très  Mjisins  des  positions  O,  A.  B  qu'ils  occupaient 
pour  1)1  ^=  (I. 

Aous  aurons  donc  trois  points,  C  voisin  de  O,  A' voisin  de  A,  B' voisin  de  B, 
qui  correspondront  à  trois  solutions  périodirpies,  la  |)i'emièrc  de  la  première 
sorle,  les  deux  autres  de  la  seconde  sorte. 

Les  ((jurhes  1'' =r^  G  pn'sentcronl  alois  la  l'oiine  représenh'c  sur  la  figure.  Les 
courbes  sont  niinii'rolées  i,  2,  3,  4i  5,  6.  On  ri'mar(piera  <pic  i  el  2  sont  des 
courbes  fei-iiK'cs  eiiliMiianl  le  poinl  (',;  cjuc  .3  et  5  loriiieul  pai'  leur  n'iiiiiou  une 
sorle  de  limaçon  de  l'ascal  ajant  le  poinl  A'  pour  point  double;  que  4  est  une 
courbe  ierméc  enloiiranl  le  poinl  IV:  enfin  (jue  6  est  une  courbe  fcruK'c  enlou- 
ranl  les  Irois-poinls  A',  B',  C. 
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Le  poiiU  représentatif  x,y  dcriil   une  do  ces  courljos  et  sa  vitesse  a  pour 

composantes -p- 1  — -j-;  elle  est  donc  proporlionnelle  à  la  dislance  normale  île 

denx  courbes  infiniment  voisines.  Le  sens  de  celle  vitesse  dépend  du  sens  de 
la  normale  suivant  lequel  les  F  vont  en  croissant. 

Les  Courbes  1,2,  el  3  seront  donc  décriles  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
montre,  par  exemple;  les  courbes  4-  ^  ''I  *'  dans  le  sens  inverse.  D'ailleurs, 
landib  ipie  le  poini  .r,  )'  leiii  une  inliuile  de  lois  le  lour  des  ecuirbes  1  ,  a,  4  '''  t), 
il   ne   pareoiiira   ipi'iine   seule   fois   les  e<uiib(\s  ,>  el   j  en  ajlani   du  |ir)inl  A'  au 


])oinl  A'  dont  il  sera  inliniinenl  \oisin  lanl  |iour  /  =  —  00  que  pour  /  1=  +  co  . 
La  courbe  4  correspond  au  cas  de  la  liliralion . 

Nos  courbes  feruK'cs  dilléreronl  peu  de  circonférences. 

Rappelons  que  les  coordonnées  polaires  du  point  x.  y  sont  y/2  S  el  s.  Or  on 
voit  aisémenl  (pie,  (piaiid  on  |)ar(ourl  une  de  nos  courbes,  S  atleinl  son  maxi- 
mum el  son  miniinuiii  sur  l'axe  des  x  el  que  la  diflV'rence  entre  ce  maxiiiiuiii  el 
ce  miniiiiMiii  esl  en  j^i'iiéral  de  l'oi'dre  de  //;,  sauf  pour  les  courbes  3,4,5  ou 
pour  les  courbes  peu  dill'érenles  tie  3  ou  de  5,  \)o\\v  lesquelles  celle  diHV'rence 
est  de  l'ordre  de  \/m. 

Parlons  maintenant  des  variations  de  l'anj^le  polaire  s.  Nous  voyons  qu'en 
général,  quand  le  point  x,y  décrit  une  de  nos  courbes,  s  varie  de  o  à  a7r  ou 
de  271  à  û.  Il  y  a  exception  ]iour  la  courbe  i  el  pour  la  courbe  4  cp'i  laissent 
l'origine  O  en  debors. 

Pour  ces  co>irbes,  l'angle  s  oscille  autour  de  zéro. 

Mais  les  deux  cas  sont  bien  différents;  dans  les  deux  cas,  on  a  rigoureuse- 
ment la  relation  suivanle  :  le  moyen  mouvement  d'Hécube  esl  égal  à  deux  fois 
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le    niDVCii    inomcriiciit    de  Jupilcr   numis   doux   t'ois  le    niovcii    inoiivcmcnt    du 
jK'riludic  <l'H(''rul)('   (jo  suppose  cjuc    /(  =  i ,   coninip  rt'la  a   lien   dans  le    cas 

dlIécubeV  ("elte  relalum  sii;iii(le  euelVel  (lue  la  valeur  niovonne  de-r  est  nulle. 

'  •  at 

Mais   ou  sail   i|iie  le  iiicmj\  eiiienl   du    [leiiliéhe    osl    de    I  drdic  des   masses,   à 

luoius  ([ue  rexceuli'icile  ne  soil  elle-nièuie  de  loidre  des  masses  ;rar  si  i'exren- 

Irieile   esl    lies    [lelile,    il    suKll    d  une    1res   laii)le   |ierlurlialinu    pour    (le|>laeef 

beaucoup  le  périhélie.  Oi-,  dans  le  cas  de  4i  l'excenlricilé  esl  finie,  le  mouve- 

uieul  du  perili(die  esl  de  Tordre  des  masses,  de  sorle  (jue  le  rapport  des  moyens 

mnii\  eiueuls  est  l'^al  à  :'.  = à  des  quaiililt's  près  de  Idrdi'e  des  masses.  On 

a    une  vérilalile   liliralnm.    Dans   le  cas  de    i,  au  conliaire,   Texeeulricili'  ('lanl 

pelile.  le  miiuNeuienl  du  p(''riln''lie  esl  fini,  tie  sorle  (pu'  le  rap|)iul   des  moyens 

1  rt  -(-  1     • ,     ,  j     I  '  I 

niiiuNenieuls  n  esl  i)as  voisin  de  2  = :  il  n  v  a  pas  de  lihraliDii. 

'  n  ■        ' 

Influence  de  l'inclinaison. 

Les  équalions  <pii  dunuenl   les  xarialiunsde  rinclinaison  |U('iiueiil  la  ioruie 
1res  simple 

E  et  II  doiseiil  èlre  regardés  comme  des  conslanles,  piiiscpie  \j  ^=  consl.  L'inlé- 

gralion  esl  diuic  immédiale. 

J'ai  dil  (pie  ['(ui  a\ ail  LI  ^  consl.  ;  el.  eu  ell'el,  si  je  liens  coiuple  de  l'iiicli- 

naisou,  mais  ipu'  je  (imliinie  à  ii(''i;li;;er  rexcenlricih'^  de  .lupiler  el  les  lermes  à 

Couile  |ii'riode.    I''  (lepeiid   seuleiieiil   de  U,  ar,  V',  ç,  v},   mais  ne  (h'pend   ni  de  À, 

ni  de  /  :  (lU  a  (jonc 

dF 

-77-  =  0,         U  =  consl.,         F  =  const. 

a/. 

Calcul  de  T.. 

La  différence  des  longitudes  moyennes  de  À  se  calculera  par  une  simple 
quadrature. 

On  trouve  en  effet 

^*)  §"  =  ~  ^  =  ~  ^'  ~  '^'^  ~  ^'"^^  "^  ^'^'  ~  ^'^'  "  "'''"■' 
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A',  B',  ...  désigniinl  k'S  tli'iivées  de  A.  lî.  ...  |):ir  nipjKui  à  l_  .  Comiiu'  L)  osl 
mic  cunslanle,  k's  cocfficicnls  A',  B',  ...  sont  aussi  des  cuiislanles;  quaiil 
à  x,y,  t,  '0,  ce  sont  des  fonctions  connues  et  périodiques  du  temps.  Cela  résulte, 
pour  X  ely,  de  ce  fait  que  les  courbes  F  =  C  sont  fermées,  et  pour  ç  et  ri  de  la 
forme  des  équations  (^). 

Le  dernier  meudjre  de  (8)  est  donc  une  ^érie  Iriycnouiélrique  dont  la  quadra- 
ture est  immédiate.  Le  terme  tout  connu  de  cette  série  représentera  alors  le 
moyen  mouvement  de  X. 

Influence  de  l'excentricité  de  Jupiter. 

Tenons  complo  niainlenanl  de  rexceniricilé  c'  (je  ne  \eux  [larlcr  que  des 
leniies  de  premier  ordre  en  e'),  mais  conlinuons  à  négliger  les  termes  ;\  courte 
période. 

Maintenant  F  d('pend  fl(>  t  el  de  A  par  rinlcrmi'diairc  de  r.  de  sorle  ipi'on  n'a 
plus  les  deux  intégrales 

U  =  const.,         F  =  consl. 

Mais  on  tron\e  encore 


(9) 


i->  \     1  ,         dF     dV  .  ,        1  .    • 

Dans  ces  e(piations  (<j),  les  piemiers  membres-^)  -^représentent  les  deri- 

vees  totales  prises  par  rapport  au  temps;  les  seconds  membres  ^  j  -.^repré- 
sentent les  Ainséiii, partielles  de  F  considérée  comme  fonction  de  U,  x^  y,  \, 
r),  X,  t;   enfin,   dans  les  troisièmes  membres^  est  la    dérivée  partielle  de  F 

considérée  comme  ftuiction  de  \],  x,  y,'t,ri,  v.  Ces  équations  (9)  mettent  en 
évidence  l'existence  de  l'intégrale 

(10)  U -H  «F  =  const. 

Pour  aller  plus  loin,  j'adopterai  la  notation  suivante  :  je  continuerai  à  dési- 
gner par  U,  X,  y,  X  les  valeurs  de  ces  inconnues  que  nous  avons  obtenues  dans 
l'hypothèse  e'  =  o;  ce  sera  l'ensemble  des  termes  indépendants  de  e'  dans  le 
développement  de  ces  inconnues;  je  désignerai  par  ôU,  ûx,oy,  ôX  l'ensemble 
des  termes  du  premier  degré  en  e',   de  sorte  que  l'expression  complète,  eu 


dF           dF 

dt  ~       dt  ~ 

dF 
dv 

d\}           dF 
dt~'^  dX  ~ 

dF 
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néglificiinl  e'-.  sci-iiil   U  +  âli,  x  +  ôjr,  r  +  ô»',  X  +  ô>..   O/i  i-ni/  /inr  là  que  U 
est  une  constaiilc.  lixtis  (jiie  oU  n'est  jxis  une  constante. 

Si  nous  nous  aniMous  iiux  Icriiics  du  sccouil  (l('j;iv  eu  r  i-l  K,  nus  Oqualions 
prendronl  la  iormc  suivante  :  Posons 

F  =  <I>  -I-  e'  'i  ; 

*  =  A  -I-  Ba;  -+-  Cr'^  +  Dv'  -i-  K5=  +  !I r,-; 

'1/  =  koosc  •+■  hxcoiv  -f-  IM)- siii  v\ 

nous  a\  on;-  tl  aliDi'd 


(II) 


Ol   CUsUlIC 


dXj  _  ^/>1>  _  dx  __rl'b  _ 

~dt~'dï~°'         7ït~d^^'-"' 

dt-       dx-        ''-2^'^' 


(12)  /    —r-     — 7.D0V  =  2  v'SI) -+- .Me'siiip, 


do\i  ,d\  .d'I  ,,,,    .  ,        . 

— 7—  =       e  ---  =       ne   -r^  =  —  «e  (Ksiiic  +  I^j-siiif  —  iNlvcost'), 
tit  di.  dv  J  n 

dox  ^r/<I)  ,di>  ^  ,  ^,  ,,    ,    . 

— ; —  =       0  —r       -+-     e  ~r  =.       ivSriV  +  2>ol>  +  Me  ^ni  e, 
rf<  dy  dy  •'  ■ 

— j-  =  —  0  -r-       —     e     ,-  =  —  oB  —  2(jOX  —  2a;oL.  —  Le  cosp. 

Il  va  sans  dire  ([uc  l^ui  a 

rj|;=IÎ'oU, 

Nos  ùqualKins  [icLivcnl  s  écrire 

(     doV  ,,,r.  ,         .  ,, 

- —  =  —  /le  (  IV  >iii  i'  -(-  IjX  m  ne  —  iMj-cos  c), 

dox 

— y—     -t-  '.(CSj;  =  —  SB  —  ^xùC  —  LcL'osp. 
df 

TjC  s(!coiid  iiic'inijri;  de  la  prcniièrc  équation  (  12)  esl  une  fonction  connue  du 
leiiij)s.  de  sorte  que  âU  s'obtient  |)ar  nue  simple  quadrature.  Une  fois  oU  délcr- 
iiiiné,  oB,  oC,  oD  sont  connus  et  les  seconds  nieiubres  des  deux  dernières 
('•(jualKuis  (l'2)  seriiiU  des  Idiiclinus  ('onniies  ilu  lciii|)>.  D'aiilrt'  pari,  l)  cl  C 
sont  des  (oiisliiiilcs.  lie  sorlc  (pjc  les  deux  dernières  ecpialions  (  1  :i  )  solU  des 
équations  linéaires  à  second  ineinbre  et  à  coeflicieuts  constanLs. 

I,e  siMiiud  iiieinbre  pouvant,  d'ailleurs  se  mettre  sous  la  l'orme  de  séries  trigo- 
nomélrupies,  1  intéj;ration  esl.  immédiale. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut,  la  valeur  de  À  et  nous  pouvons  l'écrire 

>,  =  }.g  t  -h  h  ■+-  Ài, 
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/„  Cl  //  clanl  (les  conslanlos  cl  /i  une  scrio  de  cosinus  et  de  sinus.  D;ins  les 
seconds  Mieuihres  des  équalions  (  12),  il  csl  clair  que  nous  pouvons  négliger  ^1 
et  faire 

(I  =  «(/.q/  -(-  /i)  —  ?  -4-  ro', 

mais  si  nous  voulions  lenir  coiiiple  tic  /i.  il  n'y  aurait  aucune  difficuUé. 
Il  \  icnl  cnlln 

^  =  —  5U(  A"  -+-  B"x  -h  C".c'-  -+-  h"y-  -t-  E"Ç-^  -t-  H"-ri2  ) 

—  e'(K'cosp -t- L'.r  siii  (■ -I- M'vsiiip) 

—  [B'Sa;-t-  C'o(a-^)-i-D'5(7-0-t-  E'3(^--^)-i-  H'S(i\'-\. 

r^c  second  membre  est  connu;  A",  15",  ...  sont  les  dérivées  secondes 
de  A,  .  .  . ,  par  rapport  à  V  ;  on  pourra  d'adlcurs  remplacer  c  par 

«  I,  Ào  <  +  /i  )  —  <  -+-  Cî'. 
On  aura  donc  ÔÀ  par  (piadralure. 

Nouvelles  approximations. 

On  peut  se  proposer  de  pousser  l'approximalion  plus  loin,  soit  en  tenant 
c(Muptc  des  termes  à  courte  période  où  ?.  figure  explicitement,  soit  en  tenant 
compte  des  puissances  supérieures  de  x,  y,  ï,  r),  ou  a'.  Ces  approximations 
nouvelles  se  poursuivent  d'après  les  mômes  principes. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  des  valeurs  approchées  îles  inconnues;  soient 
U,  x, y,  ^,  ft,  X  ces  valeurs  approchées.  iNous  aurons 

dt  ~  d\  '  dt~  dy'  ■  ■  ■  ' 

O  étant  renseinble  des  termes  de  F  dont  nous  avons  tenu  com|)lc  et  dilléranl 
par  conséquent  très  peu  de  V .  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  tenir  compte 
de  nouveaux  termes  de  F  et  soit  i}*  l'ensemble  de  ces  nouveaux  termes;  nous 
lerons  donc 

F  =  '1'  -t-  'h. 

Nous  voulons,  en  tenant  compte  de  ces  nouveaux  termes,  obtenir  de  nouvelles 
valeurs  plus  approchées  L  +  ôU,  x  +  ox,  ....  de  nos  inconnues. 
Nous  trouvons  alors 

,    ,,  f/SU       ^rf<I>       dlj  dox       ^d<l>       dh 

dt  di^        dk  dt  dy       dy 
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a\t'C 

ak        (ik-  </l<t.v 

Dans  los  (Icrivoi's  de  .{;  cl  dans  les  dciivée's  secondes  de  *S>  un  peni  d'ailleurs 
remplacer  les  incoimes  |)ai'  leurs  valeurs  approchées,  [].  x,   .... 
Nous  poserons 

"I>,  =  A  -V-  B^c  -h  CU-2  -t-  hy"-  +  EÇ2  -+-  H  n'-, 

et  nous  <léconiposerons  la  fonclion  <!•  en  deux  |)arlles  en  écrivani  O  =  <l>i  +  <I>2  ! 
un  aura  par  exemple 

Les  dérivées  secondes  de  Oo  seront  alors  très  petites;  soit  parce  que  tous 
leurs  termes  contiennent  en  facteurs  des  puissances  supérieures  des  excentri- 
cités ou  des  inclinaisons,  ou  la  niasse  multipliée  par  un  terme  à  courte  période, 
de  faron  que  la  petitesse  de  la  masse  ne  puisse  êlre  couq)ensce  par  l'inlrotiue- 
liiin  tle  petits  diviseurs. 

Alors  les  termes 

■  OA,         -;; T-  OX, 


d'i."-        '      d'i.dx 

seront  1res  petits  par  rapport  à  oÀ,  ^x^  ....  c'est-à-dire  par  rapport  aux  correc- 
tions (pi'il  s'agit  île  calculer;   ils  pouironl  (Mrc  négligés,  ce  (pii  revient  à  dire 

que   dans    les    équations    (lo)    on    peut    leiuplacer   4»  par  4>i.    Ces  équations 
deviennent  alors 

(/SU      <b)j           dix        ^^              ...^  dii 

dt         dk              dt                ■           •'  dy 


(>4) 


doy  ^  ^  f/'i 

— i-  4-.iL.oj;  =  —  OD  —  2.Ï0L. r^) 

dt  dx 

^'8?  .1-  ~..        d'h  dori  d'h 

— ^  —  2  H  or,  =  2r|3H  -+-  J-1  —T-! -1-2  ESC  =  —  iloE  —  ^l- 


^  =  -  SU(  A"  -H  K'x  +  CV2  ■+■  D'y-  -1-  E"Çî  -+-  W-rC-)  —  ^• 


Comme-..'  est  connu,  la  première  ('(piation  (  i/})  nous  ilonne  âU  par  quadra- 
ture; comme  oïi,  odt,  o\^  sont  désormais  connus,  les  seconds  membres  des 
autres  équations  (i4)  sont  connus;  les  quatre  suivantes  deviennent  des  équa- 
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tions  linéaires  à  seconds  membres  el  à  coeflicienls  conslanls  ([iii  dunnenl  laci- 
lement  ox,  oy,  o'i.  o-t]  et  la  dernière  donne  Sk  par  quadrature. 

Mais  il  importe  d'étudier  de  plus  près  la  forme  des  solutions  ainsi  obtenues. 
Dans  les  premières  approximations,  les  variables  U,  x,  j',  5,  r),  cosX,  sinX  se 
présentaient  sous  la  forme  de  séries  Irigonomélrlques  procédant  suivant  les 
sinus  et  cousins  des  mulliplcs  de  quatre  aryuiuenls  proporliduiiels  au  temps  cl 
que  nous  pourrons  appeler 

a,  £,  \x  =  'i.ot -\- h,  'J  =  /UAot  -f-  h)  —  /-hm'. 

\oici  comment  s'inliotbiibaient  ces  quatre  argiiuu'nts;  d'aboril  pour  a,  nous 
avions  les  deux  équations 

dx      r/F  liv  f/P 

(H       cly  •'  '  dl  dx 

Ces  equiilions.  ipii  scml   linéaires  el  à  coeficicnts  constants,  s'intègrent   iiuiué- 
dialemenl  et  nous  Iruuvons 

B 

a:  =  —  — p -(- XoCOSa,         /  =  ;oSiii5, 

x^  et  y„  étant  des  constantes  el  q  une  ioncliua  linéaire  du  teiups  telle  que 
(15)  S=2v/CU. 

De  même  pour  £,  nous  avons  les  deu\  équations 
d'où 


El,  et  r) Il  étant  des  constantes  cl  s  une  fonclion  liuéaire  du  teuq)s  telle  (pie 

(i5  6(s)  —  =  2v/hE- 

dt 

Dans  rex|)ression  de -.^  j  nous  aurons  ensuite  un  Icriiie  constant  /.„  (lui  intro- 
duira par  cjuadrature  l'arguHient 

|ji  =  /,o<  -t-  h. 

Enfin,  quand  on  substituera  à  \  sa  valeur  dans  e  =  «A  —  t  -\-  ts\  on  introduira 
le  quatrième  argument 

V  =  «  ;i  —  t  -\-  ra'. 
H.  P.  -  VIII.  37 


4do  PLANETES    DU    TYPE   d'HÉCUBE. 

La  môme  lurmc  lrii;oiiomi'lri(|ii('  se  i-cli-dUNcia-l-cllr  iui\  a|i|)riiximali<)ns 
siiivanlcs? 

D'iilxii'd  la  première  l'iiiialiuii  (  i '\  )  nr  sdulèvcia  pas  ilr  ililTi(iilir>.  Si  le  second 
menil)re  de  celle  ('quai ion  conleiiail  un  leirue  cDusIanl.  il  en  résulterait 
dans  ôl  un  lerme  se<;\daii'e;  mais  cela  n'aii'i\eia  |ias  paLce  i|iie.  |iar  raison  de 
S\Mii'lrie.  ee  secnml  memlire  ne  peut  ediileiur  (|iie  îles  .sinus. 

Passons  à  la  ilen\ième  el  à  la  lidisième  e(|ualiou  (  i/j).  il  es!  chur  (lue  ces 
(■•(lualiniis  (liiniiiTdUl .  |Hiuro.rel  oi".  des  lermes  séculaires  si  nous  avons  dans 
les  seconds  memlMes  des  leiiues  eu  suit.  cosT.  A  cause  de  la  relalion  (  [5),  les 
(■'([iialions 

'/''■^  ...  r,      ■ 

—, 2  l>or  =  r  siii  ï, 

i/t 

— ; h  2  Lo.r  =  (  )  cos  3 

<// 

donneroni  en  ellel  des  lermes  séculaires,  à  imuns  i|ue  I  on  ail 

Q  v/'l)  +  I' v/C  =  (->. 

Les  autres  eiiiialidiis  {  \  '\  }  doiineiaieul  lieu  à  des  (disei'N  allons  anal(i;;iies.  Ainsi 
siiil  rodiiiraienl  des  lermes  séculaires  (|iie  nous  |)oincins  el  (|iie  nous  de\ons 
éviter. 

Pour  exiler  ces  termes,  clierclions  à  repn'senler  nos  inconnues  par  des  séries 
procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  (puitre  ari;iiments  a. 
£.  p.,  V.  en  supposant  l(jujoiirs  (|ue  ces  quatre  arguments  s(ml  des  louclions 
linéaires  du  lemps.  mais  sans  siip|)oser  ipie  les  coellicieiils  du  leiiips  dans  ces 
iiiialre  loiiclions  linéaires  aienl  rii;iiureusemeiil  les  \  aleiiis  I  i'oii\ees  en  |U'eiiii(;re 
approximal  nui,  c'est-à-dire  les  xaleiirs  (  i  J  ),  (  i .)  ^/.y  ),  /.i,,/;/.,, —  i. 

On  a  al(Ms 

*■/./•        i/x  t/7        tfx  ili        <lx  t/'X        ilx  (ht 
(Il  ~  ih  Tlt'^  TU  (Il        Th.  lit        (h    (Ù 

el,  par  consiqueni . 

'Ix       rl(,x       (l.r  ^  (h       (Ix  ^  (Il        flx  ^  (l'X        (Ix  ^  (h 
^      '  fil         (Il        'h     (Il       (Il     (Il        (l\y     (Il        (J'i     (Il 

ÎNous  vfjiilons,  à  laide  des  eipial  ions  (  i  |  ).  di'Ierm  mer  iioii  seiilemeiil  nos  incon- 

^,  .    .,.  .     .  ^fh    ^(h     -,  f/iJ.     ^ 'h 

niii'S  OX.  0)'.  oL .  0/..  mais  lis  coiislaules  a  -.-i  o  -,-)  0  -r.  >  0  -r-- 
•  fil         (Il         fit        fit 

Je  reinaiipie  d'abord  ipie  dans  le  second  memhre  de  (  iG)  fi;;urcnl  les  dérivées 
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de  X.  INous  pouvons,  clans  ces  dérivccs,  remplacer  x  par  sa  valeur  approchée 

B 

p^  +  a-oCOS(J. 

„         .  ■  I ,  .  dx  «  rfd 

L.ar  SI  nous  coiinmilous  une  nelile  erreur  sur  x.  1  (^rreur  commise  sur-7-o-r 

'  ai     dt 

sera    tr6s    pclilc,    non    soulemenl    d'une    luiinière    absolue,   nuiis    par   rapport 
à  â -^  !  c'est-à-dire  par  rappuri  aux  (piandiés  à  calculer. 

Or  si  nous  remplaçons  x  par  sa  valeui-  approcliée,  il  vieni 

dx  dx       dx       dx  ^  dx       dhx  ^  d<s 

-7-  =  ^  Xo  siii  I,  ,-  =    ,-  =    ,    =0,  0  -7-  =  — ; Xd  sin  a.o  -j-  • 

rfti  '  dz        d\x       d'i  '  dt  dt  dt 

La  seconde  é(pialion  (i4)-  ^ini  de\rail  s'ikiire 

dt  •'  '  dy 

dcMenI  ainsi 

(17)  —, ^0  ''iii  j.o  -, 2  Voy  =  2  >oD  -H  -,-  =  1'  siii  î  -+-  R. 

dt  dt  •^         ~  dy 

La  seconde  equalion  (141  ilonne  de  même 

doy  ^di  ^,-1       -n       '/^        ^ 

(  17  bis)         —r — h  )'o('osa.o  —, — h  2  Loi"  =  —  2X00  —  oB r^  =  Ocos  j  -1-  R  . 

fit         '  dt  dx 

P  el  Q  sont  des  eonslanles.  Il  el  R'  des  enseudiies  de  k'rmes  lrigon(unelriqucs 
doiil  auiun  n  a  pour'  ai;;uiuenl  a. 

Or  les   e(|niilioi!s  (17)   el    (  ij  bis)  n'iniroduironi  pas   de   lermes   séculaires, 

pourvu  ipie  0  —  siul  clelei'uime  de  lelle  lacon  (pu' 


(  Q  v/D  +  I  '  V  C  )  =  0  |:^|  Oo  v'L'  -  xo  s/G  ) . 
Il  est  utile  de  remarquer  (pie  1  on  a 

rov''E*  -+-  x^\JC  =  o, 

de  sorte  ipu'  le  coellieienl  de  <5 -r- ne  s'annule  pas. 
^  dt  ' 

Les  qualrième  el  cimpiième  équali(uisf  i4)  se  lrailer(uit  de  la  nn'une  manière 

et  déleruiinei'onl  0^.  ôr).  ô  7- •  '-'i  sixu'ine  ('■(juation  {  14)  donnera  oÀ  par  (luadra- 

ture.  et  il  est  eliiir  cpu'  6    '-  ne  .sera  autre  cliose  cpie  le  ternie  constant  du  second 

iiieudii'c  de  celle  étjualKui.  On  aura  eiidn 

.  rfv  rfu, 

0  -r   =  «  -j-  • 

dt  dt 
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(  )ii  ix'iit  (loue  cviItT  les  loriuos  séculaires,  v[  la  (lilliciillc  |)('ul  l(iii|()uis  rire 
surinonU'i'.  Elle  ne  se  riMicoiiIrciail  d'iiillciirs  ijiu'  dans  le  calcul  cl(^s  Icrriios  du 
lioisièiiic  ordre  par  rapport  aux  exc'eiiUicilés  el  aux  inclinaisons. 

M.  Simonin  n"a  pas  poussé  rapproxiinalion  aussi  loin;  on  \()il,  il  est  vi'ai, 
dans  ses  formules  fii;urei'  des  leriues  séculaires,  mais  l'orii^ine  en  est  didércuite. 
Les  moyens  mouvements 

f/'J  t/c  ll\3~  fl^ 

Ht'     TU'     dt'     di 

de|icudenl  des  constantes  d"inléj;ratu)n  et  en  pailiciiluT  de  U.  ÎM.  Siuujnin  a 
voulu  donner  à  la  constante  U  un  |)etit  accroissement  ÔIj;  il  en  résulterail 
pour  .r.  |)ar  exemple,  un  petit  accroisseinenl 


(^)oU-x„<sin.^(^;)8U 


(Ijc  d    /  B  \  ^,,  d   /d<s^ 


qui  conlient  un  terme  séculaire  tsinv. 

C'est  celle  dijffùrcntialion  pour  ainsi  dire;  (jui  esL  l'origine  des  termes  sécu- 
laires renconlrés  par  M.  Simonin. 

Nouvel  examen  des  termes  en  e'. 

lirpiiuoas  les  équations  (12),  el  clierchons  (juels  sont  les  termes  les  plus 
importants.  Dans  les  seconds  membres,  nous  ne  pourrons  conserver  que  les 
termes  qui  contiennent  en  facteur  e' seulement,  en  rejetant  ceux  qui  conlien- 
uenl  c' X  ou  e' y.,  nous  irouverons  ainsi 

doM  ,,.   , 

lit  ' 

doù 

SU  =  Kie'cosc, 

Kl  étant  une  constante  contenant  comme  K  la  masse  en  facteur.  Alors 
3li  =  B'SU,         o<:=C'SU,         3D  =  D'oU 

Contiendr'onL  c'  en    faf;teur'   el,    négligeant    toujours    e' X,  e' y,    nous   pourrons 
écrire 

Sdàx  ^^         ,,  ,   ■ 

— ; 2D0K  =  Me  sin  e, 

-—  -+-  aCSa;  =  —  (Ki  B'  +  L)e'cosi', 


K 
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Lf  terme  KjB'  peut  être  négligé  parce  que  Ki  el  B'  sont  l'un  el  l'autre  de 
l'orilre  des  niasses. 

Dans  les  seconds  nieml)res,  nous  ferons 

V  =  n{'/.it/  -+-  h)  —  /  -(-  ra'  =  n  u  —  t  -h  m' 

cl  rintéj;ration  sera  immédiate. 

Si  nous  négligeons  d'ahord  les  perlurhalions  de  Satui-ne  el  des  autres  grosses 
planètes  sur  .Iiipiler,  nous  pouvons  regarder  e'  et  ro'  comme  des  constant(>s. 
Alors  ox  se  réduit  à  un  lernu^  en  cosc,  el  Sy  à  un  terme  en  sine.  Ces  termes 
seront  grands  parce  que  le  moyen  mou\enu'nt  de  c  diffère  très  peu  de  celui 
di'  (7;  la  difléri'nce  est  de  l'ordre  des  niasses.  Mais,  si  l'on  \r\\\  tenir  compte  des 
perliiihalions  séculaires  subies  par.liipiler,  on  de\ra  écrire 

e'cosro'  =  ^•ACOs(y.t  -h  [i), 
(-'  si  lira'  =  ï/.  siii  (  a/  H-  Jj), 

où  cliacun  des  seconds  membres  sera  la  soimiie  d  un  certain  nomhre  de  leriiies 
périodi((ues  à  très  longue  période;  li'S  ■/,  les  et  et  les  j3  sont  des  constantes. 
Les  éfjuations  (18)  d<>viendronl  alors 

— 2Do>'  =        M  ilz  ~iii  (/ijj;  —  f  -\-  -xt  -h  p), 

d^Y  ^  ^  .  „ 

—r--\-  aCSa:  =  —  L ïxcosf  «u  —  I  -h  xt-\-  i). 
dt 

L'intégration  est  encore  immédiate  et  nous  l'ait  connaître  les  variations 
séculaires  de  l'excentricitt''. 


Termes  élémentaires  de  la  longitude. 

11  existe  dans  l'expression  de  ÔX  des  termes  élémentaires  à  très  longue  période 
et  dont  il  est  nécessaire  de  faire  une  élude  approfondie.  Nous  supposerons 

I  =  ï)  =  T  =  o, 

c'est-à-dire  que  nous  négligerons  l'inclinaison. 

Nous  avons 
,      ,  dl\  ^  d<Po  .  d^i        ,  d'h 

en  posant 
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•I»,,    tli^siijiKiiil    l'i^iiMMiililc    (!<•>    Ici'Liu's    in<lr|iciuhmls   de    1m    innssc    de    ,In|)ilor 
l'I  «»*I*i  1  l'iiM'iulili'  (les  liTiiics  (|ui  (OUI  irmiciil  ((■Ile  iiiassc  en  laclcni-. 
Oi- 1)11  il 

'I>0= r-^ ---t-U— («  H-  l)S, 

tloù 

ou  rn  n('L;lii;(Mnl  S 

.Nous  xiiiiini's  iiiiisr  (■(iiiduils  m  ciilciilci'  oL  — /;  oS  ;  cl  pour  cela  nous  avons  les 
LHjualions  (^3) 


(jui  nous  donncnl 


(/l       </'/.  '  i/t       c/s  '  (//  rfS 


f/SU        .</'!<  ,(/■!/  ,r/J; 

i/l  II/.  (//.  flV 


(j)ui>(|Ui'  <I>  nr  di'|icnd  ]ias  de  /,  cl  inic  'li  n'en  dépend  i|Me  par  rinU'rinédiaiic 
de  i)  (!l 

f/oS       .  <•/'!>        ,  '/•> 

duù 

^-^(oU  -  „o^)  =  -  «0  -  +  n.-  (^^^^,  ^  ^^;  j  . 

Nous  ne  \oulons  conserxei'  dans  le  second  nicndii'c  ipie  les  li'iiiies  séculaires. 
Or,  nous  a\  (Mis 

c  =        /(/.  —  t  -h  rn', 

,v  =  —  n'/.  -h  t  —  ff  —  0  ; 

ce  qui  montre  rpie  le  moyen  momemenl  de  r  +  «  l'sl  1res  petil.  Les  tonnes 
séciiliiires  sdiil  donc  les  leiiues  en  i4-i;si  nous  les  conservons  seuls,  (|/ 
deviendra  une  ((uicljon  de  r  +  s  cl  l'on  aura 

d  ,^,,  _,  .f/*  ,</<!>, 

-:-  (oU  —  nos)  =  —  no  -y-  =  —  nnio  —r-  • 
dt^  '  ils  ils 
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,,  ,       .  '/'l<:  .    ,  ,  ,     'AI'  •  •  'AI',,  r      1        I  I 

.1  ucris  //;—;— il  l;i  iiliicr  ilr    ,->  piUTc  (iiic  ic  sais  (iiic —r— csl  mil ,  <1',,  (.lr|iciiihiiil 

l/s  '  Ils         I  I  .1  I  ,/v  1 

si'iilciiicnl  (le  l    il  lie  S. 

(jdiiiiiic  loiis  li's   liTiiics  (je  0  — T—  roiil  iciiiii'iil  en  lacli'iir  o.r .  'il'  mi  'jl   .   cl  par 

ils  ' 

coii.s('(|iiciil  //'.  |r  \iiis  iiiir  la  iliTiv  ('•(■  lie  fjt  — /; ')S  (rùdiiilr  aii\  Icriiics  a  In'". 
longue  [n'iiiiilc  I  csl  ili\isil)lr  |)af  le  rarri'  ilc  la  masse. 

Ce  l'ésuilal  iiCsl  aiilic  cliiiM'  iiiic  Ir  I  licurriiic  lie  Laj;raiiL;r  sur  1  un  aii.i  IjiIi  le 
d(!S  grands  axes;  car  U — nS  r^l  niir  loïKiidii  ilu  i;raiiil  axi'. 

A'iiiis  IriiiiMM-oiis  riisiiilc 

'1'=       A -H  li  v/aScoss -H  ■'.S(  Ccos-.ç -+- I)  siii2.ï), 

(l>\>  I 

—  =  —  15  V'-^-^^iiii  -I-  4S(1)  —  C^cu.;s<iiis  =  —  M_)'-4-(D  —  C)x)'; 

d'où  ciilin 

(20)  — n'i         =  «o(  Bj  ; -t- «S|  (C — \i  )xy\. 

Seulciiicli  I ,  ainsi  iiiii'  iiniis  l'avons  lail  oliscr\i'r  (ri  en  \cilii  ilii  I  lu'i  nrinr  (le 
Lagrangoj,  le  sccoml  iiicnilnr  de  (  ao  )  conlirnl  en  laclciir  le  carn''  ilc  la  masse 
iirrl  iirltal  ricr,  F.n  ini'in  ii'i  r  a  iiiiniM  mal  nui .  il  ili'\rail  i''lrr  rciiardc  (•(niiiiic  nul. 
Si    l'un   \ciil    |)oiisscr   |)liis   linn    1  a|i|iro\iiiialiou   ri    Iriiir   comiili'   de    ///-,    lions 

AI  AI 

navons  pins  le  dniil  de  ni''t;li;;('r  li's  Icrnics  i>ii    ,'  —    ,'  •  l'ji  rllcl.  si   nous  a\()iis 
I  '^    ^  flv       ils 

ailinis  (jiic  les  seuls  Icrnies  siTulairrs  cLiicni   1rs  Icriiirs  en  c    f- .v,   c  esl    |)ai(e 

(|ue  nous  avions  remplacé  X  el  )'  par  leurs  \aleLirs  ap|)rocliées 

\'''^SuCosi,     v/'.<Susiiiï 

(  el  (pie  ninis  aMUis  dans  r  remplari'  /.  par  v.  en  supprimaiil  la  parlie  pi'rlddlipi  e 
de  /, }. 

Nous  trouvons  alors 


il'l       il-^j 

-,'  —    ,'  =  —  K  sin  V  -t-  (  I,  -(-  _\1  )  (ycosp'  —  j;sin  v). 

ilv        Ils 


Il  \ieiil  diin 


i-V(SU  — «oS)  =  n3('Br)H-  n6fi  C  —  li jxy] 
(21)  Idt^  '  —   '  ^  '  ■'  ^ 

\  -{-ne'[ — K  siii  (■ -t- (L -(- M)(j'COSt'  —  jrsiiic)]. 

^lais.  à  côti''  du  lliéorème  de  Lagrange   sur  rin\ariabilité  des  grands  axes, 
nous  avcjiis  celui   de  Poisson,   d'après  leipiel   les   liriiies   séculaires  des  grands 
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iixos  (lui  coiilirmu'iil  >ii'-  en  iMcIciir  (IoInciiI  (■•j;al('in('nt  (lis|iiiiuîli'c.  Ainsi,  dans 
If  SPCOlltl  Mil '111  lue  tic  (  SI  I  ).  1rs  Icrincs  M  lnni;u('  ihtiikIi'  de  I  Oitlri'  tic  ///'-  (lc\  roni 
so  ili'lniirc. 

Ce  ri'snlliil  doit  cire  r:i])|)r(Hlic  Ar  ceux  iiu'onl  obtenus,  pnr  hi  miMliodc  de 
CivUléii,  M.  J-udeiidorf  pour  l;i  |iianclc  TIcciihc.  M.  Brendel  pour  la  piunèle 
Ilestia.  Ces  deux  savants  onl  clicrrlic  à  loniicr  les  Icrines  à  longue  période  qui 
piuirraicnt  cxislcr  dans  l<'  dcNchippcincnl  de  la  (piaiililc  ipi'ils  appellent  Set  en 
se  liornani  aux  tenues  du  second  dei;r('  |iar  lappcni  aii\  cxcciilrieités.  Ils  ont 
reconnu  inic  les  plus  imporlaiils  de  Ces  tciiiics  se  détruisent. 

Ce  résultat,  ipii  a  coTilc  aux  deux  ailleurs  d'assez  loiii;s  calculs,  n'est  donc 
autre  chosi'  ipic  la  traduction  dans  le  lau:;ai;c  de  Gyldcn  du  célèbre  lliéorème 
de  l'oisson. 

(^)uoi  qu'il  en  soil,  il  f'aiidiail  en  rcNcnirà  l'equalion  (  ]())  et  rechercher  quels 
Sont  les  Icrnies  du  second  nieiiilire  qui  peiixciil  a%oir  une  valeur  sensible.  Celle 
élude  |)rcsentcrait  un  grand  intérêt,  car  elle  permellrait  de  contrôler  les  résul- 
tats obtenus  par  M.  Harzer.  au  sujet  de  leriiics  à  longue  période  dont  les  coef- 
(icienls  seraient  extrêiueiiieul  (de\és  et  dont  l'existence  a  été  contestée  par 
M.  Biicklund  (voir  Bull,  aslron..  t.  1  i,  p.  .'jai).  Bien  que  l'analyse  de 
M.  Hackliind  soit  sujette  à  une  sérieuse  (dijeclion,  un  conlirde  direct  pourrait 
èlre  but   Mille. 


NOTE 

SUR  LA  STABILITÉ  DE  L'ANNEAU  DE  SATURNE 


Bulletin  astronomique,  t.  2,  p.  5o7-5oS  (novembre  i8S5). 


Laplilcc  a  ilr'iiioiilrc  que  ramicMii  ilc  Saliirnc  ne  |ioii\iiil  (''Ire  slal)l<'  (ju'à  la 
conililion  il  ûlrc  suljilivisi'  en  plusieurs  anneaux  CDnccnlriques  animés  de  \ilesses 
de  roLalion  difTérenles;  de  sorte  que,  si  lobsorvalion  ne  nous  avait  pas  jxirmis 
de  constater  directement  cette  subdivision,  la  théorie  de  la  pesanteur  aurait  pu 
suffire  ])our  la  faire  jirévoir.  Depuis,  M.  Tisserand  (')  a,  par  une  analyse 
apjiniduulie.  rduliriMi'^  le  rcsiijlal  de  La  place  :  il  a  reconnu  ipiun  anneau  unitjue 
ne  pourrait  subsister  que  si  la  densité  de  l'anneau  était  notalilcnieiit  sujic'rieure 
à  celle  de  la  planil'te,  et  il  a  calculé  la  largeur  maxima  de  chaque  anneau  idéMuen- 
laire  en  fonction  de  sa  densité  et  de  s(ui  ravon  moyen. 

On  voit  ainsi  que  chaque  anneau  élémentaire  doit  être  d'autant  moins  large 
que  sa  densité  est  plus  faible.  Mais  on  peut  aller  plus  loin  encore  dans  cette 
voie  :  je  vais  montrer  que,  si  la  densili-  devient  inférieure  à  une  certaine 
limite,  tout  anneau  fluide  est  instable,  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  largeur.  Sons 
l'inlliience  de  la  moindre  perturbation,  l'anneau  ne  se  décomposerait  plus  alors 
en  plusieurs  anneaux  concentriques,  mais  il  se  résoudrait  en  un  grand  nombre 
de  petits  satellites. 

Dans  ma  Note  sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  amimée  d'un  mouvement  de 
rotation  (Bull,  asiron.,  t.  2,  p.  lOf)),  j'ai  montré  qu'une  pareille  masse  ne 
peut  être  en   érpiililire  stalile    que   si   la   vitesse  de    rolali(ui  w  est   plus  petite 

(')  Annales  de  rObsei'vatoire  rie  Toulouse,  t.  1. 

H.  P.  —  VIII.  5S 
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que  O2~of,  0  ('■laiil  la  (Icusilc  iiiiim'IIIH'  iIc  ('elle  iMa>M'  cl   /  I  al  liacl  loii  (\r   ilciix 
iinili's  Je  masse  à  riiiiiU'  de  dlslaiicc. 

Si  raiiiiiMM  riall  lliiidr  cl   hininail  (rniic  seule  |iièrc,  en  ilcvi-ail  ilone  aMjir 

10^  <2-p/. 

D'aiilrc  narl.  cm  a  |Miin-  la  \ilesse  de  lolalKiii 

/'M 

/•  élaul  le  lavtiii  de  Iniineini  élénienlaire  considéré  eL  M  la  masse  de  Saliirne. 
Si  nous  appelons  /'  le  rayuii  de  la  planète  el  p'  sa  densilé.  il  viendia 


On  ticdiiil  de  là 


M  =  .^  r.p- 


2-p/'''   >  X  Kp'/''-' 


OU 


-H^r 


p 

p'"  3 


De  l'anneau  inlcrienr  à  l'anneau  cxli'iieiir,  le  rajipori    ,\nrie  à  peu  jii'èsenlre 

les  liiiiiles  i,:jel  3,2  :  le  st'cond  inend)re  \arie  donc  enire-el--.  • 

'  ■  5       lO 

Si  donc  les  anneaux  élaient  lluidesel  lournaienl  dune  seule  pièce,  la  densilé 
de  rauueaii  inliTieui'  dcM'iiil  cli'e  an  nioius  (■■L;ale  an  cintpiiènn'  cl  (adle  Ai' 
1  anneau  exli'iicur  au  seizième  de  celle  de  la  planùle. 

On  verra  peul-èlic  là  une  raison  de  ne  plus  considérer  les  anneaux  ciuuuu' 
fornii's  d'une  mulliliide  de  salelliles  exlèincinenl  pclils;  Max\\(dl  csliuiail  ni 
cllcl  (pi'nn  anneau  lliiide  ne  pourrail  elle  slalilc  ipie  si  sa  densilé  élail  iiu  ///lis 

ésale  fm-r. —  de  Cidle  d<'  Saliirne. 


SUR   LES   SATELLITES   DE   MARS 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  107,  p.  Sio-Sgj  (3  décembre  i88S). 


Dans  une  ÎXiilr  rc'ccnlc  (  ao  iioliI  iS<S,Sj.  M.  l)iili(ii,s  (■iiicl  1  li\  |i(illiùse  (|uo 
Pliuhos  cl  T)('ini()>  >cjiiI  de  |)elilt'.s  planètes  qui  (inl  |iiisM\  il  \  a  i[iii'l(|iics  années, 
<iaiis  le  \  ()iMiiat;c  ilc  Mai^  cl  nul  çlc  rclciiiio  par  l'ai  I  lachiiii  ilc  ccl  asirc.  (_/t'Sl 
ainsi    (pi'il    c\pli(|iic    ipic    ces    deux    salcllilcs    ilc    Mars    naicnl    cl(''    oliscrvcs 

Celle  liypollicM'  csl  inailniissihic.  (  )m  pciil  s'i'U  l'cndic  coniplc  iTaliord  en 
négligeanl  rexeenirieilc  de  Mai's.  Si  Idn  suppose  eu  ellcl  (pie  le  iniiii\eiiiciil  de 
Mars  esl  circulaire  v[  unilornie,  le  |ii(]|iléuie  des  Iriiis  cdips  adniel  nue  inlé- 
grale  connue  scius  le  niuu  i\  ////('■i;rii/c  ilf  Jinnlii.  el  (pu  s'(''ci'il 

,    ,  n"-!--       M       u       c- 

(i)  ,r -H =  const. 

2  R  p  2 

Dans  ("elle  i-elalicju.  M  d('si!;ue  la  masse  du  Soleil,  ,a  cidie  (le  Mars,  /;  le 
moyeu  nioiixeiuenl  de  Mai'S,  Pi  esl  la  dislaïu'e  de  la  pelile  |dan("'leaii  Soleil,  p 
sa  dislauce  à  Mars,  /■  sa  dislance  au  ceuire  de  i;i'a\ile  (J  de  Alars  el  du  Soleil; 
enfin  e  esi  sa  vilesse  r(dalive  par  i'ii|ipiui  à  des  axes  mobiles  avani  leiu-  orij^ini; 
en  (j  :  l'axe  des  c  (iani  U(jrmal  au  plan  de  l'orliile  de  Mai's  el  l'axe  (les  .c  ('lanl 
la  (li'(ule  (pu  |ornl   Mars  au  Soled. 

Si  Plioljos  a%ail  v\v  aulicfois  nue  pelile  plan("Me,  il  anrail  dû.  à  une  (■■po(pie 
ank'i-ieuic.  coiiper  r(Ji'l)ile  de  Mars  eu  un  poini  assez  ('loit;n(''  de  cel  asire  pour 

(lue  le  leriue '- soil  m'^nliticahle.  La  i'ormule  (  i  )  iieiinel   alors  de  calculer  (pielle 

1  p  ■     ■ 

élail  à  cemomenl  la  \aleiir   de  e;  le  calcul  donne  une  \aleur  imaginaire. 

Si  l'on  ne  croyail  pas  pouvoir  néglijier  l'excenlricile  de  Mars,  d'anUes  consi- 
d(jralions    permelli'aicnl    encore  tle    icjeler   riiypolli('se  de   M.    Duhois.    Celle 
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Ii\  |uil  lii'sr  rc\ii'iil  en  cH'cl  à  iiiliiicll  rc  (|iu' les  i''|(''iiu'iils  dt's  deux  siitéllilcs  élaienl, 
il  \  a  iii'ii  (1  iiiiiK'Cs,  Irî's  (liHV'icnU  ilc  rv  (|ii  ils  soiil  :nii(iuid  iiiii  ;  t'I  p;u'  consé- 
(iiUMil.  (nie  l;i  tiMCc  pcrlurlialncc  ilii  SdIciI  les  lail  varier'  liés  lapidcincnl.  Or 
(l'ili^  foire  pertiirhaliire  esl  du  iiK'ine  oixlie  de  grandeur  (|ne  la  r|uaiililé  que 
l'un  appelle  ///-,  c"esl-à-dire  (pie  le  carre  du  rapport  des  moyens  iiiuiivemenls. 
On  Miil  ipie  celle  torce  ne  |)rodnil  sur  les  (deineiil.s  de  la  l^iine  (pie  des  variations 
exlriuneiiieiil  leiile^.  I)ailleur>  il  esl  ais('  de  calculer  que  m-  esl  pour 
l)einio>  1  (iod  fois  plus  pelil  el  pour  IMiolios  !i.")  ooo  fois  plus  pelil  (pie  jjoiir  In 
Lune.  Viissi,  qiioi(pie  l'exceiilricile  de  Mars  soit  environ  6  fois  [ilus  grande  que 
celle  de  la  Terre,  je  crois  poinoir  afliriuer  sans  calcul  que  les  élémenls  des 
lies  salelliles  de  \[ars  ne  peineiil  pas  a\oir  Mw'iii  sensiblement  depuis  un  siècle. 

Bien  ([lie  I  livpollh'se  de  M.  Diiliois  (ioi\e  êlre  aliandonnée  en  ce  qui  concerne 
Pliobos  el  Deiiiios.  il  \  a  peiil-i'lre  (piehpie  inl('r(_"^l  à  se  rendre  coinple  de  ce 
(|ni  arri\erait  si  une  petite  planèle  s'approchait  beaucoup  do  Mars. 

On  M)il  sans  |)eiii(>  (pi'à  sa  sorlie  de  la  sjdii'ro  d'attraction  de  Mars,  sa  vitesse 
relalivi' par  rapport  à  cel  asire  scimIi  sensiblement  la  même  en  grandeur  qu'à 
son  entrée  dans  celle  splii-re,  mais  pourrait  i^lre  très  différente  en  direction. 

Elle  lie  jioiirrail  donc  devenir  iiiopueiitaueiiieni  satellite  de  Alars  que  si  celte 
vitesse  reiali\e  (''lait  seiisilileiaent  nulle.  Cela  est  très  improbable  sans  être 
absolument  impossible:  en  tout  cas  (die  (juilterait  de  nouveau  la  planète  après 
un  petit  nombre  de  re\(dulions,  el  son  grand  axe  demeurerait  près  de  loo  fois 
|)lus  grand  ipie  celui  de  Deimos. 
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SUR  LES  QUADRATURES  MÉCANIQUES 


Bulletin  nslronomirjuc,  l.   IG,  p.  3Si>-,lS7  (octobre  189g). 


1.  Quand  l'cxcenlrlciU!  du  (■(ir|)',  Irnuhli'  csl  li'op  L;riindc  |iciiii-  (|n('  rem 
puisse  développer  suivant  les  puissances  de  <i'iic  {[uanlilé,  on  a  onlinaiicruriil 
recours  aux  quadratures  mécaniques.  Lu  plus  souvent,  le  corps  IrouLli'  ri'ste 
sur  une  partie  de  son  orbite  très  éloigné  de  la  planète  troublante,  de  sorte  que 
dans  cette  partie  les  ])erturhalions  sont  très  pt'tites  et  soiivcnl  picsquc  né;;li- 
geables.  Dans  lautre  partie  de  rorliili'.  au  contraire,  il  se  i;i|ipriKli('  hcaiieiiup 
de  la  planète  troublante  et  les  perUirIjalions  sont  rehil  iNciucnl   considérables. 

On  est  donc  obligé,  au  moins  dans  cette  seconde'  partie  dr  l'orbite,  de 
multiplier  beaucoup  les  intervalles,  non  seulement  parce  que  la  quantité  à 
intégrer  est  très  grande,  mais  surtout  parce  qu'elle  varie  très  rapidement.  Je 
me  suis  demandé  s  il  n  y  a\ait  pas  moven  d'abréger  un  peu  le  travail  tie  ces 
quadratures  mécaniques  en  s'afTrancbissanl  de  cette  circonstance. 

2.  Je  supposerai  d'abord  que  l'orbite  du  ciu-ps  troublé  soit  très  excentrique 
et  celle  de  la  planète  troublante  circulaire.  Je  prendrai  poiii- \ariable  l'aiKunalie 
excentrique  du  corps  troublé  que  j'appellerai  11.  Les  coordoniK'es  du  corps 
troublé,  le  temps  et,  par  conséquent,  les  coordonnées  du  ctups  troublant 
seront  des  fonctions  entières  de  u.  Si  donc  j'appelle  F{ii)  le  carré  de  la  dis- 
tance des  deux  corps,  la  fonction  F  {u)  sera  aussi  une  fonction  entière  de  ii, 
c'est-à-dire  développable  suivant  les  puissances  de  u .  quebpie  grande  que  soit 
cette  variable. 
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Los  inloi;i'.ili'>  (lU  il  ■'  ili;il  tic  cnlculci-  m)IiI   de  hi   Idrinc 


fr.(a)[Fiu 


)]    ■^,/„, 


s  ('hiiil  un  l'iillrr  |iiim|11  iiii{i;iir  cl  (il  il  )  une  iuilrc  Imiclinn  ciilirri'. 

.le   Mi])|)ciM'   iini'  le  iiiiiiiii'lll  (iii   1rs  ili'iix  coriis  soiil   le  plus   iii|i[iriiclii''S  lilll  lie 
liuitro  corr('s|Miii(l  ii  lu  valeur  //     --  iiu- 

La  dilliculu''  pi-o\i('ul  de  ce  Cjuc,  jxiur  ii  \<ii,siii  de  ;/|i.  i'  (")  cli'x  u'iil  Irùs  [)t'UL 

cl  (MIC,  par  ciiiisi'iiuciil.  fK(//>]    '-' c>l  l;i'ancl  cl  xaric  ra|ii(lcnicnl . 
Considcrtuib  lc>  racines  de  re([uall(Ui 

\'(u)  =  o. 

Soicnl  iif.  li\  :  II-,.  II'.,  les  i|iialie  racines.  liiiaj;ma  i  ics  ciilijiit;uccs  deux  à  deux, 
les  plus  lapprucliécs  ilc  //u- 
Soil 


(I) 
(2) 


V{u)  =  (  u  —  lli)(u  —  (/',  )(  u  —  II:  )  (  «  —  «2  ), 

F(ii)  =  r(,i)C)(u). 


Cy(ll)  sera  eiiciu-c  une  IdUclKUi  cnliére;  mais  elle  ne  dcxiciidia  plus  1res  pclile 
pour  II  N  I  iisiii  de  II „. 

Si  alors  nous  cunsidiuiuis  la  liuiclimi 

cclli'  loucliipii.  dans  le  \(UsinaL;e  de  ii:=li„.  ne  dexiendra  plus  I  rès  L;raudc  l'I 
ne  xariera  plus  1res  rapideiiienl  :  |"a  piii  leiai  (pie  dans  le  \  (usinai;e  de  »  :^^  ?/(i. 
elle  pourra  cire  de\eloppec  en  si'i'ic  luiliuiiiec  sui\aiil  les  puissances  de  (/  —  llo 
cl  (pie  la  con\er;;cncc  de  celle  s(''rie  sera  rapide.   Nous  piuii'r(Uis  donc  poser 


(3) 


G(u)[Q(u)]  -=  n(!i)-+-  n(ii)\P(u)y, 


/)  elanl  un  eiilicr  plus  t;rand   (jiic     j  i-i-{ii  )  un   pidynoiiie  cl  l\{ii  )  une  lonctiun 
(lui  resU.'  1res  pelilc.  Il  vicnl  alors 

f(;{u)[F{ll)f-'/ll  =.    r\\(ll)[P(ll)\~''r/t,  -+-  f\Mll)[  \'{ll)]'~~-r/u. 

La     prciii  iiMc     int(''i;ralc    esl     une     inli'i^rale     idliplupie;     la     seetuiilc    peiil     SC 
calculer  d  une   lacon    ndal  i\  ciiiciii    rapide.    piiis(pie    la    l(Uiclion    s(]iis    je    sij;ne 
/     esl  pelilc  el    ne  \aric  pas   ra  pideilieil  I . 
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J'iijoiUerai  (jiic  rnili'^ralc  ('lli|iliqiR'  en  question  est  ;l  pou  fie  chose  près  égiili' 
à  une  iiilégralc  rlhpliqiic  ciMiijilèle,  c'osl-à-iliri'  à  une  période  de  l'intégrale 
indéfinie.  Comparons,  eu  eilet,  l'intégrale  complète 

et  Finlégrale  à  calculer 

/       \\\u){\\u)\    -du. 

La   \al<'ur  Vu  sera   roniprise  enirc  li'>  deux  Iimiles  d'intégration  // ,  v\  iin',  or, 

c'est  seulenu'nl  dans  le  voisinage  de  i/„  que  la  l(Uicti(Ui  stuis  le  signe  / 
acquiert  une  \aleur  noialdc:  la  dillcrencr  des  deux  intégrales 

.... 

est  donc  pelile  cl  le  calcul  n'eu  prési'iile  pas  de  il  i  lliiiillé. 

3.  Supposons  mninlcnanl  que  l'oi'jjite  du  corps  Irouhlanl  nr  soi!  plus  circu- 
laire, mais  elliplicpie,  (pioiipie  liés  peu  exceniriquc. 

Les  coordonnées  du  corps  trouldani  seront  enciuc  dt's  lonclions  enlières  de 
l'anomalie  excentrique  du  corps  Ircuiljlani;  mais  celle-ci.  qui  ne  sera  plus 
proporliiuinidlc  au  Iciiips.  ne  sera  plus  une  loiiclnui  enliércde  u,  c'esl-à-dire 
de  laïKMiialie  excenliupic  du  ccups  Inuihlé. 

Soil  doue  r  l'anoiualie  exceniriquc  du  corps  Iroiildant  ;  e  n'csl  |iliis  fiuiclion 
entière  de  ir.  mais  c  peut  se  déxidoppcr  suixaiU  les  puissances  tic  l'excentricité 
et  la  comcigencc  de  ce  dc\  eloppenu'iil  est  1res  ra|)ide  puisque  celle  excentri- 
cité esl  très  peli4e. 

Soil  diuic 

c  =  l'o  -i-  ce,  -H  .  .  .  -t-  e'"  c„,  -)-... 

ce  dé\clnppeiucnl  cl  soil  c'  la  soimiic  des  //;  premiers  termes.  La  dillereiice 
V  —  c'  sera  ti-ès  j)t'lile  l'I.  e'  sera  une  l'onction  cniière  de  ii . 

Ce  (jue  je  \iens  de  dire  de  r  s'a|)plKpic  à  une  lonclmn  entière  (piclconcpie 
de  e  ci  de  1/  cl,  en  pai'l iculier,  aux  coordcuiiK'cs  du  ciu'ps  lriml)lanl  cl  au  carri' 
de  la  dislaiice  îles  deux  corps. 

Les  deux  fonctions  que  j'ai  appelées  F (u)  el  C{u)  ne  sont  donc  plus  des 
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toin'liims    iMllK'ivs    (le    II',     mais    elles    ilillririil     li-ès     |h'ii    de    deux    limcl  ions 

entières  F'(m)  d  <^''(,'0- 

On  |)oiil  ;iiiisi  rcniphuH'r  l'inlétiialc 

Jc,(i,)[V(„)]'''di, 

par  la  simaulc  : 

fc:(ii)[\''{inf'',/a 

(^iiù  !•"'  cl  (V  suiil  tk's  fondions  cnlièiTs),  en  coniuu'Uanl  uni'  erreur  qui  csL  de 
Tordri'  de  la  /?;'"'"'  puissance  de  rcxcenlricilé  de  la  [)lanèle  Iroublanle  (el  cola 
en  |ireiiaiil  /;/  aussi  j;rand  que  l'on  veut  ). 

Celle  sv'conde  inléj^rale  se  Irailerail   eoiiiiue  celle  du  pafagra[)lie  précédenl. 

■i.  On  pourrait  objecter  que  le  calcul  des  racini's  iii,  ii\,  ?/■,,  ii[,  jiourra 
présenler  autant  de  dil(icult(''  <pn'  le  calcul  dirt'ct  liii-uièuie;  mais  il  laul 
obsêr\er  (pi'il  n'est  pas  jiécessalre  de  calcule)'  ces  racines  e.vacLemcnl. 

Si  (/|.  //', .  11-2,  ii\  désignent  mm  plus  les  racines  de  F  ^  o,  mais  des  \aleurs 
appidchees  lie  Ces  racines,  et  si  l'on  conser\e  les  Corniiules  (ij,  (a)  el  (3)  qui 
delinisseul  I',  i).  II  et  R,  la  ionclion  W  restt'ra  encore  petite,  si  l'approxi- 
nialiou  des  racines  est  sul'fisanté,  el  les  uièiues  procédés  restei'onl  ap[)hcables. 

Je  iidis  ipi'il  sut'lira  le  plus  souvent  de  prendre  pour  P(ii  )  les  einc]  premiers 
leruH's  du  dé\eloppenient  de  F (u)  suivant  les  puissances  de  a  —  Ho- 

5.  (  )n  pourra  aussi  inielquelois,  au  lieu  dc^  quatre  racines  «i,  {l,\,  ll-^,  il\  en 
coiisiderei-  deux  st'ulemenl  II]  el  //',  el  poser 

Les  inlégrales  (dlipliqui's  seront  abus  reiiq)lacees  par  des  iiilégrales  circu- 
laires. 

(  )ii  pourra  siirloiil  iulj'oibiirr  celle  siiiipli  lieallon.  si  la  masse  Iriuiblante  est 
très  petite  l't  si  les  perturbations  ne  deviennent  sensibles  que  parce  qu'à  un 
nionienl  donné  les  deux  corps  se  rapproclienl  beaucoup. 

Soit,  par  exemple, 

F{u)  =  (m  —  II,  )  ("  —  u\  )  Q(«); 

nous  pourrons  poser 

(il  —  «1  )  (  "  —  u\)  =^  {a  —  «0  )'  "•-  "'■> 
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puis 


d'où 


2 


a  «P      . 

du  =  ^  (ei-h  e-i), 

2 

(u  —  Ut)' -h  a-  =  -y(el-h  e-S)2 
I 


Cl 


fG{u)[F{u)]    ^/»=J^G(»)[Q(«)]    ^/?[^^(e;+e-ï)j'    '. 
Or  lit  foncliim 

G(M)[Q((*)r'- 

ptMil  se  développer  sniMinl  les  |)iiissiincos  de  il  —  «0^  so'l 

(  3)  %  -+-  [il  (  "  —  "o)  -+-  ?■>('<  —  «0  )■-  -H  . 

ce  développeiiieiil. 

Si  s  =  I ,  il  resie  à  cidciiier  liiilégrole 

et  Ion  liouve  ])oiji'  l'inlé^rale  indéfinie  une  série  ilonl  le  Irriiic  le  jilus  ini|)or- 
l;int  esl 


/  a'-[i,  a»  [34  \ 


el  ilunl  les  aiilres  terme!,  sont  de  la  loriiic 

Il  n'y  M  plus  qu'il  sulislilner  diiiis  celle  série  les  liniiles  <rint('t;ration  ;  mais 
il  nous  reste  .'i  nous  icndi-e  couiplr  de  lii  riipiditt'  de  lii  convert^ence  de  celte 
série. 

J'observe  d'abord  cpie  les  coefficients  p,,  sont  du  même  ordre  de  i;randeur 
c|iie —  •  D'iiutre  iiiin. 

J  (ei-  e-\)"  (I--  =  G?  -I-  S/.„  e"l, 
où  C  =  O  si  «  est  impair  et  où  C  :=  zt  -: — ^  si  ii  est  pair  el  où 

m 

S/.„e''Ç<(e5+e-5)", 
H.  P.  —  Mil.  59 
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Pour  /(  li'î'S  j;riiii(l  cl  |Knr.  (,  r>\  du  niT'ini'  ordre  de  L;riiiid('ui'  i|mi'  '.-'".  de 
Soi'li'  iiuc  le  ('(H'Hiciciil  du  Icriiii'  ni  £.  d;iii>  iiolfc  m'I'ic,  coiix  d'^crM  :i\('C  l;i 
mônif  iMiiidilc  (|ii  Mlle  proi^rcssioii  |;(''()incli'i(|Mi'  dniil  la  laisoii  csl 

(h.. (/(,  i-  (  Il 2  —  "„)' 

(>naiil  M  rciiscinldi'  do  Icriucs  t'\|)(iiu'iil  icis.  \\  coin  cri;!'!"!  a\cc  la  iiiciiic 
rapulilc  (111  imc  |iiot;rc>sioii  i;coMi(i  n(|iic  doni  la  raison  csl 


Il  i  —  (/„  ;/■_.  —  ii„ 

L  rcprcsciilaiil  I  une  i\v^  \al('iii's  de  //  (im  coii'c.s|)oiidciil  à  l'iiiic  des  liimlcs 
(riiili''i;ral  loii.  c"csl-à-dii'c  à  liiiii'  des  liin  îles  de  TinleiN  aile  aM(|iiid  la  iiielliodi' 
Joil  s"iip])li(|iiér. 

Ceci  nous  tail  voir  rpiclli'  êsl  la  condilion  ))oiir  fpie  relie  iiK'tliode  jinisse 
s'appliquer  a\cc  a\aiilai;e.  Il  laiil,  dune  pari.  que»i  —  »„  soil  pelil  par  rapporl 
à  II-, —  u»\  d'aiilre  pari,  ipie  LJ  —  Ui  ol,  par  conséqucnl,  U  —  Un  soioni  polils 
jiar  rappori  à  //^, —  lin- 

Ra|)pelons  (pie  u„,  V'.  ii\.  ii-,  rejiri'senleiil  les  xaléiirs  de  ?/ (|iii  correspondeul 
respoclivcuienl  à  la  dislaïuc  iiiiiiiiiia  des  deux  eorps,  à  l'une  des  limites  de 
lintervalle  (rinl('t;ration.  à  la  racine  de  F  =  o  la  plus  voisine  de  ii„.  v\  enfin  à 
la  racine  de  celle  iii("'iiic  e(pialion  la  plus  voisine  de  iiu  apri's  »,  cl  sa  conjuj^iu'c. 
il  laiil  ihuic  que  deux  racines  conjui^ia'es  soient  beaucoup  plus  voisines  de  iiu 
(pie  les  autres;  sans  (pim.  il  xaiidiaii  iiiieiix  avou' recours  aux  tondions  (dlip- 
liquos. 

Le  cas  de  .ç  >  i  se  ramène  tacilemeni  à  celui  de  .v  ^r^  i  ,  car  les  iiil('i;rales  de 
la  forme 

f  II  —  iio)"  rlu 


I 


se  rauK'-nent  l'acilemenl  jiai-  des  jirocH'diVs  connus  au  cas  de  s  :^  \ . 
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Hulletin  aslroiinmiijuc,  t.  18,  p.  /|oG-4ao  (  iiuvcmbie  1901 


I.  (la  ne  v:inr;irl  |irc[i(lrr  à  l;i  li'l  I  fc  railiiiii;il  ion  de  M.  Scarr>  ([iii>  rcxMcl  i- 
liiilc  ilii  ^(■■^ulllll  ilc|)<'iiil  bien  plus  de  In  li(''(|iii'iir('  dos  clinnj^ciiicnls  de  slj;nr 
des  dilliToncos  siircessi\('S  (Jik'  de  la  xidriir  idisciliic  de  co  diUcTciiccs. 

Soicnl    ¥(^X)    la    loiiilion    à     iiil('i|)()lri',    (i^.   fi., n „     les    valriirs    iiour 

l('.s(|iifdl('s  on  calcule  la   tonclion  F(rti),   F(//^) I''(rt„);   nous  rriii|)laç()ns 

la  l'onclioii  l'"(.r)  |iai-  un  polynôme  de  /;  —  1''""'  dci;i-('>  l'(.r~).  en  clmlsissanl  les 
coeilicienls  de  ce  polynôme  de  telle  taçon  c|iie 

P(a;)=F(a,;. 
,S(jil  alors 

■l'fj:)  =  (x—  0|  )(a:—  <7..).  .  .(j::  —  a„), 

el  soil  /■  le  niaxiiiiiim  de  la  \aleiir  altsoliie  de  la  (h'iiM'e  /;"'""'  de  Y  \.r  )  dans 
riulerxalle  considère;  l'erreur  C(uunuse  esl  plus  |)elile  ipu'  la  \aleur  alis(dne  de 

L'erreur  commise  sur  l"inl(''i;rale  esl  donc  |)lus  pelile  que 

~j\<\>{x)\dx. 

Mais  ce  rc'sullal  donnerail  une  idée  1res  inexacle  de  la  i;randeur  de  reri-eur. 
ipii  peul  ("■Ire  beaucoup  plus  |)elile.  Il  es!  claii'  ([ue  celle  erreur  peul  êlre 
représenh'e  pai-  une  inlei;rale  de  la  tornu' 


Çvy'^\x)%{x)(tx, 


468  OBSERVATIONS   AU    SUJET    DE    L'ARTICLE    PRECEDENT. 

OÙ  F"''(a'')  l'cpri'sciUc  lu  (k'rivcc  /i"""'-  do  F(^.r)  cl  où  (")(j;)  t'sl  niic  lonclioii  (|iii 
ne  dc|irii(l  (|ii('  (les  llmilcs  tl'intégralniii  cl  des  videurs  (i^,  et,.,,  .  .  . ,  (in- 

Pour  délei'iuiiicr  relie  fonction  0(^j:'),  supposons  ipie  la  funclion  F(x)  soit 
définie  de  la  façon  sni\anle  :  i"  Elle  devra  s'annuler  poui^r  ;=  rt,;  2"  elle  sera 
conliniic  ainsi  (|iie  ses  //  — ■>.  preniièi'cs  tlt'rivccs;  3"  la  dcrivée  11  —  l'i*"'»  sera 
conllniic  ei;aleiiienl,  saiil  pour  une  \aieur  ;  de  ./■  coiupiisc  cnlre  </,,  et  «yn  1  j  <^n 
Iraucliissaal    celle   valeur,    celle   d(''rivée   suliiia    un   saiil    l)njs(jnc  ('•i;al  à    1.   de 

lellc  laçon  <pii' 

F("-')(  =  -f-£)  =  F("-')(2  — £)-l-i; 

4°  la  dérivée  /(''"'"'  sera  nulle  jiarloul,  sauf  pour  la  valeur  ;,  pour  laquelle  elle 
n'existe  pas. 

Dans  ces  condilions,  l'inléyrale  /  V [x'j  dx  [dont  la  valeur  approchée  déduite 
par  inicrpolalion  des  valeurs  l^(^^j),  F(^^.),  ...,  F(r^,j)  serait  ('videiuiucnl 
niillej  ne  sera  aulre  chose  (pu-  ce  ipic  luuis  apjielons  Vericii r  foiimiisc  t'i  sera 
égale  à  0(^)- 

Délerniinons  donc  la  fonction  F(x)  qui  satisfait  aux  conditions  précédentes. 
D'ahord  elle  sera  ('•i;ale  à  un  polynôme  du  n  —  i""""  degré  pour  j;  <  ^  et  à  un 
aulrc  pnlvnoiue  du  /t  —  1  " ""'  degré  pour  x^z.  Soient  Qi(:r)  et  Q2(a;)  ces 
deux  polynouu's.  Soient 

•ifi(x)  =  {x  —  ai){x  —  ti-i).  .  .{x  —  a,,), 

<[).,  (x)  =  {x  —  (7/,+,  )  (  .r  -   ll;,+.2  )...(x—  /In), 

d'où 

<]>{x)  =  <l>,{x)<l>.,{x), 

(),  devra  èlr<'  divisible  |)ar<I>|  cl  (^).j  par<l>.j;  soient 

o,  =  <I>,P,,        o,=  <I.,P,. 

La  liilici'ciicc  ()■, —  (^)|  doil,  |iour  x=^Z,  s'annuler  ainsi  (pie  ses  /(  —  2 
|)rcniicres  dérivt'cs,  tandis  ipic  la  /;  —  ^i''mv  ^\^^[^  ,i(,.,,  ,.u;d('  à  1;  ou  ;i  donc 

"-"■='^;^- 

r.cda  siillil  pour  di'Icriiiiiicr  les  deux  poIyiKUUes;  car 

Pj  _  P^  ^  (x-zy-i 
<1>,        <I)..         (/i  —  i)!*  ■ 

[it'Composons  le  second  iiieiiilirc  eu  ('•li'Uieuls  simples 

(x  —  s)"-^       V'      ^' 


(«  — |)!<I>    ~.Zj  X  —  cil  ' 
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OÙ 

A-      ("'--)"-' 
'       {n-i)\<f(„0' 

do  soiic  que 

^iX—lli  ^     X—Ki 

(=1  (=/)  +  ! 

Suieiil  Ta  l'I  ■J"!  It's  floiix  liiiiilcs  d'iiilct;i;ili(in,  de  lollc  soric  que 

■ta  <  "1,  X\  ^  a  II  ; 

il  viuiidia 

■^     /■''     '\'(lx  (tii—s)"-'- 


OU 


''      ^J,.      (//-II!  'I>'(«,)(^-«,)      Zd    /      («-ij!  -1>'(«,)(-^-",)' 
(=1     '  "  1  =  1    ■ " 

On  Miit  (|ii('  dans  le  |)riMiiu'r  Irriiic  la  soiumaliuii  ddil  ("■Ire  cti'iidiie  à  loiiles 
les  valeurs  do  «li  j)kis  pclilcs  que  z  cl,  dans  le  second,  à  loules  les  valeurs  de  «; 
sans  exception. 

Rappelons  (mio,  poui'  une  fonclion  I*'(./)  (pi(dcon([iic.  la  Icinunle  d'inlerpo- 
lalion  nous  donne 

F(a;)_v^  F(«,) 

<t>{x)       Zj(,r-«,)*'(''<)' 

de  sorle  que  la  \aleur  approchée  de  l'intégrale  s'écrira 

^      F  (  «i  )  *  dx 


/) 
-  0  « 

ce  qui,  en  posant 


=  B, 

^,_^     ^,x  —  dij'v  [(li) 

s'écrit  tout  sim|)leiiienl 

(2)  Ç   'F(a;)rfx=  SB,F(«,)- 

■''0 

C'est  la  J'oriiuilo  ordindirc  des  quadratures  mécaniques. 
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I.c  |ii'rini('r  Irniii'  de  hi  Idi-iiiulc  (i  )  s'cri-il  alors 


("-!)! 


()Miinl  MU  -ci'oikI,  il  |)('Ml  s'('crir(^ 

<b  dx     (.c  — 2)"-'        {x„—z)" 


r'    <i>  t/x 


I)!  <J) 

Ou  il  iliiMc  liiialciiiciil 

(3)  e(  =  )=^-^(a,-.)-+^_^(..-.)--,.... 

jiiiMi-  li's  \ali'iir->  (le  ::  Cdmiii-i.scs  cnlrc  ti^,  cl  /tp^t. 

INoiis  \(i\(iiis  ([lie.  ilaus  cliacnu'  iiilervallc,  ©(•;)  csl  iia  |i(ilvn(iiiu'  (Idnlic  /; 
rn   ::.   mais  que  ce  n'es!   pns  le  iiK'^nK'  polynuinc  dans  les  diUciculs  iiih'rxallcs. 

(^  lia  ml  ;  iranciiil  la  \  a  leur  r/^, ,  ,  ,  il  taiil  ajoiilcr  au  scimid  m  en  il  ne  de  (  .1  )  un 
Icriiir  çoiiipli'rncntairr 

CoiuuH'  ce  ItTinc  coiii|il(Mii('iilaii('  sauaiilc  ainsi  (iiic  ses  il — 2  |)rciiii(''ies 
dérivées,  nous  devons  coneliire  (|iie  0(j)  est  conliniie  ainsi  (lue  ses  n  —  2 
|ireiiiières  deiivees.  Au  eoniraire,  la  (K'rivi'e  //  —  1  esl  discontinue  el  subit  un 
saiil  l)]us(|iie  (  —  i)"-'  H,  (jiiand  ;  tVancliit  la  valeur  «,. 

Dans   riiilrrxalle  ./'«(■/,,  Si:-)  se  n'duil  à  - — - — r— ^  el  dans  l'inlei-valle  fi„cri  à 

V  |>  ("'—  =  >"~'        (-go—  =)"  _   r''{x^  ;•)"-'        (.f.>—  :■)■•  _  (-fi—  z)" 

2^    ''     («  —  !)!      "^         «!  ~J  (n  —  i)'.'*'         ni         ~         n  \ 

1  =  1  ■'• 

l,a  diTivi'e  (  /<  —  ,  ji'ii"  ,||.  (■)(;)  s'annule  doue  aux  deux  II  m  il  es  |iour  :;  ^^  ./n 
cl  |ioiir  c  =  ./  I .  (  )n  se  1  c\[di(|ucia  si  Ion  oiiserve  (lue  la  denvee  /;"""  csl ,  dans 
CCI  lUlervalle.  conslanic  cl  cj;alc  à  (  —  1  )"  ;  raecroisseiiieiil  lolal  de  la  (li'i'i\  ('c 
(,j_,)ii"'c  serait  donc 

(—i)"{x,  —  x„) 

SI  celle  dérivée  élail  e(uiliiiiie.  Mais  à  cause  des  saiils  lirus(|ues  ([u'idlc  siilul, 
CCI  iiccnjissoincnl  sera 

(-i)"(^,-^'o) -+-(-!)«  'i;iî,, 
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c'('sl-;i-ilire  zéro,  puisque 

S  B,=  j-,  —  a:„. 

F.:i  fiuicliou  0(.;)  s  annule  aux  deux  liniiles  aiuM  (|ue  ses  /(  —  i  preuiières 
(li'rivées;  si  elle  sanuule.  en  iiuli'e.  //  fuis  dans  l'inlerNalle.  sa  d('rivée  ji"'""' 
(p  <;  n)  sannuleta  />  -+-  h  lois  et,  en  parlieulier.  la  deriNi'e  n  —  i"'""^'  s"annu!era 
n-\-li — I  lois;  or,  on  voit  sans  jx'ine  ([ue  celte  dérivée  s'annule  au  plus  in — i 
fois;  à  savoir  une  fois  au  plus  dans  eliaque  intervalle  rt,«,+  i,  une  fois  au  plus 
en  cliacun  des  points  «,-.  Donc  &{z)  s'annide  au  plus  n  fois. 

Il  suil  de  là  qiu'  si  F'"'(a?)  est  plus  petit  en  valeur  absolue  ipie  M„.  1  erreur 
coiuuiise  sera  plus  |)elile  que 


■^'"X"' 


f^{x)  I  dx. 


Dans  celle  l'oruiule  iulerxienl  uniipiciuenl  la  huiile  supt'rieure  de  |  F'"' (.r)  j 
l'I  nniieiuenl  la  fréquence  des  cliaui;ciuents  de  sii;ne  de  celle  dérivée. 

l/assertion  de  M.  Seares  n'aurait  donc  aucun  sens  si  Ion  de\ail  se  bornera 
la  limite  donnée  |)ai-  celle  formule.  Mais  il  y  a  des  cas  où  l'on  peu!  la  remplacer 
par  une  limite  à  peu  près  moitié  iiujindre. 

Sup|ios(ins,  en  elVel,  (pie  Fl"'(a7)  demeure  loujours  posili\e;  l'erreur  scrail 
plus  pel  ili'  inic 

M„   /   n{x)cU, 

Hf.r)  elaul  une  fonclion  (pii  serait  é^ale  à  Q(x)  cpiand  0(v<  j  est  [)ositit  et  à 
zéro  (piaïul  f)(.r)  est  néj;alif. 

Remarfjucuis  que,  si  F'"' (a?)  est  une  conslanle,  la  \aleui'  de  I  ericnr  esl 

.M„   /  tà{x)dx 

et  que  si  0(.r)  cliaui;e  ri('(piemmenl   de  sif;ne,  celte  inlé|;rale   j  &(.t)  c/j:  \u'ut 

l'Ire  beaiECdup  plus  pelilecpie    /  \Qîx)  \dx. 
Si  0(  j")  élail  ciuislammenl  posilit,  l'<'rreur 

rF"'^(x)e{x)</x 

serait  plus  grande  si  F'"l(a?)  étail  constamment  positif  que  si  F"  (\r),  conser- 
\ant  d'ailleurs  la  même  valeur  absolue,  était  lantôl  positif,  lanlôl  négalil;  cela 
serait  directement  contraire  à  l'assertion  de  M.  Seares. 
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Si.  an  coiilraiic.  0(./)  cliiuif;!'  de  .si<;n(',  rcnciir  sera  jiIiin  ;;i-aii(lr  si  F"''(.r) 
rliniljic  <l('  >ii;ii('  en  iiu'inc  l('in|)>  ([iic  (")(.r^  on  à  peu  pirs  en  iiirnic  lenips 
tjuo  H^.r\  (|iu'  si  F""(^j:).  IouI  eu  coiKservnnl  la  luôiiu'  xalciir.  alisoliic,  reste 
conslamnicnl  positif,  ou  cliaiigc  (!<■  sif;ni'  imlépeiKlamincnl  de  0(j').  Voilà 
dans  ipicllc  mesure  l'asserlioii  de  M.  Seares  esl  exacte. 

Sinl  d  alxiiil 

F("l(,r)=  rt(.r), 

el  S(nl  A  relieur  eori'espcMidanle  ;  supposons  cpie  (i(^r)  clian^e  lréc|iieiunienl 
de  sii;ne. 

Soil  niainirnaiil   15  1  cireur  qui  (■iirresp<uid  à  lliypol  lièse 

Fi"i(x)  =  6(x), 

el  C.  l'errenr  (pii  correspond  à  riiv|iol  lièse 

Vi"'{x)  =  c(x). 

Nous  |H)u\(ins  MippiiMT  (pie  c(x)  esl  une  conslanle  (''t;ale  à  la  plus  pelile 
\aleur  de  (/  (  .r)  el  que 

b(.v  )  =  "(  vC)  —  /-(x). 

Alors  la  plus  grande  valeur  al)s(due  de  h(:r)  sera  au  plus  ledoulde  de  la  plus 
j;rande  \alenr  absolue  de  ci(x),  el  h{3c)  sera  constainnient  posilil.  On  aura 
d'ailleurs 

B  =  A  — C; 

d  l'NJ  dune  impossiMe  (pie  |  B  |  el  j  Cj  j  s(uenl  huis  deux  beaucoup  plus  pelils 
i|ue  \  |;  el  c'est  pourlani  ce  qui  devrail  (''Ire  si  l'assertion  de  IM .  Seares  dexail 
(■^Ire  prise  à  la  lelli'e,  piiis(pie  les  \aleurs  absolues  de  a(x),  l){x)  et  c{x)  sont 
(lu  iiK'uue  ordre  de  f^randéur  el  que  fli.r)  change  h'(jqueniiiienl  de  signe,  lundis 
(pie  hi -T )  et  c{x)  n'en  cliangeni  pas. 

Ce  (pie  M.  .Seares  aurai!  dû  dire  el  ce  (pi  il  a  e\  ideiiiiiieiil  \oulii  dire,  c Csl 
que,  pour  une  iik'Iiic  \alciir  du  iiiaxiinuiu  ,M„,  l'erreur  sera  plus  grande 
si  F'"'(a;j  sulul   de  l(U'les  \ariali(uis  (pie  si  K'"' (.t)  est  sonsiblenieni  conslanl. 

Elle  ne  dépendra  donc  pas  seuiciiieiil  de  M„,  mais  de  M„  +  ),  Mn-n,  •  ■  •■ 

(-'(!Sl  ce  doni  on  se  rendra  coiuple  d  une  la(;(ui  plus  précise  de  la  luanu're 
suivante  : 
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SipIl'IiI 

e,(j:)=   /      S(j:)(/x,  B-.{x)=  /      St{x)r/x, 

S,^(x)=  r    e-,(x)r/x, 

Si  les  iiilcrMillcs  sdiil  pclils  ri  si  0  (  .r  )  cli;iaj;c  IriMjuciniiii'iil  ilc  sii;iit',  Bi^ri) 

sera  plus  |iclll  que    /  |0|  d.r,  &i(x)  sera  nolal)k'iiii'iil  plus  pelil  (jue  Q{:r),  Q-, 

plus  pclil  (pa'  (■), 

El  rinlcgralioii  |)ai'  |)arlies  nous  (loniic  aisciiu'Ul  pour  IV'rreur  ciicrclu'c 

f     Fi"l(,r)e(^)(/.c  =  F(")(.r,)ei(.r,  )  —  F'"+il(  j-,  )  ^^1  ^i  )->-■•  • 

de  sork'  cpic  la  liiiiilc  supc'ricuTc  rie  relie  erreur  sera 

M„I  e,(.r,  )  !  -+-  M„+,  1  B,(.r,  )[-+-...+  M„+/,|  6,,,-, (.r,  )  1  +  M„+r+>f\  •"Vi  I  ^-^ 

fli'pendnul  à  la  lois  de  M,,,  M„_,  |,  ....  lM/m-/,+  i. 

2.  De  loul  ct'la  résulle  (pie  la  liiiiilc  de  rencur  dépend  de  la  valeur  alisolue 
de  la  dérivée  /;'"""  l'I  fies  dérivées  d'ordre  supérieur. 

Supposons  donc  (pie  nous  ayons  une  valeur  ap[)roeliée  Fu  de  F  el  soil 

F(.r)=  F„(x)-hl\(x), 
R(.r)('lanl  1res  |)rlil.    Mois 

Ç?  (Ix=  f  F„  dx-h  Cn  dx. 

SiippoMiiis   (pic   l'on   puisse   calculer  exacleineni     /   F,,  (/.r.    mais   cpiil    laillc 

caleiilci-    /  W/Ij:  pal-  (piadraliires  nK'caniques.   Dans  ipiels  cas  auia-l-on  a\an- 

lage  à  se  servir  de  ec  deloiir  au  lieu  de  calculer  direeleiuenl  /  Vdx  par  (pia- 
d rai  lires  iiii'ca impies  ? 

SoienL  M„  la  plus  ;;rando  valeur  absolue  de  la  dérivée  V^"^(x)  el  IN„  la  plus 
grande  valeur  absolue  de  la  dérivée  R"''(  J")- 

Si  le  nombre  des  intervalles  employé  dans  les  (piadraliires  luccaniques  esl 
/(  —  I,  on  pourrait  croire  qu'il  sulïU  (pour  que  le  détour  soil  avantageux) 
H.  V.  —  VIII.  6o 
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(MU'   \„   >t)il    l)ciin(iiii|>   plii'^   |M'lil    (|iir  AI,,  cl  (|iril  ii'csl   |)m>  iic(('sn:i  II  t  inii'  \„  ,  , 

soil  iiii>>i  l)i':iiii'(Mi|i  |ilii>  |iclil  (jiic  M„-^i.  IN,i  I 'j  l'Iiis  pclil  (iiic  M„,j,  (•!(■. 

Col  ce  ([111  MTiiil  \iiii  M  1(111  uaxiiil  ;i  cm  is:i};('r,  Cdimuc  liiiiilc  snncriciirc 
(le  rci-rciir.  (|iic 

M„j'\e\,U: 

Cela   ne   sera    |iliis  xriii   s'il   \    a    lien   d'cin  isai;cr  une  aiilrc  des  iiniilcs  iiiic  iiiiiis 
a\ims  liiiinco  à  la  (m  du  |iarai;ra|ilic  |irccciicnl. 
Sinl  diiiu' 

Q,,+  ,  =  M„  I  e,  (.r,  )  I  -h  M„+,  I  e,(a,-,  )]+...+  !\1„+^,|  6/,+  ,  (.r,  )  |'-+-  M„+,,+  ,J'\  6/,+  ,  |  ,fx, 

de  lelle  xillc  (liie 

Q„=  M,,  j'\Q\dx. 

Aliirs  reîi'enr  coiiimise  dans  le  calcul  direci  do    /   V  (Lr.  par  (|iiadialnres  iiii'ca- 

nniiies  sera  plus  pelile  à  la  lois  qui;  Qo,  tjiic  Qi,  cjue  Q^.,  ele. 

l)('si{in()ns  ])ar  Q'    ,   une  expression  analogue  à  Q/j+i.   niais  où  les  M,,  sonl 

i-eiii|)lac(''s  par  les  N,,.  Alors  rericnr  commise  dans  le  calcul  de    /   W  dx  (el,  par 

C(ins('cpienl ,    dans    le    calcul    indireel    de      /  Y  <lx\    sera    |)lns    pelile   à    la    lois 

'!'"'  ^ï«-  '!'"'  ^v  I  •  M"*'  ^v^'"  ''''  • 

Siiil  aliirs   i)i,  la   |ilns   pelile  des  (juanlili's  (^d,   t^j.  (^.i,  ....  Si  (ï   esl  heaii-  ■ 
coup  plus  pelil  (pie  (^)/,,  il  >  aura  avanlago  à  eni|)loyer  le  calcul  indireel. 

Or,  c'esl  ce  (pu  ari'ivera  cerlainernent  si  N,,  esl.  1res  pelil  de\anl  M„.  N,,^.! 
de\aiil  .M„  .  1.  .  .  .   el  enlin  N,n-p  devant  Mn+/,. 

Mais  C(da  piJiiirail  ne  pins  l'aire  vrai,  liien  que  N„  t'ûl  ii(''i;lii;('al)le  dexaul  M,,, 
si  N,,^/,  (''lail  coniparalile  à  Al„_,.,,. 

Ain^i.  piiiir  (pie  le  calcul  indireel  soil  avanlageiix,  il  ne  siillil  pas  loujoiirs 
ipie  la  dérivée  //"  ""  de  1',  smi  n(''i;lif;('al)le  devanl  la  dtirivi'e  de  iiii'iiie  ordre  de  F; 
il  laiil  encoi'e  (iiielinieldis  (piil  eu  soil  de  niOme  |)oiir  quehpies-iiiies  des  iK'i'ivécs 
(I  iirdre  snp('Mieiir. 

I.arhcle  de  M.  .Seares  esl  de  naliire  à  allirer  noire  allenliim  sur  ce  (ail,  el 
c  est  ce  qui  i-ii  lail  la  M'iilaiiie  porli'e. 

.Sup|)Osi)iis  (pii'.  dans  les  divers  cei'cdes  de  ravon  p  el  avaiil  pdiir  ccnires  les 
didi-renls  pdiiils  du  (  lieiiiin  d  iiilî-gralion,  la  loncliou  I'  ( -f  )  soil  lioloiuorplie  el 
plu-  prhie  i|iie  ij.  en  valeur  alisolue. 
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Alors  on  aura  coiiuiic  on  sitil 

M„<  ■— -• 

p« 

\a>  loncliim  F,,  (liHV'i-c  par  li v|Hillirs('  Irès  |i('ii  dr  h\  >\i;>\>  deux  cii;-  soiil  i'i 
dislingut'r.  Ou  hn-n  ¥„  pn'scnlc  les  uiruics  singularilés  (pic  V,  de  Icllc  (iuon 
(|iu'  la  difl'érence  F  —  Fu  =  R  ne  possède  [dus  les  poinis  singuliers  tle  F.  ou  du 
luiiins  ceux  de  ces  poinis  qui  sentie  plus  rapprochés  du  clieniin  d'inlégralion. 

Dans  ces  condilions  les  cercles  de  convergence  avani  leurs  centres  sur  le 
clieniin  d  inlégralion  auroni  un  ravon  phrs  grand  pour  la  Idnclmn  H  ipic  jKuir 
la  liiuclKui  F.  Nous  piMirrous  aduiellri'  i[u  à  I  lulerieur  des  cercles  de  raviui  p', 
la  liuicliDU  R  ivsl  plus  pcl  Ile  ipu'  'j.  (  o'  l'Iaul  iiula  liieun'ul  plus  i;raud  (pie  p).  On 
aura  alors 

ij. 
9'"" 


On  \oil  qu'alors  IS,,  esl  Ijeaucuup  plus  pclll  (pic  1\I„,  el  cela  (piel  que  soil  //,  cl 
nii^'nie  le  rapport  de  N„  à  M„  sera  d'autant  plus  petit  que  /i  sera  plus  grand. 

On  n'a  pas  alors  de  inécomple  à  craindn;  dans  l'application  de  la  nii'tliode 
indirecte. 

Suppos(Uis  uiaiulcnaut  que  F,,  n'ait  pas  les  ui(''iucs  singularités  (pie  F,  mais 
ail  sculciuenl  //  jii'ii  prrs  les  iu(''iiies  singulariU's  :  (pi'en  |)arl  iciilier,  les  points 
singuliers  ne  soient  pas  exactement  les  mc'^mes  pour  les  deux  fonctions,  mais 
seulement  à  peu  prè-s  les  mOmes.  Alors  la  diflerence  F  —  F"(i=rR  admettra  à  la 
lius  tous  les  poinis  singuliers  de  F  el  l(uis  ceux  de  F,;. 

Les  dérivées  d'ordic  très  (de\(''  de  R  seront  alors  à  |icu  près  égales  aux 
dérivées  (roi-dre  liés  élevé  de  F  (où  à  C(dles  de  F„.  (pu  seront  plus  grandes 
encore)  en  \('rlii  des  lliéorèiues  de  M.  Darhoux  sur  les  tondions  de  très  grands 
n(uii!)res. 

Si  Fo  a  été  cIkusi  très  \oisiii  i^le  F,  el  de  telle  la(;on  que  les  poinis  singuliers 
diU'èrent  très  peu,  il  pourra  se  l'aire  ({lie  la  dérivée  /('*""'  de  R  soil  beaucoup 
plus  |ictilc  que  celle  de  F  el  ([u'il  en  soit  encore  de  luciue  [tour  la  dcriv(''c 
«  +  i'°""^  el  p(uir  (jiiehpies-iines  des  deri\('es  sui\antes.  Mais  à  partir  d'un 
certain  ordre,  cela  ne  sera  plus  vrai,  de  sorte  que  si,  en  vertu  des  considérations 
que  je  viens  d'exposer,  l'erreur  eoinmisc  dans  l'inlégration  dépendait  moins 
des  valeurs  des  dérisées  //'"''"'■  (pie  de  celles  des  dérivées  n  -+-/'"""',  il  pourrait  se 
laire  que  l'avanlage  olï'ert  par  la  méthode  indirecte  devint  illusoire. 
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I);m>    ce    cns   ddiic    uiir    iliscussidii    plii^    ii|i|)iiil(milt('    csl    iiccc^smiic    ixiiir 
cioiiniiilii'  si  l"',i  (vsl  sullisMiiiiiiciil  ;i|i[ii'(i(lic  de  K. 


ICf 


3.   C"('si   cN  iiK'iiimcnl  à   une  circonslance  tic  ce  f;('nre  t|ii'c'sl   dû  rinsuccôs 
(le  M.  St'Miws.   l'ciil-èlrc  \:iii(lniil-il  iiiiciix  modifier  la  méllioile  eoiiinie  il  siiil  : 
Il  s'atjil,  on  s'en  soiivieni,  d'évaluer  des  intégrales  de  la  l'orme 

G(u)du 


r 


s/fT^' 


les  ('i(»')  soni  ries  l'onelions  enlières;  !''(«)  esl  le  (■arr('  de  \.\  disliince  de  la 
|)lanèle  el  de  la  ((iiiiMe;  il  esl  ranoiiialic  e\(('iiln(|Me  de  la  eomèle;  ?/„  esl  la 
\ali'ui-  di'  celle  anomalie  (|ui  eorres|)oud  au  iiiiuiiiiiiiii  de  l*'(  »,). 

La  iiiclinidi'  iiidinaire  eonsisie  à  rem|dacer  la  lonelion  sous  le  signe    i 

G(») 

par  un  polynôme  entier  !!(«)  du  n  —  i""'"  degré'  (pii  en  di d'ère  1res  peu. 
La  uu'llioile  proposée  con.sisle  à  poser 

v/FÔÔ       v/P('0 

Vin)  é'iani  un  polvnouie  du  (pialilènu'  degré  ddléranl  peu  de  F  el  Q  un  [>oly- 
noijie  dilleranl  jteu  de  (1,  el  à  inlc'grer  ensuile  R  par  (piadralures  m(''eani(|ues, 
c'i'sl-à-dire  à  remplacer  li  par  un  polynonu'  H'  du  n  —  ('>""'  degré  (pu  en  (liH'ère 
oxtrémeiLU'ul  [)eu. 

Il  esl  é\idenl  (pie  le  ri'sidu  I\,  laissé  par  M.  Seares,  n'étail  pas  assez  petit 
pour  cjue  la  mélliode  fîit  a\anlageuse;  il  l'aurail  été  assez  sans  doute  si  les  zéros 
de  V(u)  avaient  été  exactement  ceux  de  F(m);  mais  cette  coïncidence  exacte 
était  impossible  à  réaliser,  de  sorte  (pie  toutes  les  ol)servalions  (jiie  je  viens  de 
faire  dans  le  paragraphe  préei''denl  Iroinaienl  leur  applical ion. 

Je  propose  donc  de  modilier  la  iiK'lliode  comme  il  suit  :  On  ne  laissera 
aucun   nVsidu    l'i  à  inli'grer  a|)n's  coup  et  l'on  s'ellorcera  de  l'epri'senler  la  fonc- 

lioii  siHis  le  signe    /    par  nue  expression  de  la  loriiie 


(•) 


s/P(^) 


(pii  en  dill'ère  très  |)eu,  P  (■laiil  un  pidvnome  du  (pialrième  degré  et  (^  un  poly- 


nôme du  n  —  i'"-""^  degré. 
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Que  la  fonction 


puisse  ùlre  beaucoup  mieux  représenléo  par  une  expression  de  la  forme  (i) 
que  par  un  polynôme  II  du  n  —  i"'""  degré,  c'est  ce  qui  n'est  pas  douteux. 

L'inléi^ralion  de  l'expression  (i)  ne  présente  pas  non  plus  de  difficulté.  On 
|)(Mil  la  i:uiiener  par  un  calcul  simple  à  la  recherche  des  deux  intégrales  ellip- 
ll(jues  de  première  et  de  seconde  es|)èce. 

(  )u  pourrait  tlailleurs  consliuiie  (h'S  Tables  qui  hirilitoraicnt  ce  calcul. 


•i.    Mais  la  diflicidte  commence  c[iiand  il  s'agit  de  déterminer  les  polvnomes 
1'  et  Q,  et  d'abord  pour  P. 
Considérons  riupialimi 

F((')  =  "- 

Elle  n'aura  (jur  des  racines  imaginaires.  Soieiil 

u„-h'/.^,     «,,-i-X',:     (^o-t-'-;,     "o-t-'/'o;     W0-H/.3,     tio-hl'-.t;     

Elles  sont  rangi'es  par  paires  de  racines  imaginaires  conjiigiu'es;  et  (hins  l'ordre 
(h'S  modules  croissants  (h's  ipiantités  Ai,  Xo,  X;,,  ....  Nous  ])ieiiilroiis  alors 

P(;()  =  (11  —  ll„—  À,  )(ll  —  U„—  À',  )(m  —  Uo—  '>-l}{l'  —  "n—  '-'2  )• 

T        I  .   •     •         ,('■(")  I  1  ,  ,        ,  ,  n\ 

l>a   (leri\ee  II         île  —  sera   alors  du   même  oriire  de  "lauileur  iiiie — : 1 

celle  de 

G(u)\/P(ii) 


■H")  = 


v/F(h) 


sera  du  même  ordre  de  iiiandeur  riue     .   ',     •  Leur  raiiiioil   sera   donc  1res  pelit 

p  1        [  y..,  |«  1  I  I 

el  du  même  ordie  que    .—      et  cela  quel  que  soit  n. 

Si  donc  on  connaissait  exactement  les  racines  de  F(?<)  =  o,  l'approximation 
]iar  la   méthode   indirecle   sérail,   pour  un   même  nombre  d'intervalles,  à  jieii 


près 


Al 


lois  plus  grande  (pie  par  la  méthode  directe. 


liien  ([ii'on  ne  connaisse  pas  ces  racines  exactement,  il  n'en  est  pas  moins 
certain  (pie  l'on  peut  choisir  V (u)  de  façon  que  l'approximation  pour  un 
luêiiie  niuiibre  d'intervalles  soit  beaucoup  plus  grande  que  par  la  méthode 
directe. 
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(  >ii  iniin  rail .  |iar  cxcniiilc.  dclrrini  lier  les  (■(irriiciciiK  Af  l'{  "  )  il<'  li'lli'  liii'ou 
inic  les  ilcfixco  d'ordre  /i .  //  +  i  .  //  +  2,  /;  +  ^>  de 


.^o,.-G(")v^^ 


■H") 


v/F(77) 


s";niiiidcnl  |iiMir  1/  =  //„■  ^^n  scrnil  nsMiiU'  idiirs  (|ii('  ces  diTlxécs,  (|iii  soiil  relies 

diiLil  dépend  Mirloiil  rM|i|)rii\iin<il  1011 .  ne  de\  leiiiieril  |.'uii:i  is  I  lès  i;riiniles  l'I  ijiie. 

|):ii-  ei>nsé(|iit'nl .  1  erriMir  eoniiiiise  resie  |)elile. 

Mais  il  seniil  iiliis  simple,  el  (ada  re\  leildiail  à  peu  piès  an  même,  d  annuler. 

1         1  •    •     .         I  •       I  >    1      P  (  «  ) 

ninir  //      :  lin.  les  denvees  d  iirih'e  /i .  /i  ^  1  .  /i  -\~  ■>..  11  +  ■!  "<'  t- :• 

I  V  (il) 

Le    piil\noiiie    W  II  ]    nue    liiis    delermnie.    un    caleideia    0(H)   à    l'aide   de   // 

\alenis  pari  icnhèies  de  la  hiiulnin 

V'F(") 
pour  II  \  alenrs 

Il  =  rt|.  Il  =  f/.i,  .  .  .,  «  =  (1,1, 

n'']iarlie>  d  une  maun''i'e  (pndrdiHpje  snr  le  1  In'niin  iTm^'j;!':!!  i(in. 

5.  TonI  ('(da  n'esl  ipi'nn  aperçu  ipii  piinrru  snns  (lonlc  êlro  nlile  à  eidni  rpii 
i'nlre|ii('iidra  une  discussion  melliiidiipie.  ('.elle  discussion  dexrail  nons  per- 
mellre  de  reconnaîlrc  commeul  \aiieia  l'appidximal ion  finale  sur  laqucllo  on 
pduna  eompler  en  t'iincllon  du  luimbre  //  —  1  des  inlorvallcs  cl  de  l'approxi- 
uialiiin  a\ec  la(|uelle  on  auia  calcuh'  les  co(d'(icienls  de  V ( H  )  \  on  délermineinil 
ainsi  (nielles  seuil  les  C(Uiilil  loiis  pour  (jue  l'emploi  <le  la  melliode  indireclc  soil 
a\anlai;('iix. 

11  faudiail  r'j;aleinenl  voir  coiiimeiil  devrail  èlre  dirigée  la  consiniclion  dps 
l'aides  aiixiliairi's  desliiiées  à  rendre  le  piocédé  pralitjuc.  Je  me  bornerai  à  dire 
que  colle  consiruclion  serait,  grandemcnl  facilitée,  si  l'on  se  hornall  à  intro- 
duire des  inli'grales  circulaires  au  lieu  d'iiil('j;rales  elliptiques  el  des  polymuiu'S 
<lu  deuxième  degré  an  lieu  du  (pialrième. 

Mais  M.  Seares  a  encore  lencoiiire  une  aulre  diflu-ullé.  Nous  n'avons 
envisagi;  jiisfiii'ici  que  les  iiertiirUal  ums  ilu  premier  (jidre  qui  sont  données  j)ar 
des  inlégiales  siinj)les  de  la  l'oiine 

■Ci/u 


rv.ih, 
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Miiis  justiMiienl  dans  les  cas  où  remploi  do  la  inéliiodc  indiii'ilc  sciail 
indiqué,  c'esl-à-dirc  ([uand  In  coiiirtu  passe  très  près  de  la  plaiièh'  Irniihlanle. 
les  perlnrljalions  dn  fleiixième  ordre  deviennent  sensibles. 

Pour  en  lenir  compte,  M.  Scores  t'ait  ce  que  l'on  fait  d'ordinaire,  r'esl-à-dire 
([u'à  la  (in  d(^  cliarpie  intervalle,  il  corrii;e  les  éléments  de  la  eoiuèle  de>  per- 
liirl)iil  loMs  du  preiiiier  oi'dre.  (  )u  ((incoil  ipii'.  dans  ces  conditions,  les  avan- 
tages de  la  méthode  indirecte  s'c'vanoiiisseni . 

Il  faudrait  calculer  d"aljord.  pour  loiil  le  champ  d'intégration,  les  inl('grales 
simples  (i)  sans  se  soucier  des  [)erlurhations  du  deuxième  ordre,  ei  ^  a|oiilei' 
ensuite  des  termes  correctifs  destinc's  à  tenir  coiiiple  de  ces  perturljalioiis. 

L'expression  analytique  des  iierhirhalious  ilii  dciiMèiiie  ordre  ne  se  n'duil 
plus  à  uni'   mlc'giale  simple  lidic  ipic  (il.    luais  à   ih^s   inli'grales  douijles  delà 


('') 


J   /f\J     v'F  /    " 


.Si  l'on  considère  P(«)  comme  donné,  les  intégralea  (i)  seront  ih's  polMioiiies 
du  premier  degré  par  rapport  aux  /i  valeurs  particulières  d<'  4'(,"  •• 

en  V'A'hh    'H "2),    •■■,    'M "'.)]• 

et  ce  sont  précisément  les  coefficients  de  ces  polynômes  rpii  de\iaienl  être 
donnés  par  des  Tahles.  De  même,  les  intégrales  (2)  seront  des  polynômes  du 
deuxième  degic  |i,ir  rap|iort  à  ces  mêmes  qiiaiitilc's,  et  les  coefficienl>,  de  ces 
|io|\  nomes  pciiii  raii'iit  (■gaiement  (''Ire  donnés  par  di's  Tahles. 

Je  me  hoinc  à  ces  ('(Misideratiims  sommaires,  cpiitte  à  revenir  pins  lard   -.ni- 
ée sii|('l  à   une  aiil  Ir  occasion. 


SEPTIÈME  PARTIE.  —  HYI'OTHÈSES  COSMOGONIQUES. 


SUR 

LA  PRÉCESSION  DES  CORPS  DÉFORMABLES 


Bul/etin  ustroiioiniquc^  t.  27,  p.  .)2i-35G  (septembre  1910). 


I.  —  Croûte  solide  et  noyau  liquide. 

I.  Li)i(l  Kchiii  -îcsl,  1  im  (les  |)i'i'iiii('r.s,  prunuiicc  (-'ii  lii\cur  de  hi  solidilé 
(lu  i;l()bc  Icncslrc,  et  il  a  clicrclu'  Je  Ions  côtés  des  ar^iiiiiciils  en  favoiir  do 
son  o[)iiiiiin;  (|ii('lfnies-iins  sont  l'oiidcs  siii-  les  oLsorviilions  de  |)récessioii  cl 
tic  iinlalioii.  Je  renverrai  en  i)arliculicr  à  ses  Popiitar  Lectures,  vol.  III, 
page  244  cl  à  ses  Malhemulical  Papers,  vol.  III,  page  820.  Dans  ses  invesli- 
gations,  il  envisage  l'hvpollièse  d'une  croule  solide  imariable,  à  l'inlérieur  de 
laquelle  se  liou\c  un  lupude  homogène;  il  suppos<'  i|ue  la  surface  extérieure 
de  celle  croule  soliilc  esl  un  ellij)soïdi'  et  que  la  ca\ilc  mieine  esl  égalenienl 
(,'llipsoïdale. 

Il  avait  d'aijord  annoncé  que  la  constante  de  la  précession  aurait  dû,  dans 
celle  hypothèse,  difl'érer  considérablemenl  de  celle  qui  conviendrait  à  une 
terre  solide  el  qui  esl  celle  que  donne  l'observation.  Il  en  serait  manifestement 
ainsi  si  la  cavité  interne  était  sphérique  ;  la  spiière  liquide  interne  aurait  alors 
eu  un  axe  de  rotation  différent  de  celui  de  la  croûte  solide;  le  premier  de  ces 
axes  aurait  été  fixe,  tandis  que  le  second  aurait  seul  subi  l'ellel  de  la  précession; 
la  constante  de  la  précession  aurait  donc  été  la  même  que  si  la  croûte  solide 
avait  seule  existé. 

Il  crut  d'abord  que  l'aplatissement  étant  très  faible  ne  pouvait  sensiblement 
altérer  ce  résultat,  mais  en  réfléchissant  à  la  question,  ainsi  qu'il  nous  le 
H.  P.  -  viir.  6t 
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raconlo,  il  se  ciinxMiiuiiiil  de  son  erreur.  l':ii'  1  cllrl  de  ce  (jii'il  iippelle  la 
rigiditc'-gyrostadque^  le  coijis  lomplcxc  (|iril  eiivlsagi^  Iciid  à  se  comporler 
coniino  lin  corps  solide.  Celte  rigidité  a  son  plein  efl'et  si  la  période  de  l'inéga- 
lité onvisagéo.  cxpriim'e  en  jouis,  esl  liés  i;i'ande  par  rapport  à  l'inverse  de 
1  aplal  isseiiieiil  :  elli'  e>l  donc  parlaile  en  ee  (pii  eoncerne  la  préression  cpii  doit 
siii\  re  les  loi--  llieoiicpies,  mais  il  n'en  esl  pins  de  niéine  pour  la  nnlalionde 
jîiadlex  (loiil  la  période  n'esl  pins  cpie  ■>,[)  lois  l'inverse  de  raplalisseuieiil ,  m, 
(t  Imlliiri.  poni'  les  iinlalions  srini-iueiisnelle  el  senii-anniiidle  doiil  les  pi'iiodes 
soni  pins  eonrles  ipie  celle  inverse.  Les  divergences  seraieni  (Miorines  et 
anraieiil  eU'  eerla  ineinenl  dr'celi'es  par  lohservalion. 

'î.  Il  ne  sera  pas  inniile,  avant  d'aller  pins  loin,  de  montrer  comineiit  la 
lliéorle  de  Kelvin  peut  être  préseiilée  sons  une  f'urnie  nouvelle  et  assez  simple. 
Je  commence  par  introduire  la  notion  du  mouveme/U  simple.  Je  dirai  que  le 
inouvemenl  il  un  luiuide  esl  simple,  si  les  composantes  de  la  vitesse  d'une 
molécule  soni  des  loiulions  linéaires  des  coordonnées.  Il  est  aisé  d'établir,  en 
s'appuvani  sur  la  théorie  ties  lonrljillons  île  Helmlioltz,  que  si  le  mouvemenl 
esl  siiu|ile  à  l'origine  des  temps,  il  reslera  toujours  sim|)le,  pourvu  que  le 
liipiide  lemplisse  enlièreiiieiil  un  vase  ellipsoïdal  invarialde,  on  même  si  ce 
vase  se  déplace  ou  se  déforme,  mais  en  reslanl  toujours  ellipso'i'dal.  Cela  nous 
;iiilonsc  ;{  n Cnvisager  que  des  iuou\einenls  simples.  .Soil 

iiœ"  -h  h  v--¥-  c  z-  =  i 
ri'fpialinu   de  l'ellipsoïile   rapporli'  à   ses  axes  el  que  nous  sujiposi'rons  d'abord 

lixe. 

\  la    ludlecnle   lii|uide  .r,   y,   Z ,  doni  la  \  liesse  esl  ii ,  r.  ir,  corres|)ondra  une 
nioli'cule  (ic[i\e  iloiil  les  cooiilouni'es  seroni 

el  la  vitesse 

II'  =  (/  y/</,  c'  =  i>  \/b,  !<■'  =  IV  y'c. 

L'ensemble  de  ces  molécules   fictives   rem|ilira    une  spIn'Te  S  qui  aura   pour 

('•qiialion  J;'''-' +  y''- +  ^'- =  I .  Il  esl  aisc'  de  voir  cpie.  si  Ici i\  eineni  du  liquide 

esl  simple,  ces  molécules  iicliM's  se  deplacemul  (  (iiinne  le  leiaieiil  les  molé- 
cules  d'un   corps   solide,    de   sorte   que    loul    se    nhluiia   à    une    rotation   de   la 
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sphère  s.  Soiuiil  p^,  <ji,  i\  les  coiupusanles  de  celle  rotation  siihunl  les  trois 


axes  ;  on  aura 


Nous  avons  supposi'  ju^(J^  lii  ([ue  rellipsiiïde  est  fixe.  Supposons  niamlenaul 
qu(^  cet  ellipsoïde  soit  indéformable,  mais  uiohilc;  lo  uu'nies  iormules  sulisis- 
Irnuil  eneort'  pourNu  ipie  Ton  considère  le  mouvemeni  le/'i/i /  (\\\  li(piiile  pai' 
rapport  à  la  croùt<;  solide,  l'our  avoir  le  mouvemeni  alisolu,  jl  laul  \  ajouler  le 
mouvement  d'entrainemeni  (pii  se  ri'iluil  à  uni'  rnlalKui  de  la  eroiilr  scdidc  cl 
des  axes  nmhdes.  Sou'ul  y;,  i/,  r  les  projections  de  cclh'  r(jlatiou  .vh/  les  au  es 
in<jl>iles;  lui  aura  pour  les  \  liesses  absolues 

les  axes.  iManl  rf\i\  de  r<'lli|iMiï(li'.  seuil  luolnies. 

3.    Il  l'sl   aisé  de  calculer  la   force  \ive  dans  le  moineiiieul  relalil.  ou  Inuixe 

-(  A,/-ï-l-  lii</'F+  0|/';), 


ci  des  expressiiuis  analogues  pour  15,  et  ('.,  ;  il  t'st  la  densité  du  liipiide. 

Ue  uiêiiie.    les  Irois  composanles  du  luomeul  de  idlaliiui  tiaiis  le  luoineiuenl 

relalil  sont 

A'i/^i,     B'iÇi,     C\r,, 

OÙ 

s  ;t  r/        I  I 

A  I  = 


'  '     V  iitic    sjbc 

Ou  \i)it  (jue  si  rajilalissement  esl  1res  petit,  on  a  A,  =  A',  à  des  tenues  |uès  di' 
l'ordre  du  carré  de  l'aplatissement. 
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Qiianl  à  la  forci'  ^i^('  dans  le  iiioiivcmciil  (rciiiiiiiiu'iiicnl ,  ce  seia 

A,  B,  C  clanl  les  lidis  nioiiiciils  d'iiicrlic  du  C(ii|»s  coniplel  (croûte  solide  plus 
contenu  liquide). 

La  force  vive  dans  le  nu)uveni<'ul  al)solii  esl  alors 


(2)  T=  i  ^A/Z^+^A', /,/',•+  ;^2a 


l/'î- 


d 

dt 

dp 

-\-  r 

dl 
dq 

—  1 

dli^ 
dr 

=  — 

I 

d 
dt 

rfT 

dpi 

—  '■; 

d\ 

'  dq, 

-t-9i 

dl 

'dn 

=  0, 

4.  Les  équations  du  mouvemcnl  peuveni  se  niellre  sous  une  forme  jiarli- 
culitrement  simple.  On  peut  les  éciiic 

(3) 

(4) 

avec  celles  qu'on  en  déduil  par  sjmélrie;  L,  M,  N  sont  les  moments  de  la  force 
(ixtérieun^  On  renuirquera  cpu'  ces  écpialions  présentent  une  divergence  au 
premier  abord  déconcerlanli'. 

Dans  l'cMpialion  (o),  le  sec(uid  leruie  esl  adeclé  du  signe  -(-  et  le  troisième 
du  signe  — ;  c'est  le  contraire  ilans  l'équalicui  (4).  Gela  s'exjilique  très  aisé- 
ment. La  lotation  /j,  (/,  r,  c'est  la  rolatit)n  absolue  de  l'ellipsoïde;  nous  la 
|)r(jjelons  sur  les  liois  axes  de  r(dlij>soïde  (jui  sont  des  axes  mobiles.  Au 
contraire,  la  rotation  pi,  c/ii  ''i  est  la  rotation  relative  de  la  sphère  S  par  rap- 
port à  l'ellipsoïde;  nous  la  |)rojetons  encore  sur  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde 
(pii.  eu  ce  (pu  concerne  celte  rolalidu  ii'lali\e.  soûl  des  axes  fixes. 

Ces  éfpialious  peuM-nt  s'i'lalilir  de  bien  des  manières;  j'en  citerai  deux:  je 
m'appuieiai  d'abord  sur  un  lliéorème  inie  j'ai  démontré  dans  les  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  132,  p.  MWj.  Voici  ce  théorème  : 

Soit  un  système  mécanique  déjiiii  par  r  variables  x/.  Envisageons  un 
groupe  simplement  transitif  de  Iransfurmations  de  Lie.  SoitHi,  H-,,  . . .,  X,. 
les  r  tratisformations  infinitésimales  de  ce  groupe,  de  telle  sorte  que  \/,  par 
exemple  change  xi  en  une  fonction  des  x  différant  très  peu  de  xi.  Nous 
écrirons  les  équations  de  structure  du  groupe  sous  la  forme 

X(Xx-—  X/X/=  i;c//;..,x.,, 

les   c  sont  des  constantes,   et   le  sens  de  ces  notations  est   bien  connu  des 
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personnes  familières  avec   les    travaux  de    Lie;   si,  par  exemple,    on    a 

X;X<—  X<.X,=  o, 

cela  veut  dire  que  les  deux  transformations  X,-  et  X/t  sont  permutables. 

Cela  posé,  au  bout  du  temps  dt,  les  variables  xt  se  changent  en  Xi-\ — -^dt; 
ce  qui  revient  à  dire  qu'elles  subissent  la  transformation  infinitésimale 

dt{rii\i-h-riiXi-h...-h  i],.\r)- 

Soient  T  l'énergie  cinétiqiu'  du  système  et  U  son  énergie  potentielle;  T  sera 
une  fonction  des  x  et  des  ry  et  U  une  fonction  des  x.  Donnons  maintenant 
aux  Xi  des  accroissements  virtuels  Sxi;  cela  revient  à  leur  faire  subir  la  trans- 
formation infinitésimale 

(0|  Xi  -I-  (O2X1-I-.  .  .-(-  t'vX,-. 

Supposons  alors  que  les  £2/  soient  définis  par  l'idcntilé 

Ces  notations  étant  définies,  le  théorème  en  question  nous  apprend  que  les 
équations  du  mouvement  peuvent  C'tre  mises  sous  la  forme  suivante  (qui 
contient,  comme  cas  particidier,  les  équations  de  Lagrange,  ainsi  que  les 
équations  d'Euler  pour  la  rotation  des  corps  solides)  : 

d  dT      -^        ffr 

(')  dtd^..=Z''''d^/'^'^~'- 

C-elIc  formule  s'applique  immédiatement  au  cas  qui  nous  occupe;  nous  avons 
six.  degrés  de  liberté;  les  six  transforuuilions  infinitésimales  possibles  sont  : 
i"  une  rotation  du  corps  complet  autour  de  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde;  2"  le 
mouvement  simple  du  liquide  correspondant  à  une  rotation  de  la  sphère  S 
autour  de  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde,  la  croûte  solide  demeurant  fixe.  Soient 
X,  Y,  Z,  Xi,  Yj,  Z,,  ces  six  Iriiusf'ormations.  Les  règles  de  la  composition  des 
rotations  nous  fournissent  les  équations  de  structure  du  groupe 

XY  — YX  =  Z,  XjY,— Y,X,  =  — Z,, 
YZ— ZY=X,  Y.Zi  —  Z,Y|=  — X,, 
ZX— XZ  =  Y,         Z,Xi       X,Z,  =  — Yi. 

D'autre  part,  une  quelconque  des  transformations  X,  Y,  Z  est  permutable 
avec  une  quelconque  des  transformations  Xi,  Yj,  Zj  ;  on  voit  donc  que  toutes 
les  constantes  c  sont  égales  à  o,  +1  ou  —  i . 
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Au  lioiil  (lu  l('iu|>>  lit ,  la  (Toùlr  solide  a  suhi  une  rolalion  lullniincul  |iclil(' 
dont  lt'>  couiposauli's  soûl  /;(//.  (/dt.  r  (U  ;  cl  la  sphère  S  a  suhi,  par  rappoii  à 
la  croule  solide,  une  rolalion  dont  les  comiKisnules  sonLy>i  dl^  qi  d/,  r'i  dl.  tie 
sorte  que  nos  variables  oui  sulii  la  Irausiornialiou  infiiiilésiuiale 

dt(p\  -^q\  -4-  ;■/.  +/<|X|+  (ji  V|-H  /•,/,), 

ce  (pii  uiouire  (pii'  les  ■/)  ne  sont  aulre  chose  cpu'  p.  </.  r.  />,.  ^i.  'i- 
On  \oil  ipu'  T  ne  dépend  cpii'  des  r;,  de  sorle  (pi  on  a 

ce  (pii  \('iil  dire  que  iiîo)  rcprésenlenl  le  Iravail  virluel  ties  lorces  extérieures 
poiii'  un  (lé|ilaeeruenl  1res  pelil  du  sysl('Uie;  les  Irois  premiers  ii  sont  donc  les 
niouienls  des  forces  extérieures;  quant  aux  trois  derniers  ils  sont  nuls,  puiscjue 
les  transformations  Xi,  Yi,  Zj  ne  produisent  aucun  travail.  I^'applicalion  de  la 
formule  (o)  nous  conduit  ainsi  aux  équations  (3)  el  ['i). 

o.  On  peut  arriver  aux  ui(?mes  équations  par  un(^  aulre  so'w.  l/('^(piation  f.'î) 
n'est  aulre  chose  que  l'intégrale  des  aires;  en  ellet,  le  moment  de  rotation  a 
pour  composantes  (sur  les  trois  axes  mobiles) 

dT       (TT       rfT 
dp        dq         dr 

cl    rc(|iia  I  iiiii   I    >  I  c\|)riiiic  (HIC  la   vilesse  dlisiillic  de  ICxl  rem  i  le  dv  tv   \cclciir 
est  représentée  en  i;raii(lcMi'  el  du-eclion  |iai-  le   iiiiinieiil    des  hirces  evlérieiires. 
Quant  à  l'éfpiation  {J\),  c'est  ICxpressiou  du  iheoiH'uie  de  Ilelmludtz  sur  les 
Idiirliillnns.  L'inlésrale  de  Helmholtz 


i  (  Il  d.r  ^  (>  '/}•  +  Cl'  dz  ), 


eleiidue   à    une   seclioii    plane   diaméirale   (pielcoiupie   de   l'ellipsoïde,   est  à    un 
facteur  conslant  j)rés 

dV  dJ        ,       d'X 

— rOS  -J.  -I ; COS  IJ  H ; —  COS  V 

dp,  dqi  dr, 

a,   j3,   ■'  représenlaiil    les   cosinus   direcleiirs   du    plan   du    ^rand    cercle    de    la 

sphère  S  qui  correspond  à  la  section  diamétrale  considérée.  11  suffit  pour  s'en 

fissurer  de   se   reporter  aii\   é(]Maliiiiis   (l)   et   (a).    Le    lh(''or("'iiie   de   Ilchnhollz 

1     1  1  "'  r      (/T      dT  .  Il  I  ■  .        I 

nous   apprend    lUnic   (rue   Ir   vecteur  -; — >   — — >   -r—   est  in\arial)leuienl   lie  a   la 
'  '  1  dp,      dq,      dr, 

sphère  S,  ce  qui  s'exprime  précisément  par  l'équation  (4). 
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6.  Si  nous  nous  rappelons  l'expression  de  T.  nous  pouxons  écrire  les 
équations  (  o  I  el  (4)  sous  la  forme 

(6)  kp+  A-,  //,  -t-  riV.q  -H  B',  q,  )  -  q{Cr  -H  C,  r,)=-  i., 

(7)  Kp'-f-  A,/)',  —  /-.(B',  q  -h  B|<7i)  -I-  q,(C\  r  ■+-  C,r,  )  =  <>, 

avec  celles  qu'on  en  déduil  [lar  svméuie;  //  et  y/,  sont  les  déri\ées  de />  vl  />! 
par  rapport  au  temps. 

Une  première  conséquence  de  ces  équations,  c  est  que  si  la  croûte  solide  est 
maintenue  fixe,  le  mouvement  interne  du  liquide  suivra  les  lois  du  mouxement 
à  la  Poinsot. 

Si  l'on  suppose  tju'ii  n'y  a  pas  de  forces  extérieures, 

r.  =  M  =  ^  =  o, 
on  trouve  aisément  les  intéj;rales  suivantes  : 

(8)  T  =  con.t.,  2'^/lj"  =  '^°"^''  I]l^)'==°'"'- 

Si  la  capacité  interne  t'st  supposée  spliéri(pie,  on  a 

A,=  A',  =  B,=  B-,  =  C,=  (;',  ; 

on  trouve  alors,  en  retranclianl  li's  é(piiilions  1  (>  1  el  i  -'). 

(A- A,  )//H-r^(B -(;>  =  -  !.. 

ce  ipii  iMiiiilrc  (pie  le  iiumix  ciiicul  de  la  croi'ile  solide  e>l  le  iiii'iiir  cpie  si  ses 
moiiieiils  diiieiiie  élaieiU  A  —  A],  B  —  A|.  C —  Vi,  c"est-à-dire  si  elle  existait 
seuil'. 

7.    Supposons  iiiainteiiaiil  ipie  le  eorp>  soil  de  re\oliition;  on  aura 

(9)  A  =  B,         A,  =  B|,         A',  =  B', ,         C,  =  C, ,         IN  =  o 
et,  nous  aurons  les  éiiuations 

Cz-'-f-  Cl  /•',  -I-  B',  (<?/'!  —  pq\)  =  o. 

Cl  /•'  -I-  Cl  r\  -^B\(qpt  —  pq,)  =  o 

qu'on  déduit  de  [6)  et  (7)  par  symétrie  el,  en  lenanL  comple  des  rela- 
tions (9),  on  en  déduil  aisément 

/■'  =0,         r  =  const. 
el 

(10)  Ci/'i' -i- B'i(<//j|— /75',  )  =  (I. 


488  PRÉCESSION    DES   CORPS   DÉFORMABLES. 

Si  l'on  suppose  de  plus  L  =  AI  =  o,  ou  poiuiii  Mclicxer  l'inl('';;riilioii  par 
tpiad  rat  lires. 

Les  équations  (<S)  nous  clonneiunl 

P°-  +  q-,   />\-t-<j'i-   i>pi  +  qq\,    (qpi  —  pqi)'- 

sous  la  forme  do  polynômes  du  deuxième  et  du  cpialrième  degré  en  /'i,  en  nous 
rappelant  que  r  est  une  constante.  L'équation  (lo)  nous  donne  alors  r^  en 
fonction  ellipticpu'  du  temps.  On  montrerait  enfin  que,  par  exemple,  la  dérivée 

par  rapporl  au  U'iii|)s  de 

•irc  t  c  -—î .  ,  ' 

"  A  <7  -+-  A',  <7i 

est  une  ionclion  connue  du  temps. 

8.  Le  cas  (pil  ncjus  intéresse  est  celui  où  /),  //.  /*,,  rjt  sont  très  petits  du 
pi'cuiicr  ordre.  La  l'clalioii  (lo)  nous  apjirend  alors  (pte  ii  est  tr'ès  petit  du 
deuxième  ordre  et  peut  être  négligé.  Nous  poserons 

—  L  =  K  coskt,         —  M  =  —  K  sin  At,         N  =  o. 

Voici  ce  cpii  nous  y  autorise  :  L  et  M  sont  des  fonctions  périodiques  du  leuips 
développables  en  séries  de  Fourier;  nous  considérerons  seulement  l'un  des 
termes;  si  maintenant  nous  attribuons  au  sinus  et  au  cosinus  le  même  coeffi- 
cient, c'est  qu'on  [)eut  toujous  écrire 

C  cos  /c<  =  A  cos  /./      -I-  A'  eos  (  —  kt); 
n  sin  A-/  =  A  sin (/,)!)  +  A'siii(—  kl) 
en  posant 

C  =  A-i-A',         n  =  A  — A'. 

Nos  équations,  en  négligeant  /i  et  tenant  ccnupte  de  (9),  deviennent 

A/)'-4-  A'i  //|  +  /■(  A  q  -h  X\qi)  —  qCr  =        K  Cos/V, 
\  q'  -\-  \\  q\  —  r(\p  ~h  X\p,)  -h  pCr  =  —  K  sin  A/, 
A'i  p'-t-  Afp\-\-  qi  C,  r  =  o, 
A',  9' -H  A 1  q\  —  /),  Cl  /•  =  o. 

Nous  y  satisferons  en  posant 

/>  ^  a  sin /i<,  q  ^  -jir.os/cl,         p\  =  ».i  b\i\kt,  (/,  =  a,  cosA<, 

ce  rpii  fliirmera 

f  Aa  -f-  A',  «,)(/:-)-  r)  —  «O  =  K, 


'  (  A',  X  -I-  Ar2|  )A  H-  ClKlT  =  o 
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9.  Pour  discuter  les  équations  (ii)  nous  supposerons  l'aplalissement  Irôs 
petit,  ce  qui  nous  permettra,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut,  de  sup- 
poser A|  =  A',.  De  plus,  nous  supposerons  que  les  deux  ellipsoïdes  externe  et 
interne  sont  sensiblement  semblables,  ce  que  nous  exprimerons  en  écrivant 

A  _  A, 

C  ^  Q 

ou 

C-A        C,-A, 


£  étant  de  l'ordre  de  l'aplatissement.  Nous  poserons  alors 

A  =  i,         Ai=/.,         C  =  i-t-s,         Ci=/.(i-i-£),         ).x,  =  p, 

ce  qui  est  permis  en  choisissant  les  unités.  Alors  pour  un  corps  solide  on 
aurait  1  ^  o  cl,  pour  un  liquide  recouverl  d'une  croule  très  mince,  X  =  i  ;  les 
équations  (i  i)  deviennent  alors 

s<(/.-  — £/•)-»-;>(/.: -i-r)  =  K, 


(12) 

a'>.k-t-p(/c-\-r-hSr)  =  o; 

d'où 

aA  =  K(A-  -f-  r  +  £;■), 

A  =  (Â'  —  £r)  (  A •  +  '■  +  £'')  —  ). le ( k -{- r)  éUinl  le  délerminant  des  é(jua lions  (la). 
Il  s'agit  de  savoir  comment  l'amplitude  a  de  la  nulalion  varie  en  t'onelii)ii  <le  1 
(c'est-à-dire  comment  elle  dépend  de  l'épaisseur  de  la  croule  solide). 

Comme  k  -\-  r  -\-  er  ne  dépend  pas  de  1,  on  voit  que  a  est  en  raison  inverse 
de  A. 

Soit  N  le  nombre  de  jours  de  la  période  de  la  nulalion  considérée,  on  aura 

A--+-r  _  _r_  _       k 

i       "~  —IN  ~  i\  -hi  ' 

Donc  A  est  proportionnel  à  (N  +  i  4-£N)  (t  — sN) — X(N  -f-  1),  ou,  puisque  £lN 
est  négligeable  devant  N  +  i,à  (N-f-i)(i  — eN  —  X)ouà  1  — £N  — ?..Si  donc 
nous  désignons  par  «o  l'amplitude  de  la  nutation  pour  un  corps  solide,  c'est-à- 
dire  pour  X  :=  o,  nous  aurons 

a   _       £!V  —  I 

«^  ~  £  N  —  n-  X  " 

On  voit  que  si  £N  est  très  grand,   c'est-à-dire  si  le  nomijre  de  jours  de  la 

nulalion  est  très  grand  par  rapport  à  l'inverse  de  l'aplatissement,  le  rapport  — 

H.  P.  —  VIII.  62 
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fSl  sonsililiMiu'iil  égal  m  i.  de  soric  (|iu'  la  nulation  diflùrc!  peu  (le  sa  valcm- 
ihéoriiiiic,  mais  qu'il  ii  ou  csi  pas  ainsi  pour  les  nulalions  courtes,  couiuie 
les  luitalions  semi-annuelle  el  semi-mensuelle,  à  tel  point  (ju'elles  peuvent 
eliauj^er  de  sii;ne  et  deviennent  infinies  pour  une  certaine  valeur  do  l'épaisseur, 
celle  poui'  laquelle  on  a 

sN  =1  — ),. 

Ia's  comcIumiius  i;éui'i'aics  de  l(U'd  Ivelviii  se  Irouvent  donc  vérifiées;  cepen- 
dant les  \aleurs  numériques  id)leuues  ne  sont  pas  les  mêmes;  je  lui  ai  autrefois 
écrit  ù  ce  sujel  et  il  ma  ri^poudu  cpu'  celle  rectification  lui  avait  déjà  été 
signaler  |)ar  un  savaiil  irlandais;  j'ignore  si  ci'  savant  a  pulilié  quelque  chose  à 
ce  sujel. 

On  peut  également  se  dcmaadei-  (pielle  est  la  période  de  la  uulalion  propre 
du  Sjslènie;  elle  correspond  au  cas  où  A  s'annule,  ce  (pLi  donne 


Ce  sérail  une  période  plus  courle  <jue  celle  d'I'jder;  ou  sait  (pie  la  période 
fie  Cliandler,  donnée  par  l'oliservalion,  est  au  contraire  plus  longue. 

II.  —  Liquide  homogène. 

10.  Après  avoir  ex[)osé  les  iM'snllals  (pii  |iri'(èdenl ,  lord  Kelvin  se  demande 
(pielle  serait  la  précession  d'une  masse  licpiide  lihie  el  il  annonce  qu'elle  doit 
se  comporter  comme  un  corps  solide  : 

'■  Mllioiigli.  ilil-il.  llie  lidl  prciiilem  lias  nol  yel  lieeii  colieicntlv  worked  oui: 
1  iliiiik  I  sec  far  enoiigli  lowards  a  complète  solution  lo  say  llial  precession  and 
iiiilalioii  will  lie  praclicallj  tlu^  same  as  in  a  solid  glolje.  « 

Nous  allons  \oir  (pie  ces  prcNisions  sont  parlailemeiil  pisliliees. 
Nous  siip|)oserons  d'ahord  (jue  le  li([iiide  est  homogène  : 

Soient  Xo,  J'o,  ^o  les  coordonnées  initiales  d'une  de  ses  molécules;  x,y,  z 
ses  coordonnées  aciiielles;  si  le  iirouvemeiU  est  simple,  ce  que,  comme  nous  le 
verrons,  il  nous  csl  permis  de  supposer,  x,  y,  s  sont  des  fondions  linéaires 
de  Xo,  yo,  Zo  et  nous  pouvons  écrire  : 


(i)  '  y  =  aiXo-h\hy«-^-'(i^o 


j;  =  a,d;o-l-  pi.>'o-t-  TfiSoi 
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les  a,  P,  ■■  c'iiiiit  des  tomlions  du  temps.  Le  liquide  élnnl  incompressijjle,  le 
déleriuinaiil  A  de  ces  neuf  coetfîcienls  est  égal  à  i. 

ïNous  supposerons  que  la  surface  libre  initiale  du  liquide  a  la  forme  d'un 
ellipsoïde;  le  mouvement  étant  simple,  cette  surface  libre  conservera  toujours 
la  forme  d'un  ellipsoïde.  Rien  ne  nous  force  fi  considérer  comme  situation 
initiale  une  situation  qui  ait  été  à  un  moment  quelconque  effectivement 
réalisée;  nous  pouvons  cboisir  une  siiualion  initiale  idéale  d'où  l'on  puisse 
passer  à  la  situalion  ;utuelle  jnir  uu  iiiouxciiicut  sinq)le,  mais  d'ailleurs 
quelconque.  Nous  pourrons  donc  supposer  que  la  surface  lilire  initiale  a  pour 
équation 

Mais  comme  les  molécules  qui  sont  iiiilialeiiu'iit  à  la  surface  restent  à  la 
surface,  l'équation  de  la  surface  libre  sera  toujours 

1.2:5  =  1. 

Les  équations  de  1  11^  dicjd)  namic|ue  nous  donnent 

où  j:"  =  y.'\  .r,i -\-  j3'j  )'ii-l- y"  '■"  '""'  !■'  dérivée  seconde  de  .r  par  rapport  au  temps; 
011  />  est  la  pression,  p  la  densité  du  lupiide  el  \  le  potentiel.  \a-  liipiide  étant 
lioiii(ii;ène,  nous  pouMius  prendre  p=i:  (piaiiii  au  potentiel,  il  se  compose  de 
deux  parties  :  le  polciiliel  intérieur  \  ,  dii  à  lallraclion  du  liquide  sur  lui- 
même;  \v  |)otenti('l  extérieur  \  ,.  dii  à  laction  des  astres  troiiiilants.  iNous 
pourrons  donc  fmalenu-nt  écrire  l'équation  sous  la  iVu-me 

(  2  )  22  x"  cfx  =  dp  —  d\i  —  d\\.. 

II.  l'oiii  pisliliei-  nos  Inpotlièses  nous  (Icndiis  montrer  que  les  deux 
mi'inlues  peuxcul  être  éj^alés  à  la  dilIV'i  rnl  lelle  il'iiu  poh  nome  du  second  degré. 

Le  premier  membre  doit  être  une  différentielle  exacte,  et  ce  ne  peut  être  que 
celle  d'un  polynôme  du  deuxième  degré  si,  le  mouvement  étant  simple,  x"  et  x 
sont  des  poljnoines  du  premier  degré;  passons  au  deuxième  membre  : 

i"  V,  sera  un  polynôme  du  deuxième  degré,  si  la  surlace  libre  est  un  ellip- 
soïde, puisque  le  potentiel  dû  à  l'allraclion  d'un  ellipsoïde  est  un  polynôme  du 
deuxième  degré  «  Vinléricur  de  cet  ellipsoïde  ; 

2"  Vg  sera  un  polynôme  du  deuxième  degré;  en  etlet,  \  ^peut  être  développé 
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siii\inil  los  puissances  de  t,   v,   :;  les  ternies  de  degré  o  et    i    doivent  i^tre 
laissés  de  côté  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  autour  de  son  centre  de 
gravité;   les  termes  de  degré  supérieur  à  2  doivent  (^tre  négligés  comme  très  . 
petits  ;  il  restera  donc  les  termes  de  degré  2  : 

3°  Quant  à  la  pression  P,  elle  n'est  assujettie  qu'à  une  condition,  celle  d'être 
constante  à  la  surface  libre.  Cette  surface  libre  étant  un  ellipsoïde  (p  =  ' ,  il 
suffira  de  prendn'  )■  proportionnel  à  i|/  |)our  satisfaire  à  cette  condition  et  pour 
qu'en  même  temps,  comme  il  convient,  p  soit  un  polynôme  du  deuxième  degré. 
Nos  hypothèses  se  trouvent  ainsi  justifiées. 

12.  Soit  '\i  :=  I  l'équation  de  la  surface  libre,  que  nous  sni)poserons  peu 
difTérente  d'une  sphère. 

En  prenant  pour  un  instant  pour  axes  ceux  de  l'ellipsoïde,  je  puis  écrire 

>{;  =  (i  -f-  a)  j:-^-i-  (H-  ft)7^+  (i  +  c)==, 

a,  b  et  c  étant  très  petits  et  assujettis  à  la  condition  d'incompressibilité 

a  +  6  -4-  6-  =  o. 

D'après  la  théorie  de  ratlraclion  des  ellipsoïdes,  nous  pouvons  écrire 

\ i  =  (i  -i-  k' a)  X-  +  {i  +  k' b) y-  +  {i  -\-  k' c) z- , 

3 
où  />'=  -;  nous  supposons  les  unités  choisies  de  telle  sorte  qut^  pour  la  sphère 

on  ait  V/=  '!Lx'-. 

Comme,  d'autre  part,  4*  =  ^^iîj  nous  aurons 

(3)  \i=  k'-Lxl  +  ii-  k')y:x-^ 

et  cette  formule  sera  indépendante  du  choix  des  axes.  Nous  supposerons, 
d'autre  part 

p  =  VLxI-{-  const. 

et  nous  sub->liluerons  ces  valeurs  de  p  et  de  V,  dans  l'équalion  (2),  où  nous 
supposerons  d'abord  Ve=:  o.  En  identifiant  les  coefficients  de  x^,  dxo,  yo  dxu, 
xodyo,  on  trouve 

(4)  i;aa"= /.Za^-H  X, 

(5)  Sï/'^i  =  i:ï[i"=  A-ï:a[i 

en  posant  pniir  iibréger 

A  =  2  a'  —  2  A:',        k  =  2(k'—i)  =  —  -• 

5 
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Si  l'on  tenait  compte  de  V^,  on  aurait 

(6)  .  ^.,'=kZ.^^:-^, 

(7)  -^".\=  ^:iy  =  k-^xfi  ■ 


c/xo  df( 


A  ces  équations  il  faudrait,  bien  entendu,  adjoindre  celles  qu'on  peut  déduire 
par  symétrie.  On  y  voit  figurer  des  sommes  telles  que  ia"(3  qui  signifient.  Lien 
entendu, 

mais  nous  aurons  Licntùl  à  envisager  d'autres  sommes  analogues  où  la  somma- 
tion se  l'ail  d'une  manière  diflérente;  telle  sera,  par  exemple, 

3t|  a., -H  ;j|  ,j..-l-   ,  1  |2 

que  j'écrirai  ia"a.j,  où  je  mettrai  les  indices  en  évidence,  d('  sorte  <nie  toute 
confusion  de\iendra  impossible. 

13.  Ces  équations  admettent  des  intégrales  particulières;  si  nous  supposons 
Vc  =  o,  nous  aurons  rinlégrale  des  forces  vives  el  celle  des  ainis.  Cette  dernière 
peut  s'écrire 

^m{x'  y  —  xy')  =  const., 

m  étant  la  masse  d'une  molécule;  en  y  remplaçant  x,  y.  z  parleurs  valeurs  (i), 
cela  |)eul  s'écrire 

(  a'i  ï-, —  a'„  a,  )  2  mœl  -(-  (  ac',  fi» —  [i'o  «i  -H  ^i  '{A  —  'A  'v>\  )  -  "'  -^'oya  + .  .  .=  const. 

Mais  la  ligure  iniliale  est  une  sphère  ixj^  =  1;  on  aura  donc 

'Lin  xl  =  Lin  yl  =  Lin  zl,  Linx^y^  =  LinXaZa  =  Liny^Za  =  o. 

L'étpiation  des  aires  se  réduit  donc  à 

(8)  ■  S(a',  ïo — a',  «1  )  =  const., 

la  sommation  ayant  le  sens  qui  a  été  expliqué  à  la  lin  du  numéro  précédent. 
Supposons  maintenant  qu'on  tienne  compte  de  Ve.  Le  premier  membre  de  (8) 
représente  à  un  facteur  numérique  près  la  constante  des  aires;  la  dérivée  de  ce 
premier  membre  sera  donc  égale  à  ce  facteur  numérique  près  au  moment  de  la 
force  extérieure. 

Le  théorème  de  Ilelmludlz  nous  apprend  ensuite  que  l'intégrale 


/  x'  dx  -\-  y'  dy  -\-  z'  dz 


494  PRÉCESSION    DES   CORPS   DÉFORMABLES. 

prise  le  loiit;  diiii  (-(Hildiir  Irrinc  csl  ((iiKslnnlc;  or  ci'llc  iiili'iiiiilc  csl  ég;il<'  à 
Si  l'on  ()l)S('rM'  qwi'  la  coiirlx'  (■hinl  tciini'c  on  a 

on  \iiil  i|ni'  le  I  liiMiièiiic  i\c  llcliiiliollz  cnUainc  I  ('(luiilion 
(9)  i;(a'|i  —  a[j';  =  coiisl. 

!•!  celles  quOn  en  (Iciliiil  par  s\iiicliie. 

L'étpialion  (9)  esL  vraie  que  \ \.  soli  nul  du  non. 

11  faudrait  des  calculs  complitpK's  poiii-  (l(  ilnire  (S)  de  (4)  el   (  .">  i  ;  il  n'eu  esl 
pas  de  nu^uie  de  (y)  qui  rcMdle  iiiiiuédialeiueul  de  l'inléj^ralion  de 


iaa   =  ia    î. 


I  i.    Les   ('(pialions   (f^)   el    (~>)    adniellenl    une    solnliou    pari  iiii  lièi'e   Muiple; 
il  -iitiil  de  |Miser 

ioti  ^  p  cosco/,  «2^ — pslno)/,  «31=0, 

[ji  =  p5inco?,         [io=ccosio/,  fi;  =  o, 

Ti=".  Ï2=",  ',':;=  o, 

d'où 

tij-  û- 

o-( (O- -I-  /,"i  -I-  ).  =  /,c-  +  X  =  0 ;  /.'  = 

'  c- —  ^- 

()u  aura,  d'aulre  pail,  la  lelahcui  d  iiieouipressdulile  A  —  1   ipji   s  (Trira 


Celle  solulion  s'applique  au  ras  où  la  niasse  li(piide  prend  une  xiles'-e  de 
l'Olation  uniforiue  <•!  suliil  un  aplal  issenieiil  ;  les  deux  axes  de  I  (•llips<iïde  s<uil 
f.  el  c. 

15.  Les  solulions  que  nous  aurons  à  envisaj^er  sont  celles  rpii  s"éloij;nenl  peu 
(if.  la  scduliou  iioi.  soil  que  lums  laissions  V,.=  o,  soil  que  nous  envisagions 
les  équalions  (  (i  )  el  ('-;.  les(juelles  ad  luel  I  roui  des  solulions  ll'ès  peu  dillél'entes 
de,    (10)    parce    (pic    n(jus    supposons    \  ,.    1res    pelil;    nous   allons    applupier   la 
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méthode  des  équations  aux  varia/io/is,  c'osl-à-dirc  (|iir  ikhis  allons  ifinphiccr 
«1,  ao,  «:,,   .  .  .  par 

«1  -t-  8x1  =  p  cosott  -»-  S«i,  a  1-1-  Sxo  =  —  p  sino)<  -1-  Szo, 

0L3 -t- Soi;:  =  San,  ■  ■  -, 

et  négliger  les  carrés  des  variations  oz,,  ...  ;  nous  obtiendrons  ainsi  des  équa- 
tions diil'érentiolles  linéaires  pour  ces  variations  ôa,;  ces  écpialions  seroni 
dépourvues  de  deuxième  memlire,  si  nous  faisons  V,.=  o,  elles  eu  possckleronl 
un  si  nous  parlons  des  éfpialions  (G)  cl  (7). 

Le  point  reniar(|ual)le,  c'esl  que  ces  iMpialioiis  lini'aii'es  se  ri'pail  ironl  en 
deux  groupes  distincts. 

Les  équations  d('duites  de  A  ^  i  et  des  équalions  (f^)  (>t  (:V)  en  zz",  a"p,  a^", 
{3j3"  et  vv"  ne  conliendronl  tl'aulres  inconnues  cpie 

8ai,     022,     S(i,,     Spo,     S'[:,,     SX. 

Au  contraire,  les  équations  déduiles  des  étpialions  {  \)  el  (^.V)  en  zy",  a"", 
(j-j-",  j3"v  ne  conlieii<lronl  d'aulics  inronniics  que 

Sï3,     Sp:;,     Syi,     o-[-,. 

Celles  du  premier  groupe  coirespoiuleul ,  1  la  11  s  le  cas  de  \  ,.  -  -  o,  à  la  sol  u  lion 
qui  correspond  à  une  \ilesse  ili'  lolalioii  niiildniic  peu  (lillcrcnle  dr  01,  cl  aux 
oscillations  propres  du  lupiide  dans  les(jiiell('s  Ir  plan  des  .cy  resle  un  plan  de 
symétrie.  Dans  1<'  cas  où  \  ,.  ii'esl  pas  nul,  elles  nous  loni  connaîlre  les  marées 
du  liquide  sous  rinlliicnce  du  cor|)s  IroiiManl. 

Ce  sont  celles  du  deuxièiuc  gidijpc  ipii  UDiis  liuil  (diiiiaiire  1rs  plir'iKUuènes 
de  iiulalioii  ri  (pi'il  con\iciil  d  envisager. 

16.  Clierclions  donc  à  tonner  les  é(pialions  du  tleuAièine  groupe;  luuis 
trouverons 

SSx-j-  =  SoiSy  -I-  -"(■^''i 
et,  par  exemple, 

SaSy  =  21  o^i  -H  et-,  3yi!  -<-  a;,  0^3  =  p  costoZ  Svi  —  p  siiuo/  o'u, 
el,  en  continuanl  le  calcid  de  la  iiii'nie  taçiui,  (Ui  aurait 

Sïay  H-  /  SS^j-f  =  p  e™'5  -+-  C'q, 
en  posant 

S-fl  -I-  i'  S70  =  E,  S2;,-4-  £  Sjî;,  =  Y), 
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(de  liU'uii  à  n'avoir  plus  tpu'  ilriix  iiicdiiuiics  i;  ol  ry  doiil  les  parties  réelles  et 
iinatïinaires  sont  nos  anciennes  inconnues  oj  et  àa),  on  Irouverail  de  même 

Si;a"Y  -t-  I  S£j3"y  =  —  oj2pe''"'Ç  -+-  cri", 
SlacY"  +  '  Si;iiY"=  p  e™'f . 

Or  lies  iMMialions  (4)  *'l  ('j)  "n  P''"!  il(''(luire  eoruine  érpialions  aux  variations 

ûiï-C"-!-  io^[j-("=  3S3;"y  +  fûSp"-,'  =  A(Si;aY+  (Sl^pY) 
OU 
(il)  p  e''">'?"=—  (0=p  <"''>>' ^  -t-  (•■T|"=  /-(p  ,"''■)' I  +  c-r)). 

On  li-ou\e  aussi  i'énualiiin  de  Ilehnholtz  qu'on  peut  déduire  par  variati(Mi  de 
(())  et  des  é(piations  (pTon  en  lire  par  sjtui'trie,  ee  (pii  lionne 
(l'i)  p  C'^'Ç'  —  ioip  e'"''|  —  CT)'=  const. 

rt  l'eijualion  dt'^  aires  (pTon  peut  déduire  par  variaiion  de  (cj)  (et  des  équations 
(pi'iui  en  tire  par  ^\uu>trie)  et  <pii  s"(''crit 

(  l'j  j  p  e-'''>'(ri'-t-  i'mti)  —  c|'  =  const. 

La  dill'ereutial  ion  de  (^  i  .1  )  donnerait 

(  1 4  )  p  e-'''"(  r," -h  (.)-2  Yi  )  —  c Ç"  =  (>. 

Si  dans  (i^)  nons  remplaçons  ^"  et  r"  par  leurs  valeurs  tirées  de  (11),   r<'tte 
équation  devient  une  identiti'  en  tenant  compte  de  k(c- — p-)  =  to-p-'. 

Si  l'on    tient    compte   uiainlenani    de   \  ,.,   il  l'aul   ajoutei'  au  dernier   nuMnl)r(; 

de  (m) 

Mais  V,.  étant  très  pelil,  n(jus  pouxons  dans  ces  termes  correctifs  faire 

p  =  c  =  I ,         Sa  =  3[i  =  07  =  o  ; 

d'où 

a;  =  a-o  co?io<  +  >û  sirio)/,         >■  =  — a-o  siiiio/ +  jo  cosw/,         z  =  Zf„ 

d'où  enlin 

r/F        .dV        /dF        .dF\    ,.   , 
dxa  dfa        \dx  dy  / 

de  sorte  fpie  le  Irrnie  à  ajoul<'r  au  dernier  memhi-e  de  (11)    est 
^    ""  '  \dx  dz  dy  dz 
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Si  k'  licfLiitk'  se  dcpkicu  cuiauK'  un  corps  solidu,  — .z-  di'\  ra  être  uuk'peudanl 
du  temps,  égal  par  conséquent  à  sa  valeur  dans  la  solution  (lo),  c'esl-à-dirc 
qu'on  aura  ^.x- =  p- {xl-\- yl) -\- c'-zl;  ou  (h'duit  de  là 

—  a"|'  =  SJjV  :=  o, 

OU 

SSay  +  i  oS'jY  =  o, 

OU 

(ifi)  i>e'"J'Ç  -h  cr,  =  o. 

17.  f.r  poleutiel  V^  est  une  fonction  connue  des  coordonnées  du  point  attiré 
X,  y,  :■  <'l  liu  temps,  puisque  les  coordonnées  de  l'aslre  troublant  sont  connues 
en  fonctions  du  temps.  L'expression  (i5)esl  donc  une  fonction  connue  du 
temps  ;  elle  peut  être  développée  en  série  de  Fourier,  les  périodes  des  différents 
termes  de 

sont  relativenienl  longues  puisque  ce  sont  celles  di's  diverses  nutalions.  Si 
donc  je  désigne  par  Ae'^'  un  des  termes  du  développement  de  (17)  et,  par 
conséquent  ])ar — A  e"""^-''  le  ti'rine  correspondant  du  dé\elop[ieiiieiit  de(i5), 
£  sera  petit  par  rapport  à  &). 

Je  puis  isoler  ce  tenue,  el  les  équations  (11)  devieiineni  alors 


'  t,)-p  e'">'|  —  cïi"-+- ,^  e''<"?"=  o. 
Nous  y  satisferons  eu  jxjsaiit 

ce  cpii  tlonnera 

('^^  ■■        ■.'.       // 

(   a{M £- ) -I- (;(o) -I- £)- =  o. 

Le  déteriiuuiinl  des  équations  (19)  est 

A  =  (  2  k  -(-  c'O  -+-  2-  )  £  (  W  -f-  £  ). 

Pour  obtenir  les  oscillations  propres  du  système,  il  (aul  laire  A^o  et 
résoudre  par  rapport  à  £.  a  et  h.  On  aura  donc  A  =  o,  ce  qui  conduit  aux 
solutions  siiiviintes  : 

1"  £  =  0,  ce  qui  correspond  à  une  rotation  uniforme  de  vitesse  angulaire  ^^ 
autour  d'un  axe  très  peu  différent  de  l'axe  des  z; 

H.  P.  —  VIII.  63 
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')"  '.1  H- ï  :=  o.  ce  (1111  ((irroimiul  m  1  liv|)(il  lirsi'  Mii\;iiilr  :  Mi|ip(jsiin.s  (iiiin  uni 
(I  iiM|iriiii('i'  iiu  lii[uiili'  Mue  r-iihilion  uiiilornic  :iiiUiiii'  ilc  1  iixe  des  c,  nous 
(Icnlacidii^  les  luolcculcs  ilo  très  pcliles  ([u;iiilrli'.s  à  rinlcriciir  du  licjuidc,  sans 
allrrer  si(  forme  c.rlcr/eiire:  nous  aurons  une  solution  liés  peu  didiTcnlc  de 
la  sidulltui  (  10),  coi'r('Sj)ontlanl  à  la  lurnic  lolalion  laiil  en  grandeur  qu'en 
dir<Tiiiin.  au  uiènio  nplalisscuienl,  à  la  uièiuc  oricnlallon  dos  axes  de  l'ellipsoïde, 
el  (jui  ne  se  distingue  en  un  mol  -de  la  solution  (10)  que  parce  que  certaines 
molécules  se  sont  échangées  avec  d'aulres; 

.V'  !i  A -H  £w  -+-  £-  =  o,  ce  ([ui  correspond  à  des  oscillations  propres  de  période 
très  courte.  \\n  peu  plus  dune  heure. 

Si  nous  NouliHi.s  iiiainlenanl  tenir  comple  île  1  action  de  1  astre  Irouhlanl, 
nous  ne  leroiis  plus  A  =  o,  el  il  viendra 

A  (  (0  -t-  £  )2  A  (  w  +  £  ) 


b=  — 


A  £(2A-  -(-  c")  -+-  i-  ) 

A  (10- —  £-  )  _  A(li)  —  E  ) 

A  "         E(2k  -h  c(!)  ~i-  e-) 


D'après  nos  livjmllièses,  £  est  très  petit  par  rappoil  à  oj,  el  -77  est  de  l'ordre 
de  l'aplatissement;  nous  pouvons  donc  négliger  £  devant  w  el  £w  +  £- de\anl  2  A, 
ce  (jui  donne 

A  w  A  0) 

d'oi'i 

a  -h  b  =  o. 

Mais  ccl  le  rclal  ion  r;  +  6  =  fi  esL  ('(pii\alente  à  la  relation  (16I;  elle  signifie 
donc  ipir  le  liquide  se  eoniporle  comuie  un  cor|)S  solide. 

18.  Ce  résultai  peiil  rlir  prc'senlé  sous  une  autre  l'orme.  Ecrivons  l'équalion 
de»  aires,  (jui  n'esl  autre  eliosc  (pir  l'équalion  (  1  .j  )  (juand  \,,:=o.  Si  \'c  n'osl 
pas  nul,  nous  devrons  écrire  cpic  la  dc'rivée  de  la  constante  des  aires  est  égale 
au  iiiomenl  de  la  l'orce  evlerieiire.  (  )r  le  premier  meiiihic  ck'  (li)  a  la  signifi- 
cation suivante  :  c'est  à  un  lacteiir  iiiiiiieiKpie  près  la  constanle  des  aires 
ndalivcaii  plan  des  .z;,  plus  y  —  1  miilliplii'  parla  eonslaiile  des  aires  r(dalive 
au  plan  dua  yz.  iJonc  la  dérivée  de  ce  premier  iiiemljre,  e'esl-à-dire  le  premii'r 
meiiilire  de  (  1  /j  ),  doil  èlre  égale  à  M  -f-  l'L.   L  et   iM  elanl,  à  un  lacleur  nume- 
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riqiic  près,  les  iiiomcnls  do  la  force  exléricurL'  par  rappori  aux  axes  des  x  et 
des  y.  On  aura  donc 

(  i4  bis)  p  e-™'(Ti''+  (o'-'o")  —  cl"=  M  -1-  «N. 

Le  deuxièuu'  niend)re  peul  êlre  développé  en  série  de  Fourier;  soil  B  e'^'  un 
de  ses  lernies;  nous  isolerons  ce  terme  cl  nous  écrirons 

(14  ter  )  f  e—imi (  t^" -H  uj-  r, )  —  c ç"  =  B  e'-'. 

Celle  équation  est  vraie  tant  pour  un  corps  solide  que  pour  un  liquide. 
Dans  le  cas  d'un  liquide,  celle  équalion  doil  élre  complélée  par  l'équation  de 
Helmholtz,  c'est-à-dire  par  la  deuxième  équalion  (  i8)  et  dans  le  cas  d'un  solide 
par  Téqualion  (16).  On  trouve  ainsi 

—  [(0°  —  (dJ  +  S)-]-! £- =  B         (solide  OU  liquide), 

c  p 

a((o  —  c)  -I-  6(0)  -h  £)  =  o  (liquide), 

«  -I-  6  =  n  (solide'). 

On  \oit  que  jinur  £  très  |)elil  |)ar  rapport  à  co  les  deux  dernières  équations 
concordent,  de  sorte  que  les  deux  corps,  solide  ou  liipiide,  se  comporteront 
sensiblement  de  la  uu~'iiie  uianière.  Cette  analyse  îles  uKJUNements  d'un  liquide 
lioinof;ène  doil  i"'l  rr  ra|i|U'ocliée  de  ctdic  ([uc  j'ai  l'aile  dans  le  touie  VII  des  ^ic/a 
matheinatica  pages  347  '^^  suivantes;  là  on  \oit  déjà  à  l'endriui  cité  que  les 
oscillations  d'un  ellipsoïde  peuvent  élre  réparties  en  ;;rou|)es  susceptibles 
dûlre  étudiés  séparément;  dans  cliacun  de  ces  groupes  n'interviennent  que  des 
fonctions  de  Lamé  d'un  ordre  déterminé.  Les  mouvements  que  nous  avons 
considérés  ici  correspondent  aux  lonclions  de  Lauu'  du  premier  ordre. 

III.  —  Rigidité  gyrostatique. 

1.  Exaiuin(Uis  mainleuant  ce  (pii  se  passe  dans  le  cas  dun  licpude  hétéro- 
gène. Les  équations  de  l'Hydrodynaniiqiu'  nous  donnent  encore  comme  au 
paragraphe  II, 

(  I  )  ^x"clx=^  —  (l\i  -  d\,. 

Je  désigne  par  D  la  ilensité  du  liquide  que  \v  nai  plus  le  droit  de  prendre 
pour  unité  puisque  le  liquide  est  hétérogène.  Une  solution  particulière  est 
celle  où  le  liquide  soustrait  à  toute  aciion  exté'rieure  est  animé  d'une  vitesse  de 
rotation   uniforme   w  autour  de  Taxe  des  ;.   Dans  ce  cas  on  a   V(,.=  o;   nous 
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allocUTuns  ili'  1  indue    i    Il's  IcUies  lulalixt'»  à  celle  soliiliuii  cl  nous  ccriiuiis 
(2)  ï:x>/.r,=  ^-./V,,,-. 

D   seul    na>;iul    |)ms   cliiin^é.    C(iin|>anins    iiiiiiuleiianl    à    nu   licjiiide    li(iiiio;;èue 
suiiiiiis   aux    iiièiiie>   aciious   exlcru'ures.    el    alleclous    de    l'indice    :>.  les   lellrcs 
currcî-nondanlo  ;  ntins  anrous 
(  3  )  i;  x\  dxi  =  dp.  —  (/Vu  —  dV,.. 

1)  esl    de\euu   ei;al  à    i    el    N^  ['ar  11 \  |ii)llièse  csl  le  iiii'ine  que  ilans  le  jireiiuer 
cas.   Considérons   eiilin  le  cas  tl'iin  lujuide  Imuiogùne  souslrail,  à   Imile  acliim 
evlérieui'e   et   anime    tluue    nilaliou    unilornu' ;    nous   aurons,    en   alleclanl    les 
lellres  de  riudice  o, 
(4)  Zx"jdu;=dp,-d\,i. 

Nous  avons  vu  au  paragraphe  II  que,  si  la  milatioii  est  de  période  longue, 
le  liquide  homogène  se  comportera  sensiblement  comme  unsohde;  il  en  résulte 
que  le  potentiel  V,-  sera  le  miîme  dans  les  deux  cas  (pour  une  même  molécule 
^at  Xni  •-())>  i^'i  i-i^cX  ce  potentiel  est  tlû  à  l'attraction  de  l'ellipso'i'de,  el  cet 
ellipso'ide  s'esl  déplacé  sans  se  déloriner  el  en  eiilrainaul  dans  sou  uKuixeuienl 
le  point  attiré  x„,  yu,  ;„;  ou  aura  dune 

(Ui  a  égaleiiienl 

p-.  =  /^s 

(la  valeur  des  constantes  X  et  \'  du  paragraphe  11  élant  les  mêmes  ilansles  deux 

cas).  11  lesle  donc,  en  retranchant  (.'5)  de  (4), 

(  â )  d\e  =  1  x\  dX}  —  ï  x"„  dxi. 

Observons  encore  (pie  le  mouvement  du  lupiidc^  hétérogène  dans  le  cas  de 
l'éipuilion  (a)  est  le  même  (pu'  cidui  du  liquide  homogène  diins  le  cas  de 
Técpialion  (4))  de  sorte  (pi'on  a 

Xi  =  x-i,        x'\  =  x",.,         ^x'\  dx\  =  "Lx'.,  dx,. 

.le  (ii>  maintenant  qu'on  pourra  salislaire  à  l'équation  (i  ).  en  supposant  (pu' 
le  liquide  hétérogène  se  dé-place  d'après  les  mêmes  lois  que  le  li(|uide  homo- 
gène dans  le  cas  de  l'i-iptalion  (.')),  c'est-à-dire  de  telle  façon  ipie  .r=zx-2.  ce 

(pii  entraîne 

x"  =  x\ ,         -  x"  dx  =  'ï.x\  dx". . 
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La  condillon  iK'CPs.sairc  cl  siiKisaiilo  |>(iiii'  (jiic  rcllo  soliilion  soit  acrcplahlo, 
c'est  qu'elle  conduise  pour  dp  à  une  expression  qui  soil  lu  ilifTcrcnliclle  exacte 
dune  fond  ion  qui  s'annule  sur  la  surlace  libre. 

Si  Ton  a  x  ^^  x-,,  le  li(piide  se  comporte  sensibleuK'ul  connue  un  corps 
solide  cl  ron  peiil.  en  répélani  le  raisonneineul  qui  nous  a  tait  voir  que 
\  o_,=  \  :,  ,,  montrer  que 

v,=  v.,,.. 

Dans  ces  conditions,  les  ('ipialions  {^  i  )  et  {■:>.)  de\ieniient 
(  I  bis)  Zx",  rlxt=  '^  —  'A  ,—  (A;,, 

(2  bis)  Zxl  (/x,  =  ^  —  'A  ,-, 

l'il  les  relraiicliiinl  cl  en  li'iianl  coiiiplc  de  (  .')  ).  on  Iniiivc 

,//,  =  i/ji,, 

ce  ipii  iiionlrc  ipic  <//>  est  la  <liircreiili(dle  exacte  ilc  la  l'onclion  ji^  qui  s'annule 
à  la  Mirtacc  lilnc.  c.    q.    f.   d. 

Ainsi,  aussi  hicit  pain-  un  li(jui(U'  hrli'-ro<;cnt'  libre  y'"'  J>our  un  liijutilf 
liunioi;èii('  iiliri'.  la  jiri'-ccssiini  i-l  Ifs  nu lalunis  scraiil  les  uirnics  (jui-  jmur  un 

(■(!)■  j)S  siilulf. 

2.  Ce  qui  précède  rentre  (•x  idem  nient  dans  un  l'ait  très  i;énéral  connu  sous 
le  nom  de  rigiditi'  gyroslatii/uc.  et  l'on  jieut  alors  se  demander  pourquoi  le 
même  raisonnement  n'est  pas  applicable  au  cas  traité  dans  le  paragraphe  I,  cas 
tlaiis  lequel  nous  a\(iiis  oiitenii  des  résultais  absidiimeiil  diliérenls.  En  ri'alile, 
il  reste  ap|)li(alilc.  mais  il  \  a  une  ditlV'rence  importante.  Rappeliuis  la  tormulc 
(.lu  deinier  nniiieni  du  paraiiraplie  1  : 

a  £  N  -  I 


XO  £  N  —  I  -H  À 

T.orsfpie  A  tend  vers  l'infini,  le  rapport  —  tend  vers  i,  c'est-à-dire  que  le 
corps  envisagé  tend  à  se  comporter  comme  un  corps  solide  :  seulement,  ce  qui 
figure  dans  la  formule,  ce  n'est  pas  N,  c'est  eN,  et  N  peut  être  très  grand  sans 
que  eN  le  soil;  si  eN  est  très  grand,  c'est-à-dire  si  la  période  de  la  nulation 
exprimée  en  jours  est  très  grande,  non  seulement  d'une  manière  absolue,  mais 
])ar  rapport  à  l'inverse  de  l'aplatissement,   la  rigidité  gjrostatique   aura  son 
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plein  olK'l.  l'I  la  iiulalioii  ^^'^a  la  iiK^'iuc  (|iii'  |i(iiii-  iiii  corps  suliile.  Mais  il  n'en 
sera  plus  ainsi  si  sN  est  fini.  (Tesl  ce  (pi"a\ail  ih'jà  expliqué  lord  Kelvin,  mais 

il  est  n(''ce?.saire  d'enlici'  daii^  iiliis  de  iK'lails. 


3.  ()u(dle  (^sl  rorii;ine  de  la  iii;idil(''  i;yiuslali(|iie  ;  celle  rii^idih'  n'esl  anlre 
chose  tniiiii  cas  |)ai'licnli('i-  d'un  pliénoinène  heancoup  plus  i;('n<''i'al.  la 
résonance. 

Envisageons  un  système  quelconcjue  en  équilibre  absolu  ou  relatif  el  éludions 
ses  petits  mouvomenls  dans  le  voisinage  de  sa  posilion  d'équilibre.  Ces  petits 
mouvements  pourront  être  définis  par  dos  équations  linéaires;  el  si  x,  y,  :-.  ... 
icpn'senteni  les  coordonnées  du  syslèiiie  (qui  s'annidenl  clans  la  posilion 
d  (■(pniihre^,  ou  aura  des  équations  de  la  torriic 

D  est  une  expression  linéaire  à  coef'licients  conslaiils  par  rappori  à  .r,y,  z-,  ... 
et  à  leurs  dérivées;  2Ae'^'  représente  rensemble  des  leruies  dus  aux  forces 
pcilurbaliices  extérieures  el  (pii  seront  développables  en  série  de  l'onrier.  Nous 
envisagerons  en  parliculier  les  é(|ualions  sans  second  membre 

((■))  I){x,y,  z,  ...)  =  o, 

qui  dclinisseiit  les  oscillations  propres  du  sysièine  el  les  équations 

(7)  \-){x,y,z,...)  =  KeM', 

qui  représentent  l'efTel  de  l'une  des  composantes  îles  forces  perturbatrices. 
On  satisfera  à  Téqualion  (  j)  en  posant 

(8)  x  =  ae'^',         y  =  bc''-',         z  =  ce'^>,         ..., 

On  verra  que  a,  li,  c,  ...  sont  donnés  par  des  équations  du  premier  degré 
dont  les  coefficients  dépendent  de  £,  el  l'on  aura 

A  est  un  polynôme  entier  en  e,  indi'pendant  des  coefficients  A  :  c'est  le  déter- 
minant des  équations  du  premier  degi-i';  l\,  P.j  sonl  des  polynômes  entiers 
en  c,  linéaires  par  rappori  aux  A.  Les  zi'mos  ilu  polynouie  A,  (pu;  j'appelle 
£i,    £-j,    ...,   corres]>ondciit    :ni\    périodes   des  oscillalions   piiqu'es  du   systènu^ 
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P  Po 

définies  par  rcqualion  (6).  Los  fractions  ralionni'llcs  -r^j  -^  >  •••   pcuveni  ôli-Q 
(Jéconiposécs  on  ol(''monls  simples;  on  lioiivo  ainsi 

"l  Cl-2 


h  = 


£  —  £|  c  —  £ 


On  voit  ais(''iiionl  qu'on  satisfait  à  Tocpialion  {(\)  en  posant 
(9)  .i-  =  «ie'î.',         )' =  61  e''.',         5  =  e,  «'''i',  

Si  £  est  1res  \oisin  do  Ei,  (/,  b.  c.  .  .  .  do\  leunciil  Irrs  j^ranils;  c'csl  le  pli(''n(j- 
inriie  do  la  ri'sonanco.  Dans  ce  cas,  le  leriiio  qui  a  pour  (l(''n(jiiiinatcur  £  —  £1 
dc\  ienl  loul  à  tail  |)r(''pond(''raul  :  cl  Ton  a  scirsdjienieni 

«  b  r 

"1         bi         Cl        ■■■' 

c'osl-à-diro  fpie  le  svsièuie  se  conqxH'te  seiisililouu'nl  oouiuie  dans  l'oscillation 
jiropre  (()  )  a\ce  laquelle  il  y  a  résonance. 

Donc,  .s/  /'/  période  de  la  force  pertitrbulrice  devient  très  voisine  de  la 
période  de  l'une  des  oscillations  propres  du  système,  le  système  se  comporte 
sensiblement  CDtnme  dans  celle  o.^eillaiid/i  /iro/ne. 

Ce  résultat  cesse  d'être  vrai  si  les  doux  coefficients  £1  et  £_.  diU'èionl  très  peu 
et  si  £  est  voisin  à  la  fois  de  e,  ci  tic  £._,  de  lellc  sorte  que  £  —  Et  el  £  —  s-,  soient 
du  inôine  ordre.  Il  n'y  a  plus  alors  do  tciauc  prépondérant.  C'est  le  pli(''nouu"'ne 
do  la  double  résonanec. 

A.  Appliqnons  ces  principes  au  cas  de  la  rigidité  gyroslatiquo.  Considérons 
un  système  mécanique  quelconque  en  équilibre  relatif  par  rapport  à  des  axes 
mobiles  tournant  autour  de  l'axe  des  2  avec  une  vitesse  uniforme  u.  Ce  système 
pourra  osciller  autour  de  cette  position  d'équilibre  relatif,  et  nous  distinguerons 
ses  oscillations  propres,  c'est-à-dire  celles  qu'il  prend  lorsqu'il  est  soustrait  à 
toute  force  perturbatrice  extérieure,  et  ses  oscillations  contraintes  dont  la 
période  sera  la  même  que  celle  de  la  force  pertubatrice. 

Si  les  forces  perturbatrices  paraissent  varier  très  lentement  à  un  observateur 
fixe,  poHi-  un  observateur  lié  aux  axes  mobiles  elles  paraîtront  tourner  autour 
de  l'axe  dos  j  a\oc  une  vitesse  angulain»  — w,  c'est-à-dire  que  leni'  pi-riode  sera 

a  peu  près  —  ■ 
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(  )i'  |Kiniii  le'--  iix'illiil KiiKs  |)r(i|)i'c--  (lu  ,s\^|("'mc  nous  ilcvoii.s  ili>linj;m'r  la 
^iinnulc  :  le  >\>l(''iiu'  \\nv  li\  [kiiIh'^m'  |i('nl  loiii'iu'r  a\('C  iiiu'  vitcsso  iiiii^iilairc  Ci) 
aiiloiir  (If  liiM'  (les  ;,  c  (•>(  alors  i|u  il  csl  en  ('(|iiililiic  rclalil  par  ra|i[)oii  aux 
a\(\s  loiiriiants  ;  mais  s  il  csl  soiisliail  à  loiilc  aciion  cxlcriciin'.  il  |)oiirra  l'galo- 
iiiciil  loiiriicr  a\('c  uni'  niIcssc  iiuiloiiiic  w  aiiloiir  diin  axe  très  peu  diilércnl  de 
laxo  des  ;.  Dans  ces  conditions,   il  s'iiaili'ia   Irrs  peu  de  réquillhi'C  rclalit  cl 

ce  sera   là   une   osciUalion   pro|)rc  doni   la   pcriodi'   sera   iirécisi'inenl  '^-  ■  Dans 

celle  oscillation  propre,  le  sjslènic  se  coniporlera  comme  un  corps  solide. 

Il  Y  aura  donc  nîsonance  et.  dans  l'oscillation  contrainte,  le  système  se 
comportera  à  peu  près  comme  iiii  corps  solide;  il  y  aura  rigidité  gyrostatirpie  ; 
//  /;")■  iiuiit  d'i'.rcejidoii  (juc  s'il  y  a  douhlc  rcsoiia/icc.  c'est-à-dire  si  le 
système  est  snsce|ililile  d  une  aiilic  osiilialion  |U'cipr<'.  où  il  ne  se  comporte  pas 

comme  un  cor|>s  solide  et  dont  la  pi'iiodi'  est  voisine  de 


ti) 


5.   C'est  précisément  ce  qui  arrive  dans  le  cas  du  paragrajilie  1.  Il  existe  une 
srillulidu  |)ropir  dont  la  pi^riode  esl  donni'c  par  la  liiiiniile 


N  = 


(en  reprenant  jiour  un  instant  les  noialions  du  paragraphe  1  ).  Cette  période  esl 
très  longue,  c  esl-à-dire  cpi'elle  est  à  peu  près  la  même  cpie  celle  des  forces 
pritiiiljalrices. 

l'oiii-  mieux  nous  en  rendre  ci)iii|ih'.  il  conx  ieni  de  reprentire  le  problème 
du  paragraplie  I  avec  les  noialions  cl  les  mclliodes  du  paragraphe  li;  on  taci- 
lilcra  ainsi  la  comparaison  des  ii'siillals  de  ces  ileiix  |)aragia])hes  et  l'élude  des 
cas  intermédiaires. 

La  l'cdation  entre  les  coordonnées  actuelles  x,  y,  :■  el  h's  coorilonnécs 
initiales  .T||,  i'||.  ^,|  seront,  aussi  bien  pour  la  croule  solide  que  jjour  le  noyau 
liqin<lr.  e\|)iiiui'es  par  les  formules  (i)  ilii  |)aragraplie  II,  seulement  les  tonc- 
lions  2,  |j,  Y  ne  seront  |)as  les  mêmes  dans  les  deux  cas.  Nous  supposerons 
que,  pour  la  siirlacc  (oiiimune  (pii  lliiiile  iiilerleuremeni  la  cioùle  solide  et 
CXtériem  rmrlil   le  llo\ail   liquide,  ou  a 

x^  -+-  y^  -t-  ^Q  ^  I . 

Cela  oblige  à  supposer  rpir  la  cioTiie  solide  était  encore  liquide  dans  la 
position    initiale    id(''ale.    el    rpi'idle   s'est   solidilici'   dans   une    phase    iiltt'rieure 
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après  avoir  acquis   sa   forme  dùliuitive.   C(Hto  liypollièsc  peut  rtrc  faite  sans 
inconvénient  puisqu'il  s'agit  d'une  position  initiale  idéale. 

Nous  envisagerons  une  solution  particulière  où  tout  le  système  est  animé 
d'une  rotaliou  w;  uù  par  cunsc'qiicnt  on  a  les  relations  (lo)  du  paragraphe  H 
auM~i  liien  pour  la  croTile  ipu'  |)our  li'  uci^au.  ainsi  (pie  les  --(dullons  1res  |>eu 
dilleicntes.  INous  conlinnerons  à  poser 

?  =  S71+  «070=  -'i-f-  £-'2,         -ri  =  001.3-h  iS3:,=  «3-)-  i^ij, 

en  ce  ipii  cuucerne  !<■  licpiide,  el  niiu>  appellerons  ;i   et  ri,  les  cpianlites  corres- 
pondantes |ii)Ui'  la  croule  solide. 

Cette  croule  étant  solide  dcxra  satisfaire  à  la  coudilion  (iG)  tlu  n"  l(i  ilii 
paragraphe  II;  c'est-à-dire  qu'on  aura 

(10)  0  e'w'^, -t- r-r,,  =  (). 

Exprimons  maintenant  que  la  surface  externe  du  liquide  coïncide  axt^c  la 
surface  inlerne  du  solide.  Quelle  serait  d'aborel  la  C(jndilion  pour  (pie  la  surface 
libre  du  inpiide  ne  se  déformai  pas.  On  dcMail  avoir 


— ■ ' — I ;—  =  - — ■ ■ — -  -+-  ■ — -  =  o. 

p-  C-  ç,-  <■'- 

En  remplaeanl  dans  ces  foriiiuies  x,.  y.-,.  (S,,  So,  ■■,,  parpcosw/,  — psinto/, 
psinto/,  pC(jst»)/,  c,  "1 +  ' ",'•_.  et  Oi;i-\-tp;t  par  ;  cl  ri;  lui  lrou\era,  par  un  calcul 
pareil  à  celui  du  n"  IG  du  jiaragrapho  II 

P  '-' 

OU 

c  e'w'H  -+-  p-i]  =  o. 

Si  nous  écrivons  (pie  la  surface  interne  du  solide  et  la  surface  externe  du 
liquide  éprouvent  la  même  déformation,  nous  aurons 

(II)  ce'^'(Ç  — Ç,)-l-p(ri-'li)  =  o. 

6.  Nous  avons  trouvé  au  n"  13  du  |iaragrapho  II  la  constante  des  aires  jiour 
le  liquide;  faisons  le  même  calcul  pour  la  croûte  solide.  iNoiis  aurons  encore 

l.m{x'y  —  Xf')  =  (st'i  (x-2 —  x',  ot,)'^mxi  -h  ^/nxoVoi  ...)-)-.... 
H.  P.  —  VIII.  64 
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Mais  nous  ne  poiiiious  [iliis  écrire 

Toiilolois.  routine  !<■  ("011)8  iloil  êlre  rei;;ird('  roinnie  de  n''\oliitioii,  nous 
pourrons  écrire 

X  nijroyo  =  -  "'Jo  =0  =  -  «'■'■0  2o  =  ", 
I,)iixl  =  -iiiyl  =  A,         ïmcli  =  C, 

les  consliinles  A  ol  C  n'iiyaul  pas  la  nièine  signiilcalion  (iiian  paraj;inplie  II,  il 
\  ieni  ainsi 

i:  m (  x'y  -  xy'  )  =  A  [(  ï',  a,  _  o,',  a,  )  +  (  V,  [i,  -  ^i',  3,  )]  -1-  C (  ■-;  v,  -  v^,  ■; ,  ). 
On  lrou\e  de  iiièiiie 

Jll  =  ^lm{x'  z-  xz')  =  A[(ï',  «3-  3c',a,  )  -H  (fi',  [ij-  [i'tfii)]  -I-  C(-,-',  7:,—  -,■',, -,',), 
i?  =  !.,>,(/ z-yz')  =  A[(«^.:,-  a>o)  +  (fi:;  fis-  fi:,  fiO]  +  C(--^  73-  V^ïO, 

Formons  l'expression 

—  on  —  ie, 

en  y  romplaçnnl 

a,-l-(a-2,       fl,  -l-ffio,       V:i,       Ï3-+-  j'fj:],       ";'l  +  '  Y2 

par  leurs  valeurs 

p  e— 'M',     ipp—'"i',     c,     Tii,     Çi 

(je  dis  r,i.  "n  parce  rpi'il  s"ai;il  de  la  croule  solide);  on  Irouvc 
—  OM  —  iJ?  =  A p  e-'W (-,)',  +  torf),)—  Ccf,. 

C'est  le  calcul  même  par  lecjuel  nous  avons  obtenu  l'équation  (i3)  du  n"  16  du 
paragraphe  II.  Pour  avoir  l'expression  analogue  à  —  ^^X  —  /i?  relali\  e  au  corps 
tout  entier,  il  faut  ajouter  le  premier  membre  de  cette  écjualion  (i3),  ce  qui 
donne 

A  p  e-'<^'(T/,  -)-  jiuT,,  )  —  CcÇ'i  ■+■  p  e-'<^'{r^  ■+■  iior^)  —  c^'. 

Cette  expression,  en  vertu  de  la  loi  des  aires,  doit  être  une  constante  s'il  n'y  a 
pas  de  force  extérieure  et,  s'il  y  en  a,  sa  dérivée 

Ape-'w'(T,",  ■+■  oj2t,,)  — Ce?"  +  pe-''"'(ï,"+  oi^t,)  — cÇ" 

doit  être  égale  à  une  coiuijinaison  simple  des  moments  des  forces  exlc'rieures, 
c'est-à-dire  à  une  fonction  connue  du  Ir'uijjs,  di'veloppable  en  si'rie  de  Foiirier; 
j'écris 

(12)  Ape-'w((T,';  -t- w^T,,)  —  Cet"  j_  p  e-'w'C-,,"H-  lo^r,)  —  rf  =  SB  p'='. 
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7.  Nous  avons,  en  oiilie,  lu  deiixièuio  ('■(juiiLiun  ((8)  du  paragruplio  II,  qui 
subsisté  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l'équalion  (^la)  de 
Helmholtz  du  paragraphe  II.  Elle  complète  avec  (lo),  (ii)  et  (12)  le  système 
complet  de  nos  équations  qui  s'écrit,  en  isolant  l'un  des  termes  du  deuxième 
meudjre  de  (  1  2), 


(i3) 


A  p  (■-'<'i'(T|'i  +  oj-^T,,  )  —  G  c|';  -)-  p  r-'fi'fT/'-H  (,j-ïi)  —  r'-"=  B  e'^' 

ip  e'''J"ç,  -f-  rT||  =  o, 
Ce'W'(Ç_|,)H-p(T,  —  T,,)  =  <>, 
ti)-p  e'WC  —  rr'-i-  p  p''û'Ç"=  o. 


On  les  intégrera  en  posant 


ce  OUI  donne 


eq 


(l'i) 


Cf/,  H-  a    ,       A  6,  -+-  /)  ,  „^        B 

£■- ; (  ?.  l.J£  H-  £  -  )  =    —  ; 

G-  c-  pc' 


II,  -+-  ht  =  o, 
'  —  a,         1/  —  ù. 


a((D-—  £-)  +  6(<.)  -H  £)-  =  o. 
Le  di'terminani  de  ces  (''qualiiins  s'écrit 

£^  C£2  ■>(.)£-(-£■- 


A  = 


—  A 


o 
I 


I 


I 

c- 


10- —  £-  O 


(OJ  -*-£)- 


f  lo£  -H  £- 


I 
O 


La  première  ligne  du  déterminant  est  divisible  par  £,  donc  A  est  divisible 


par  £. 

Le  coefficient  de 

£  est 

0 

0 

9,(1) 

c- 

2  Aoj 

c- 

0 

I 

0 

I 

I 
p- 

I 

~7- 

c- 

I 
c- 

(0= 

0 

OJ- 

0 

\p-         c-/    c- 
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Donc   A   iTcsl    Hiis   (lixisililc   i);ir  £-'  :'i   moins  (rue  —  =  —,  c'csl-à-iliic   qui'   la 

0-  c- 

ra\  ilc  iulcriir  iii'  miiI  s|ilir'ri(|iu'.  I);ui>  ce  ilcrnicr'  cas.  il  \  iriil 

A  =  •>.£-(  (0  -I-  £)(■'.  A  CJ  -H  A  £  -t-  Ils  )  ^  . 

Donc    liMMialion    A  =^  o  adnn'llrn.  si   -^ j   est    1res    |)Çlil,   (|na(i"c   racines, 

ilonl   une  nulle,   nne  l^(''^   pelile.    nne   ('liale  à  — (o.    el    la   (|Mali'iènie   voisine  de 
,  •  ÎNoiis  a\  oiis  \  n  (|  ne  lie  es  I  la  sij^nilicalion  de  la  pic  m  lù  ce  (  rolalion  du 


A  +  C 

ror|is  en  bloc  aiilonr  d'un  axe  li'ès  peu  dillV'renl  de  l'axe  des  c  )  el  de  la  Iroisième 
(  deplacenieni  préalable  des  inolécnlos  liquides  à  l'intiTienr  du  iiovaii  li(piide, 
de  sorte  (ine  ces  inoléciiles  se  sont  siiii|ileuHnl  subsliliu'es  les  unes  aux  aulres). 
C Cst  à  la  présence  de  la  deuxième  racine,  ipii  est  très  pelile,  (pie  nous 
de\()ns  les  pari  iculariles  du  plienomèiie:  la  piériode  de  la  force  perhirhatrice 
corri'spond  à  un  £  1res  petil.  d"où  resnlle  nne  résonance  avec  la  racine  nulle; 
si  celte  n'sonance  exislail  seule,  le  corps  se  coinjiorterail  à  peu  près  comme 
dans  r<iscillaliiui  propre  (pii  ccMicspond  à  cette  racine  null<',  c'esl-à-dire 
comme  un  corps  solide;  il  \  aurail  nanltli'  i;  )iosfa/l)/ti('.  Ccst  ce  ipii  arii- 
Ncrail  si  raplalissemenl  île  la  ca\ile  (dli|ili(pie  inlerne  n'était  pas  très  pclil. 
Mais  s  il  esl  liés  pelil,  l'eijualion  A  ^^  o  admrllia  nne  racine  1res  pelile.  Il  y 
aura  doilhli-  ri-sniuiltcc.  el  raui])lilnde  de  la  nulalion  sera  1res  dilli'irnle  île  ce 
(pi'elle  esl  asec  un  coi'ps  solitlc. 

IV.  —  Influence  de  l'élasticité. 

Il  conMendrail  mamlenanl  d'examiner  ce  qui  aiii\e  si  Ion  suppose  que  la 
partie  solide  de  la  Terre  n'est  pas  un  solide  invariable,  mais  nii  solide  élasticjne. 
Supposons  donc  dalKjrd  ipie  la  Terre  est  un  sphéroïde  solide  plein  élastique, 
el   eiisuili'  (pi  idie  esl   un  spluToïde  solide  creux  (''laslnpie  rempli  de  Inpilile. 

Considérons  d'abord  la  première  livpollièse;  rainjdilnde  îles  diverses  niita- 
lions  sera-l-elle  altér(''e  ?  D'après  le  paragraphe  |)réc(''ilent,  cette  ipiestion  se 
ramène  à  la  suivante  :  \  a-l-il  simjjle  ri'sonance  ou  double  résonance  ?  En 
d'autres  termes,  l'i'qualion  en  £  analogue  à  l'équation  A^o  du  paragraphe 
précédenl  a-l-elle  une  racine  nulle,  el  lonles  les  aulres  Unies,  on  bien,  nne 
racine  nulle  cl  une  aulic  liés  pelile  '.'  l^a  (pieslion  se  n'soiil  immedialenienl  : 
dans  le  cas  liiuile  du  solide  invariable,  c'esl-à-dire  (piaiid  on  suppose  la  rigidité 
infinie,    il   y  a   siin|)le  ri'sonance;    il  y  a  une  racine  nulle  el   les  aulres   (iiiies; 
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il  liiiil  donc  que  ces  racines  suieiil  liiiies  pour  une  rigidité  quelcon(jue  ;  ciir  si 
lune  d"(dles  élail  1res  petite  pour  une  rigidité  quelconque,  elle  reslerail  telle 
pour  une  rigidité'  infinie.  Il  v  a  <lonc  simple  résonance,  la  l'igidilé  gvrosLalique 
a  son  plein  t'fl'el,  el  l'auiplilude  des  diverses  nulalions  est  très  sensiblement  la 
uu'nie  (pie  pour  un  solide  in\ariaiile. 

l'assoiis  à  la  deuxièuu'  livpotlièse.  Il  s'agit  d'étudier  les  oscillations  propres 
du  système.  La  croûte  soliile  \a  oljé'ir  aux  lois  de  l'élasticité.  Soient  j:',  y,  z  les 
coordonnées  d'un  point;  x  +  u,  y  +  r,  c  +  tv  ce  que  deviennent,  par  suite  de 
la  déformation,  les  coordonnées  de  la  molécule  dont  les  coordonnées  initiales 
('taient  x,  y,  z;  soit 


du 

Tx-^ 

dv 

Ty-^ 

dw 

aura 

r/0 

d-^  a 
"    dC- 

soient  [x  et  v  deux  coefficients,  on  aura 

(" 

Nous  a\oiis,   en  oiilre.  les  conditions  aux  limites;  soiiMil   I',,,   I'.,-, ,    ...   les 

diverses  coiii|)()sanles  ck'  la  pression,  de  telle  sorte  ([iie 

(/(/  [du        dv  \ 

dx  '  \<'y        ''■<:  I 

Soient   a,  ,5,  y  k's  cosinus  direcleiiis  de  la  noiiuale  à  la  surlace  libre,  et  soit 

X  =  aP,,^+  ;JP.,,-I-  vP.,;,         Y  =  al'.,,+  ;iPv.,  -h  tPj-, 

le  vecteur  \,  \  ,  Z  représentera  la  pression  (pu  s'exerce  sur  un  élément  fb:'  la 
surface  libre.  Sur  la  siirtace  libre  extérieure,  ce  vecteur  devra  être  nul;  sur  la 
surface  libre  inli'rieure,  il  doit  être  noiiual  à  la  surface  et  égal  à  la  pression 
hydrostatique  tlii  li(piide. 

Supposons  qiit'  les  surfaces  libres  externe  et  interne  soient  des  sphères  (ou 
des  figures  très  peu  dillérentos)  et  que  la  pression  p  soit  égale  à  un  polynôme 
sphérique  1*  du  second  ordre  par  exemple;  n(jus  pourrons  alors  satisfaire  aux 
é(piali(uis  en  [U'eiiant 

M=j;PR-(-S^,  r=)PR-HS'-^,  iv=cPR  +  S^, 

dx  -  dv  dz 


R  et  S  etani  deux  funcliiuis  de  '' =  \  x'- -\- y- -\-  z'- \  on  \oil  (pie  I\  i?l  S  satis- 
lonl  à  deux  ('qualiiiiis  dillérenlielles  du  deuxième  ordre,  et  les  quatre  constantes 
d'intégration  peuvent  être  déterminées  par  les  conditions  aux  limites.  Les 
fonctions  inconnues  R  et  S  sont  donc  entièrement  définies  et  elles  restent  les 
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ilirmcs  (iiii'l  (|iK'  soll  le  |)iil\niiuic  s|ilicii(|iic  I',  |iniir\ii  ([ii  il  siilI  toujours  d(^ 
luriuc  unir»'. 

^»oiis  m  |>(ibM'(l()iis  pus  iiiiisLla  soluliun  i^cncriilc  (lu  problèiiii' ;  \oici  coiiiiiienL 
on  pourrail  l'ohlonir  :  soii'iil 

H,   =   I/l,  ('   =:   t'i  ,  11'  =    Wi 

\:\  soliilioii  parliciilK'rt^  (pio  nous  venons  de  liouver;  la  solullon  j^Onéralo  sera 

(/  =  (/,-(-;;;,  (' =  I', -h  Pj,  d' =  ii'i -(- ci'2, 

II.,,  l'o.  (Vo  rcprcsculani  un  di'placcuirnl  d  ailleurs  arl)ilraii'e  où  le  corps  consi- 
déré se  coiupiu'lerail  coiiune  un  solide  unariaiile:  ce  déplaceiiienl  esl  donc  une 
simple  rolalKui:  nous  la  supposerons  aiilour  d'un  axe  sil ne  dans  le  plan  des  ,r)'. 
lie  sorle  qu'elle  dépendra  de  deux  conslanles  arjjilraires. 

Il  faut  d'abord  calculer  p;  nous  allons  ap|)lic|uer  les  n'-sullals  du  para- 
j;raplie  II.  Xous  pourrons,  en  elTel,  admollre  que  le  mouvemeni  du  licpiide 
resie  simple;  il  siiflil  |)our  cela,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  que  la  surface 
extt'riiuire  reste  ellipsoulale,  c'esl-à-dire  que  la  surface  interne  de  la  croule 
solide,  prliiiil  ixeineni  splii'riipie,  devient  un  ellipso'ide  par  la  déformalion.  Or 
il  est  aise  de  \(ur  ipie  celle  lijpollièse  esl  d'accord  avec  C(dle  que  nous  avons 
faite  (lue  p  =  I'  est  un  |)olynoine  spliéri(pie  d'ordre  2. 

JNous  retrouverons  donc  les  équations 

(  Sx"  dx  =  (tn  —  (l\  , 
^    '  I  \  =  k'-:ùxl-y-{i  —  k')Zx--. 

Les  ternies  dey;  cpii  nous  inléressent  sont  les  termes 

hxa  Zti  -t-  h  I  )'o  -0 

dont  nous  nous  |)ro|ios(uis  de  calculer  les  co(_'flicienls.  Les  éijualions  (^1)  nous 
donneront  alors,  par  le  procédé  einployi'  au  paragraphe  II 

S  %"■;  =  5:«7"=  XrSay  +  h, 
i:r-;  =  i:'iY"=  A-S^iY-h/i,. 

Si  nous  posons  //  +///|I=ct  et  (pie  nous  nous  iap|)elions  la  signification  de  E 
et  de  ft,  ces  é(pialions  ikuis  donneront  ^ 

(2)  —  m"  p  e'""Ç  -+-  fr,"=  p  e'">'  f  =  /f  (p  e'">'Ç  +  cr)-)  +  ra. 

Nous  aurons  donc  pour  les  leniies  (pu  nous  intéressent 

/)  =  (il  ro  3o  (  *'o  —  ija  ), 

la  uolaiion  (K  signifiant  jiarlie  réelle. 
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Nous  pouvons,  en  ncgliycanl  le  carré  de  >,  ri.  cr,  écrire 

/)  =  I'  =1(1—  z{x  —  iy)  e-'"''  =^  (Kis Zo{xo—  ijo). 
cp 

Dans  CCS  conditions,  la  solulion  dépend  de  quatre  constantes  arbitraires  qui 
sont  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  ro  et  les  deus  constantes  qui  définissent 
la  rotation  ?<j,  Ci.  n'-,. 

Je  \ondrais  iiiainleuiinl  former  des  équations  analogues  aux  équations  (lo) 
et  (i4)  «lu  paragraphe  III,  en  cliercliant  à  délinir  les  (juaiililcs  (pii  joueroni  le 
rôle  de  ^i  et  de  rit.  La  première  équation  sera  celle  des  aires;  la  seconde  devra 
être  remplacée  par  celle  de  l'équilibre  élastique;  celle-ci  nous  apprend  cju'on  a 

^Lxii  =  (rMl-4-2S)P. 

car  il  est  aisé  de  vérifier  que  telle  est  l'expression  ^xut,  el  que  ^xii-^=:o. 
Elle  nous  donne  donc,  en  nous  reportant  à  l'équation  (2),  une  relation  entre 
Ixu  et  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  ^  el  de  n-  Nous  pouvons  mettre 
celle  équation  sous  une  forme  analogue  à  celle  des  équations  (i3)  du  païa- 
graplie  III  de  la  façon  sui\anl<'  :  re\t'U(Uis  au  cas  iliin  lupiide  et  reprenons  les 
équations  (i)  du  paragraphe  II;  soient  Jc,  y,  :■  les  valeurs  des  coordonnées  qui 
correspondent  à  la  solution  (10)  de  ces  équations  ;  .r  4-  ",  y  +  e,  c  +  ir  celles 
qui  correspondent  à  la  solution  1res  voisine  envisagée  au  n"  16  de  ce  para- 
graphe. Il  viendra 

X -h  iy  =  (i{a;o-i- iro)e-''J>',         z  =  cZq,         u -i-  iv  =  ^Zo, 
w  =  cKt^{xo—  o'o). 
On  en  déduit 

Par  analogie,  nous  poserons  ici  encore 

(3)  ■  ixM  =  dl(pÇ,  e'""-i-cT,,)(x„— iy„);„. 

Remarquons  que  cette  équation  représente  en  réalité  deux  relations  entre  les 
parties  réelles  et  imaginaires  de  li  el  rn;  car  les  coefficients  de^rK^^  etj'u;,, 
doivent  être  identiques  dans  les  deux  membres,  el  notre  équation  deviendra 

tR(pÇi  e«<"+  CT,i)(a;o—  «/o)3o=  (''-R  -i-  -iS )(Ji.m Zo(xo—  ifo), 
d'où 

(4)  p?ie"«'-l-cr„  =  Xr;T, 


ou 


),  =  r-:  R  -+-  2  s 


5l2  PRECESSION    DES   CORPS    DÉFORMABLES. 

iIdIi  l'Iri'  ri'j;at(lc('  tiuiiinc  une  ciiiishiiUc  iIduhcc.  En  cllcl,  les  ùcjiuillims  ilc 
l't'lasliciU'  nous  onl  ixtiiiis  de  ilclfriniiici-  les  (uiiclions  I\  cl  S.  vl  nous  iU^nous 
dans  ces  fondions  doninT  ;'i  /■  lu  \;il('iir  (|iii  coiresj)oncl  à  la  surface  lihri'  inicrne 
trùs  peu  (Hiréronlc  d'une  sphère. 

Passons  à  la  Iroisièuie  eipialinu  (  i  .>  )  du  parai;i'a|)lie  1 1 1  ;  elle  expiiiiie  (lue  la 
sui'tace  lil)i-e  inliMiie  de  la  ei'oùle  coïncide  avec  la  sui'Iace  lii)re  exierne  du 
n(i\aii  lupiide.   La  luèuie  condiUon  nous  donnerail  ici 

ïj-ft  =  CK(ce"'>i^-  -+-  pr,)(x„—  /7o)3o- 

où,  puiscpu"  nous  négligeons  l'aplalisseniunl  eL  ([ue,  par  consecjiienl .  nmis 
pouNons  prendre  p  =; c. 

(5)  cilfe'w'?!-»-  ci\,)  =  cR(pe'''"'Ç  +  ct,). 

INous  acliè\ei'(»nb  de  délinti-  £i  el  r/i  en  écrivanl  (pn',  pour  ^y:=j'„=o, 
;„ =  I  .  on  a 

Il  ■+-  H'  =  Çi  Eo- 

il  n'y  a  rien  à  clianger  à  la  qualriènie  (pii  esl  l'équallon  de  Hehnliollz.  Ainsi 
cpie  nous  l'avons  \u  les  défornialions  de  la  croule  solide  dcpendenl  uni(pieuienl 
de  cpiatre  ai-ljilraires.  On  peul  prendre  pour  ces  cpialrc  arbilraires  les  parties 
réelles  et  imaginaires  de  c.i  el  d(;  ri,. 

Nous  aurions  pu  rapjiorler  le  système  à  des  axes  dillV'ienls,  en  conservant 
Taxe  des  z-,  et  de  (elle  laçon  (pie  le  nouvel  axe  des  x  lasse  avec  l'ancien  un 
angle  9.  Cela  serait  revenu  à  clianger  x^  —  iy^  en  (x„ — iy„)L'-"f,  11 ->r  ir  en 
(m  +  <V)e'?  et,  par  consécpieni,  >,  n,  ti,  ru  en  'i,e'f,  ne'f,  £1  e'f,  rn  e'f. 

Les  équations  des  aires  sont  des  relations  linéaires  entre  t,  rj,  ij.  ru,  leurs 
imaginaires  conjuguées  H",  yj",  ?!^,  r/°  et  leurs  dérivées.  Mais  ces  équations 
doivent  sui)sisler  avec  le  noineau  sNsIèiue  d'axes  el.  par  ccuisi^cpienl ,  (piand  on 
change  ï.  r,.  ;,,  y),,  ï",  rj",  ^^  -n",  en  ;  «'>,  rie'f,  he'f,  •/•;,  e'?,  ï»  e-'?,  n"  e-'>, 
^°  g-'iP,  ri"e~'^.  Le  premier  meiiihre  se  divise  ainsi  en  deux  parties,  l'une  (pii 
esl  miillipliée  par  ^'ï.  laiilie  (|iii  esl  miillipliée  |iar  ('~''f  el,  comme  la  relalion 
doit  avoir  lieu  <piel  que  soit  o,  cliaciine  de  ces  deux  parlies  devra  êlre  nulle 
séparément.  Nous  égalerons  donc  à  /l'io  la  pitunière,  qui  ne  dépen<lia  (pie  de 
i,  '0,  it,  r,,  el  nous  aiiiMuis  re(piali(Ui  des  aires 
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clonl  le  pri'iiiiér  membre  esL  linéaire  piir  rapport  à  t,  r),  fci,  y)i  et  leurs  dérivées; 
puis  l'équalion  d'élaslirit(''  déduile  de  (2)  el  (4) 

p  <"'''';i  -I-  c-f),  -+-  ''.A(a  e'w'l  -I-  c-fj)  -I-  Àp  e'w';"=  o, 

puis  la  dernière  équation  (i3)  du  paragraphe  III  qui  subsiste  sans  cliangemeni 

w-p  e''"';  —  CT|"-(-  p  e"»'  Ç"=  o, 

et  Fécpiatiiui 

pe'w'd  — E,)h-c(t,  —  •r„)  =  o 

déduite  de  l'iVpial  ion  (5). 

Si  nous  posons,  eonime  au  paragraplie  III, 

(ii)  p?  =  «*"î',  (?T|  =  6  e'l'"+2",  p5,  =  «1  e'E',  r-fii  =  61  (-''1"+;', 


il  \  lent 


i'il"'-^) 


.Ab  ■+-  h,  =  (1, 
a  —  a\-h  b  —  b\  =  o, 

a( (0-  —  £-)-!-  6(  w  -H  £ )-  =  ". 

A,  Al,  B,  Bi  sont  des  (onrti(uis  de  £.  Pour  étudier  ces  lonelions,  remarquons 
f[ue  F(^.  ï),  ti,  r;i)  ne  représente  pas  la  constante  des  aire>.  mais  la  dérivée  de 
rell(>  eonstante;  si  <!>(;,  rj,  :,,  r,,)  représente  eetli'  eoiislaiile  elle-inème,  en  v 
subsliluant  aux  ;  el  r,  leurs  valeurs  (l)  il  viendra 

*(?,  ■'■i,  Si,  •r„)  =  (A'n-i-  A',  «,-+-  B'6  +  ir,  6,)e'-', 
A',   .  .  .  (''tant  des  |>ohn(uues  entiers  en  £.  En  dilli^reutiaul  il  \ienl  alors 

i'\^,  ''h  ^i,  'h\  )  =  '£1,  A'«  -H  A'i  rt,  +  Mb  -H  IJ',  b,)  fi-^i, 
on  a  donr 

A.=  i£A',         A,=  (£A'i,         B  =  j£B',         B,=  /£B',, 

ce  qui  montre  que  A,  Ai,  B,  Bi  sont  divisibles  par  e.  Le  déterminant  des 
équations  (14  bis)  s'annule  donc  pour  £  ^  o;  il  j  a  donc  résonance.  C'est  ce 
que  nous  savions  déjà,  mais  il  reste  à  savoir  si  cette  résonance  est  simple  ou 
double.  Pour  cela,  je  divise  la  première  ligne  du  déterminant  jiar  /£  el  je  tais 
£  =  o,  ce  déterminanl  devient 

A'      A',       B'      B', 
Xk       I       ÀX-       I 
1       —  I       I       —  1 

0)-  o  Oj2  rt 


H.  P.  -  Vin. 


(ir) 
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.If  (11^  (|iii'  Cl'  ilcicriiiiiiniil  saniinlc  pour  p'-^t-,  il  esL  par  conséquenl  li'ôs 
polil  pour  p-  voisin  de  f'-'.  En  l'H'ct,  considérons  le  tableau  formé  des  (rois 
dernières  lignes  du  déteruiinnnl.  Si  l'on  f'ail  c-=  p-,  les  colonnes  i  el  3  de  ce 
tableau  sont  identiques,  de  niénu,'  cpie  les  colonnes  2  el  4-  Donc  le  déterminant 
est  nul.  c.   Q.   F.   n. 

11  V  a  doue  dciuble  résdiiiince;  dune  rauipliluilc  des  unlalions  dilliTera  n(jla- 
bleinenl  de  ee  (pr(dle  serait  poui'  un  corps  solide. 
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IhilUliii  asliunoniique,  t.  28,  p.  25i-2GIJ  (juillet  njii)- 


I.  On  s;iit  qui',  d:iiis  Fin  |Millirs('  C()snioi;(iiiit|ui'  de  L;i|iliirr,  on  sii|>|iosc  (mic 
hi  iii'liulriisc  |)ri  nul  i\  ('  en  se  coiiliMClnnl  ;i  liniiiloiiui'  une  x'i'ic  (l";iiinc;mx  ddù 
dérivenl  (tnsiiili^  les  tliU'i'rcnli's  pliiiirU's.  On  pciil  se  ilctnandcr  (|ii(dles  sonL  les 
conditions  de  slahilih'  de  ces  :inne:iiix  el  (|iielle  esl  la  cause  de  leur  desinicl  ion. 
Roclu'  a  déleiMnini'  les  cdndilions  île  leur  liiruialiiin  |iai-  l'analyse  suivanle.  On 
esl  olili^i'  tie  su|i|iiiser  que  la  lU'Inileuse  esl  li'ès  turleiuenl  rondensi''!'  au  cenire 
el  se  coni|>ose  diiu  nii\au  seusilileiiieiil  s|dir'iique  el  d'une  al  niiis|dière  li'ès 
rai'i'lii'e  :  la  ciiui|iaiaisiin  des  iiiouieuls  de  rnlahiin  murs  iiu|iose  alisnluruenl  ces 
su|i|)iisilions.  Siuenl  donc  Al  la  masse  du  mi\au.  w  la  \  liesse  de  iiilaUon  siin- 
IHisi'e  unllorme;  /■  la  dislance  du  |)uiiil  jl\  )',  ;  à  lori^ine;  l'axe  de  rolaliim 
l'Iaiil  pris  |M)ur  axe  di's  x.  L'équahon  de  la  siiilace  iilire  de  ralrm)S[jlu''i'e  sera 

—  (s5-i-r-)4-  =:  =  C, 

suilace  de  n'Miluhou  lIoiiI  la  secliiin  miuiihenne  esl 

Pour  certaines  valeurs  de  la  conslanle  C,  celle  ciuirl)e  présenle  deux  poinis 
douilles,  el  c'esl  quand  ces  valeurs  soni  alleinles  que  les  anneaux  se  tormenl 
aux  dépens  de  Falmosplière. 

Si  l'on  donne  à  C  ces  valeurs,  la  courbe  présenle  des  brandies  infinies,  de 
sorle  que  si  l'équalion  (i)  rostail  valable,  les  parlies  détachées  de  la  masse 
centrale  ne  pourraient  former  des  anneaux  eL  seraient  reponssées  ù  l'inlini. 
Mais  il  esl  clair  que  ces  parlies  ne  sauraient  conserxcr  la  vitesse  an;;ulaire  co 
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([111'  lums  ;iviiiis  jii^(|ii"i('i  sii|i|i()si''('  loiislnulc  ;  mic  l'ois  détachées,  elles  ne  |i;uii- 
ciperoiil  plus  à  la  idliilidii  iji'ucrnlt',  cl  leur  \ilesse  angiiliiirc  iia  en  tléciDissanl 
confornionu'ul  à  1;\  Icu  des  nues  à  lucsui'c  (ju'i'llos  s'éloi^neriml  de  Taxe. 

Ainsi,  an  moins  au  delà  dt's  points  doubles,  nous  ne  pouvons  regarder  w 
i-omine  ronslaiit,  cl  il  esl  peu  probable  que  celle  nnifoiniilé  de  rolation  ail  |)u 
se  inanilcnii'  dans  I  ahuospliiTi'  de  la  ludinirusc  inii  esl  1res  rarélîée;  nous  sup- 
[loserons  diuie  désormais  o>  variable  sui\anl  une  loi  qiiele()n(|ue  ;  d'aulre  pari, 
nous  axons  jinur  clalilii-  réipialion  (i)  négligé  l'allraelion  de  celle  alinosplière 
à  cause  de  sa  lailde  densile;  nous  ni>  pouvons  plus  le  faire;  il  est  évident  en 
efVct,  et  l'on  s'en  rendra  coinple  il'ailleurs  dans  la  siiile,  qu'à  supposer  cette 
allraclion  nulle  on  sérail  conduil  à  conclure  que  K's  anneaux  sont  toujours 
in^lalilcs. 

Les  éipialiDiis  de  riiydrostaliipii'  ikius  ddiinciil 

d9        I   dp  ,19        I   dp  dP        I   dp 

h  -  -7-  =  <>,  -f —=(.)-), 1 '^=M-z; 

dx        p   dx  d\  p  dy  dz         p   dz 

ji  csl  la  pression,  0  la  dcnsil(''  ilii  llnidc,  P  le  polciilirl  dû  à  rallraclion. 
Ces  eipialions  pru\enl  s  écrire 

P 

en  posant  R'-'=  1-+ ;-.  Supposons  que  p  soit  fonclion  de  p,  ce  qui  arrivera 
dall^  un  ^raiiil  iioMibrc  de  cas  cl  eu  parliculier  si  la  ii(d)uleuse  esl,  soit  en  équi- 
libre isol  licniii(|uc,  soil  en  eqnililiic  ail lalial  upie  ;  alors  — -  est  une  difFérentielle 
exacle,  cl  il  doil  en  èli'e  de  mc'iiie  de  w'-R(/R,  c'esl-à-dii'c  (pie  w  ne  dépend 
que  de  li .   l'osons  doui' 

P 
ri;qualion  (  aj  nous  donnera 

P-l-n  =  ?(R)-)-  const. 

A  la  siirlace  libre  T.  doil  être  nulle,  de  sorte  (pie  l'équalion  de  celte  surface 
libre  sera 

(3)  9-P  =  C. 

Si  I  1)11  suppose  Cl)  coiislanl  et  ralliaclKjii  de  I  al niospli('re  négligeable,  il 
vient 

.  =  !l^lr,        P  =  -M 

2  r 
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et  nous  rclombons  sur  l'équalion  de  Roclie, 


2  r 

Nous  poserons  diins  le  cas  général, 

/■ 

ôP  étant  le  lerme  très  petit  dû  n  l'atlrneliun  de  r:iliiii)s])hère.  Disruions  l:i 
forme  de  la  surface  (3);  nous  voyons  d'ahord  (pie  c'est  une  surface  de  révolu- 
tion; par  raison  de  symétrie,  (die  admet  lia  en  i;ém'ral  un  plan  de  svuiéirie 
équalorial,  qui  sera  le  ])lan  x=^(<.  Su|iposons  qu'on  veuille  étudier  l'inlersec- 
tion  de  la  surface  par  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x;  nous  voyons  que  le 

long  de  cette  droite  cp  est  constani ,  tandis  (jue  '     \a  eu  croissant  ipiand  \x\  se 

rapproche  de  zéro.  Si  donc  nous  négligions  6P.  nous  serions  amenés  à  conclure 
que  le  premier  membre  de  (3),  quand  x  varie  seul,  présente  un  maximum 
unique  pour  ,r  ^  o  et,  par  consétpieiit,  que  toute  droite  parallèle  à  l'axe  des  x 
coupe  la  surface  en  deux  points  au  plus.  Cette  conclusion  ne  sera  pas  altérée 
quand  nous  passerons  aux  approximations  suivantes.  Car  l'expression  — âP, 
due  à  l'attraction  de  l'atmosphère,  aura  également  un  maximum  pour  x  =  o, 
puiscju'iin  mobile,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x 
et  soumis  à  l'attraction  de  l'atmosphère,  tendra  à  se  rapprocher  du  plan  x  =  o; 
cela  est  évident  si  celle  atmosphère  est  limitée  par  une  surface  que  chaque 
droite  parallèle  à  l'axe  des  x  coupe  au  plus  en  deux  points  symétrupies  par 
rapport  au  plan  x  =  n.  Or  nous  pouvons  déterminer  la  forme  de  cette  atmo- 
sphère par  approximations  successives.  Nous  négligerons  d'abord  oP;  en 
seconde  approxiiiiation,  nous  prendrons  pour  ÔP  le  potentiel  dû  à  l'altraction 
d'une  atmosphère  limitée  par  la  surface  calculée  en  première  apjiroximation  et 
ainsi  de  suite.  La  surface  limite  satisfait  à  la  condition  en  première  approxi- 
mation, et  nous  venons  de  voir  que  si  elle  satisfait  en  «"'""'  approximation,  elle 
y  satisfera  encore  en  (n  +  i)'*''""  approximation;  elle  v  satisfera  donc  quelque 
loin  que  ces  approximations  soient  poussées. 

On  pourrait  objecter  que  la  connaissance  de  la  surface  libre  ne  suffit  pas 
pour  déterminer  ôP  ;  et  que  la  densité  de  l'atmosphère  étant  variable,  il  faut 
connaître  toutes  les  surfaces  d'égale  densité,  c'est-à-dire  toutes  les  surfaces 
71  =  const.    Mais    toutes    ces    surfaces    satisferont    à    la    condition  énoncée  en 
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pi'i'iiiièrc  np|ir<)Miii;ilMni  cl  l'on  vcimmiI  (''giilcnu'iit  i[ii(',  si  elles  j  salisfoni  eu 
«'*""'  appriiMiiiMliiiii,  elles  v  siihsloiil  eu  (  //  -f-  i  )'"""'  appro\nniilion. 

La  conclusion  c'est  que  la  surface  (3)  est  coupée  par  une  droilc  [mrallèle  à 
l'axe  des  ,r  an  |ilns  en  deux  points  svnKMriqiu'S  par  iap|ii)rl  au  plan  équa- 
lorial  ,/   -=  11. 

Pour  eluduT  celle  surface,  ou  plutôt  sa  section  inéridii'une,  il  suifit  donc 
d'éludier  les  variations  de  l'expression 

(4)  ?Q')-I'0-), 

c'est-à-dire  ilu  premier  meinl)re  de  (3)  où  l'on  lait  .x  ^  z  =  o.  Si 

9(ro)-PO-o)>G, 

la  surface  (o)  coupe  en  deux  points  la  droite  K  =^^)'o  ,  ^  ^  o;  elle  ne  la  coupe 

pas  si 

9(jo)-P(.ro)<C. 

N 


Si  nolic  aliiujsplière  ne  s'étend  pas  à  I  infini,  rex|)ression  ('\}  pour  )"  li'ès 
j;rand   doit  être   plus    [x'tite   ([U(^   C;    elle   est    infinie    pour    )•  =  o,    parce   que 

—  =  —  =4-00.  Nous  devons  envisairer  les  uiaxiuia  et  les  uiiniiiia  successifs  de 
r         y  » 

l'expression  (4);  l'un  des  cas  les  plus  simples  esl  celui  où,  (piaud  j'  décroît  de 
-1-  00  à  o,  l'expression  (/j)  '''"oît  d'abord,  atlein!  un  maximum  |)our  r=J'oi 
décroît,  alleinl  nu  iuiujiiiiiui  pour  y  =  )'i,  et  croît  ensuile  |usqu'à  l'infini. 

Nous  désignerons  alors  ce  iiiaxlrinini  pai-  (]„,  et  ('c  minimum  par  Vu.  Si  nous 
prenons  C  =  (j|  la  coiirlie  HM'iidieune,  s\melri(pje  pai'  rappoil  aux  deux  axes, 
présente  deux  points  doubles  comuie  l'indicpu'  la  fiyure,  les  points  doubles  A 
et  A'  ont  pour  coordonnées 

X  =  :  =  (>,        .)•  =  ±  Ji  ; 


les  points  B  et  B'  ont  poui'  coordonn(';es 


X  =  z  =  o. 


-fo, 


et  correspondent  aii  maximum  de  (4)- 
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Si  l'on  f:iil  loiiriicr  celU;  courljc^  méridienne  aiilonr  de  l'axe  des  .r,  elle 
engendrera  une  surface  de  révohuion  avec  une  courbe  double,  el  l'on  voit  que 
l'anneau  engendré  par  AMC  et  A']\I'(7  tend  à  se  séparer  de  la  masse  centrale 
engendrée  par  ANA'A'. 

Si  nous  négligions  d'abord  ôl',  nous  aurions 

Pour  que  l'expression  (  4  )  admit  un  miniuuim,  il  laudrail  dabord  cpie 

-7-  (  Ç  —   P  )  =  (0-  )• „-    =  O, 


c'esl-tà-dire   que  &>'- j' '  =  M.   w  élaul    alors   la    vitesse  angulaire   sur   une  orbite 
circulaire  de  rayon  j',  donnée  [)ai-  la  Iroisièuie  loi  de  Kepler;  il  faudrait  ensuite 


ou 

•2  M 

(-0-  -I-  2  o)(0  y  H 

>■■' 


=  3  (0-  -I-  2  loco'  V  <  o, 


ce  (pii  veut  dire  (pie  w- )"''  doit  croître  avec  y.  Toutes  les  lois  de  variation  de  u 
avec  y  ne  sont  donc  pas  compatibles  avec  la  l'ormalion  des  anneaux.  Si  l'on 
suppose  une  nébuleuse  où  n'existent  que  de  très  faibles  courants  île  convec- 
lion,  le  frottement  mutuel  des  tliverses  parties  maintiendra  l'uniformité  de  la 
rolalion,  (o  sera  une  constante,  oj-j--'  une  fonction  croissante  et  la  forinalion  des 
anneaux  sera  j^ossible.  Si  nous  passons  à  l'extrême  opposé  et  que  nous  suppo- 
sions de  très  puissants  courants  de  conxection;  en  vertu  du  principe  des  aires, 
le  produit  «y-  tendra  à  se  maintenir  conslanl  pour  une  masse  gazeuse  entraînée 
par  ces  courants  ;  ces  courants  brassant  toute  la  niasse,  la  fonction  wy-  deviendra 
constante,  c'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  V cquilibrc  adiahatique^  par  analogie 
a\ec  ce  qui  se  passe  pour  l'équilibre  thermique  de  notre  atmosphère.  Si  coj'- est 
constant,  la  fonction  co- >■  '  est  décroissanti^  el  la  formalion  des  anneaux  impos- 
sible; il  faut  donc  admettre  que,  dans  la  iK'buleuse  de  Laplace,  les  courants  de 
convection  étaient  trop  faibles  pour  contre-balancer  l'influence  du  frottement 
et  il  en  résulte  évideiument  que  le  processus  a  dû  être  excessivement  lent. 

2.   Examinons   maintenant  la   stabilité  des   anneaux  une    fois   formés.   Pour 
qu"un  anneau  se  forme  el  qu'il  reste  stable,  il  faut  d'aljord  que  la  surface  lilîre 
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iiit'iiiu'  la  rorino  iniliinu'f  sur  In   lii;inL'  cl,    \r,\v  consé(|ncnl ,   que   Ir    iiiiixiiimin 
corit'spoiidiuit  au  |i(iiul  I>  existe.  Au  point  lî,  on  aura 

La  première  condition  nous  donne  à  fort  ])eu  près  oj-j'-' =  M.  Clierclions 
alors  (pielles  sont,  au  point  B,  les  dérivées  secondes  des  trois  parties  de  <j>  —  P; 
nou^  trouverons  : 

Dérivée  de ?.  —  .  —''P. 

r 

rf-  M 

-T-r O  :-=—u)-—e  —S 

dx-  J' 

>i-  „.,,,, 

— — hi-  -\-  ■!  OJOJ   Y  2  (0^  H-  2  £  —  4  '^P  -•-  £  +  £ 

■        d"-  „  .,         , 

-; — to-  —  (0-  —  E  —  £ 

dz" 

En  elfet.  o  ne  dépend  pas  de  x,  ses  dérivées  secondes  par  rapport  à  y  et  à  z 
se  déduisent  inunédiatement  de  sa  définition.  D'autre  part,  on  a 

rf^M_2M  <^^    M  _   rf-    M  _       M 

dy-i    r         yi  dx-    r        dz-    r  y'-' 

l't  nous  a\ons  à  très  peu  près 

M 

—  =  w'. 

y' 

INous  de\rions.  pour  être  iij^oureux,  écrire 

M  i    dàV 

—   =  10"-  H -j—  • 

j-3  y     dy 

V.w  ce  (lui  concerne  — —, ■,  il  résulte  de  la   reniar(|ue   laite  plus   liaut  (Mie 

'  dx'  * 

—  oP,  sur  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  a',  a  un  maximum  uuupie  pour  j£=o 

et  que,  par  conséquent,  cette  dérivée  est  négative. 

D'autre  part,  en  posant 

8P=/(R),  1^=/'(R), 

on  IrouNc  (^puisque  d'aiUeiiis,  au  point  B,  r  =  o") 

I   ^3£  _      /'  d:'-  gP  _  /  _ 

y  'dy    ~"^  r'  dz-'    ~\'' 


(I  ou 


I    f/SP  _    ,  _  d'-Vt^  _  _    , 
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on  II  d'ailleurs  par  l'équation  île  Poisson  AâP:^  +  47rp,  p  élanL  la  densilé  du 
fluide;  d'où 


dy^ 


■■  —  4  JCp  -I-  c  +  E  . 


Nous  devons  donc  regarder  s  comme  positif;  mais  nous  ne  connaissons  pas 
le  signe  de  e',  bien  que  ceUe  dérivée  soil  plus  probablement  positive. 
Il  vient  alors 

^,    „    ''      =  3  OJ-  +  2  lOto'  y  —  4  Tp  -H  £  -h  3  £'  <  o. 

Si  p  est  très  petit,  il  doit  en  être  de  môme  de  £  et  de  3s',  ce  qui  entraine 

3  (o-  +  a  v)m' y  <;  o. 

ce  qui  signifie  que  &)-)■■'  décroît  quand  y  croît.  Si  donc  dans  le  voisinage  du 
point  B  la  fonction  M-y^  est  décroissante,  la  stabilité  peut  subsister  quelcjue 
petite  que  soit  la  densité  p;  mais  si  la  fonction  ai- y'-'  est  croissante,  l'anneau  ne 
peut  être  stable  que  si  celte  densité  reste  supérieure  à  une  certaine  limite. 

Pour  préciser,  supposons  que  la  masse  de  l'anneau  soit  très  petite,  non  seule- 
ment par  rapport  à  celle  du  noyau  central,  mais  par  rapport  à  celle  de  l'atmo- 
sphère qui  reste  autour  de  ce  noyau. 

Posons  alors 

£  =  £i-!-£2,  £^=£(H-£o, 

£i  et  e\  se  rapportant  à  l'attraction  de  l'atmosphère  restée  autour  du  noyau, 
£2  et  e',  à  celle  de  l'anneau.  Dans  ces  conditions  e'j  est  positif  si  nous  supposons 
que  la  surface  libre  de  l'atmosphère  du  noyau  est  une  surface  convexe;  d'autre 
part,  £',  est  très  petit  par  rapport  à  £',  ;  le  rapport  de  ces  deux  quantités  est  du 
même  ordre  de  grandeur  que  le  rapport  des  dimensions  linéaires  de  la  section 
méridienne  de  l'anneau  et  de  la  section  méridienne  de  l'atmosphère  du  noyau. 
On  aura  donc  linalemenl  £'>  o  et,  par  conséquent, 

(  5  )  ^T:p  ^  'iM--{-  1  u)u>'y. 

Si  la  rotation  était  unifcirme,  cela  donnerait 

4-p  >  3o)'-. 

Nous  remarquons  que,   pour  (pie   lanneau  se  forme,  la  fonction  to-j''  doit 
être  croissante  au  point  A;  pour  qu'il  soit  stable,  si  la  densité  est  très  faible, 
cette  fonction  doit  être  ilécroissante  au  point  B.  Ces  deux  points  étant  voisins 
H.  P.  —  VIII.  66 
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l'un  de  l'aulre.  nous  conclurons  que  iliuis  rnnncau,  ;iu  nionu'ul  de  sa  formation, 
la  fonction  w'-'j''  est  sensiblomeul  constante. 

Nous  venons  de  trouver  une  limite  inférieure  de  la  densité;  ce  résultai  doit 
ôtre  rapproché  de  celui  (|iu' j'ai  donné  autrefois  pour  l'anneau  de  Saturne,  mais 
la  limite  e>l  |)lus  précise.  Reprenons  cependant  dans  le  cas  actuel  le  calcul  que 
j';nais  iail  pour  lanneau  de  Saturne.  On  doit  avoii'  en  tous  les  jioints  de  la 
surlace  de  1  anneau, 

|^(9-P)<o, 

la  notation  -p  ri'présenlaul    la   dériv('e  estimée  suivant  la  normali'  dirigée  vers 
l'extérieur.  On  aura  donc,  en  vertu  du  tliéorème  de  Green, 


y^(9-P)rfa=jA(o-I>)rfT<o, 


ih  étant  un  élément  de  la  surface  de  l'anneau  et  dz  un  élément  de  son  volume. 
Or 

A9  =  '.io)-  +  2(0(o' }•, 

AP  =  4-p; 

d'où 

4  Jtp  >  a  0)-  +  2  iMM  y. 

3.  La  densité  a  égaleuu'ul  uur  liiiiilr  su|i('ri(nre.  Pour  l'établir,  il  suffit  de 
se  rcporlcr  au  calcul  de  Alawvcll  sur  l'auneiiu  de  .Salui'ne  dont  je  vais  rappeler 
succinctement  le  princiiie.  Soit  un  anneau  foruu'^  de  satellites  répartis 
uniformémeni  sur  une  circonférence  de  rajon  <;,  et  circulant  sur  celte 
circonférencr  d'un  mouvement  uniforme;  soil  alors  (t  el  Co+w^  les  coor- 
données polaires  d'un  de  ces  satellites;  supposons  qu'il  soit  troublé  et  que  ces 
coordonnées  ile\  ienncnl 

a(l-t-£),      Va+  ^-il  -y-  1. 

t  el  c  étant   très   petits.    .Soil    \   le   pulmliid   dû   à   ralliacliiiu   muluelle  de   ces 

satellites. 

[..es  équations  aux  varialimis  (jui  déleiiuinent  £  et  a  s(uiL  les  suivantes  : 
a' ,  .  .  .  représenlenl  les  dérivées  de  o- par  rapport  au  temps, 

,t,.  o    „  .       „  i    >{V  „  ,        \    riy 

(6)  3  0)2 £  -1-  2  w  a  —  £  = —y-  ;  a  -t-  2  w  £  =  —  -r-  • 

«■-    «£  '  (/-   ai 

Nous  cliercberons  à  salislairr  à  ces  équations  (fi)  en  faisant 
£  =  A  cips(«n'ii -H  Ht),         a  =  B  siii  (  «ii'o'-l-  "')■ 
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Je  m'explique;  nous  avons  aulant  de  couples  d'équations  (6)  que  de 
satellites;  s  et  o-  ne  sont  pas  les  mômes  pour  tous  les  satellites,  ce  sont  donc  des 
fonctions  non  seulement  de  t.,  mais  de  Co  longitude  initiale  du  satellite,  qui  est 
la  quantité  qui  distingue  les  satellites  les  uns  des  autres.  Le  coefficient  m  doit 
être  un  entier,  en  effet  quand  Co  augmente  de  2  7r,  nous  retombons  sur  le  même 
satellite,  il  faut  donc  que  i  et  a  reviennent  à  la  môme  valeur.  Quant  à  n  c'est 
notre  inconnue.  Dans  ces  conditions,  nous  aurons 

d\  d\ 

—r-  =  a-  S.  y.  cosf  tnvi,-+-  rit),  —r-  =  «-B  [j  sin(  mi'o-t-  /it); 

as  ai 

et  et  ,8  étant  des  coefficients  constants  que  nous  chercherons  à  déterminer  un 
peu  plus  loin.  Il  vient  alors  en  substituant  dans  les  équations  (6), 

(  3  w-  -t-  /j-  -t-  z  )  A  -f-  2  co  /«  B  =  o,         'i  w  /i  A  -4-  (  /i-  -(-  [j  )  D  =  o, 

OU  en  éliminant  A  et  B, 

(  7  )  (3  co-  ■+-  n-  -)-  ■j.)(  II-  -^  '{j)  —  4  '""  "■-  =  "■ 

Pcuir  la  stabilité,  celte  étpiation  doit  avoir  ses  racines  réelles.  Si  nous 
supposions  la  masse  de  l'anneau  nulli',  un  aurait 

ï  =  [ j  =  o,         n-(n'- —  (0-)  =  (), 

et  la  sliil)iblé  serait  assurée;  si  l'on  supposait  '•)  =  o,  on  trouverait 

(  n-  -H  7.  )  (  rt=  -f-  p  )  =  o 

et  comme  a  et  (3  sont  généralement  positifs,  il  v  auiail  instabilité.  Cela  nous 
indique  déjà  (pie  pour  la  stabilité,  il  faut  que  la  masse  de  l'anneau  seul 
suffisante,  et  d'autant  plus  grande  que  m  est  |)lus  grand. 

Pour  élen(b('  ces  résultats  à  un  anneau  ccuitinu,  il  faut  d'abord  un  peu  de 
l)onne  \(donlc,  j)uisipi('  dans  un  anneau  continu,  m  n'est  [las  généralement 
C(mstant,  et  (pi'en  tous  cas  a  est  variable.  Mais  si  la  section  méridienne  de 
l'anneau  est  [lelite  pur  rapport  à  son  rayon,  il  n'est  pas  déraisonnable  de 
supposer  que  l'équation  (7)  reste  encore  valable  à  fort  peu  près.  Il  reste  à 
déterminer  a  et  3. 

Soit  Vo  le  potentiel  dû  à  l'anneau  non  troublé,  Vo+I'  le  putentiel  dû  à 
l'anneau    troublé,    soit  p  la   densité  d<'  l'anneau  non   troublé,   p  +  â  celle  de 

lanneau  troublé,  de  sorte  que  t^  et  -  sont  très  petits. 

Le  nombre  ni  ne  figure  pas  explicitement  dans  l'équation  (7);  mais  a  el  (3 
dépendent  de  m.   Nous   devons   choisir  ce   nombre  m  de  la   manière  la   plus 
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(léfavornhl(^  à  la  sliil)ililû,  ]iui.S(jii'il  suffit  que  riiiic  quelconque  des  équations  (j) 

ait    des   racines   iniaj;inaires   pour  que  l'anni'au   soit   instable.   Or  ce  sont  les 

grandes  valeurs  de  tn  qui  sont  les  plus  défavorables.  Nous  supposerons  donc  m 

très  grand  de  sorte  que  si  l'on  se  déplace  le  long  d'une  circonférence,   les 

fonctions  V,  z,  a  varieront  beaucoup  plus  rapidement  que  si  l'on  se  déplace 

,,  ,l\      tl-\  ,  . 

suivant    un    ravon    vecteur.    Donc   -j-i    —j-^    seront    très    petits    par    rapport 

a  ^)  -y-T'i  ^  '''^'*  petit  par  rapport  a  p. 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  ayant  pour  origine  le  point  considéré;  l'axe 
des  y  est  dirigé  suivant  le  rayon  vecteur  allant  au  centre  de  la  nébuleuse,  l'axe 
des  s  est  parallèle  à  Taxe  de  rotation,  l'axe  des  x  est  tangent  ù  la  circonférence 
décrite  par  le  piiint  iiKibili!. 

Dans  ces  conditituis,  on  .■iinii 

Af  =—  'ir.?j. 

Mais  les  dérivées  prises  par  rapport  à  }■  et  à  z  sont,  d'après  l'hypothèse  faite 
plus    haut    i ni    très   grand),    très  petites  pai-  rapport  aux  dérivées  prises  par 

rapport  à  x.  Dans  ces  conditions,  SV  peut  se  réduire  sensiblement  à -t—:;  et  l'on 
peut  écrire 

-7— r  =  — 4':&• 
^/.r- 
D  autre  pari,  on  a  (^par  la  relation  entre  les  coordonnées  rectangulaires  et  les 
coordonnées  polaires  u  et  z) 
(  8  )  d's  =  a  dx 


et,  |)ar  conséquenl. 


d\  _dP  _     dP 

<h         d<s  dx 


L'équaliiiu  de  (dnliiiuilc  ikmis  iluniie 

S        ()  tj.r       ()?!}■       à  oz 
p         (Jx  ()y  i)z 


ox,  6y,  oz  représentant  les  projections  sur  les  trois  axes  du  vecteur  qui  joint  la 
position  du  satellite  troublé  à  celle  du  satellite  non  troublé.  Les  dérivées  par 
rapport  à  y  et  à  z  étant  négligeables,  nous  pourrons  écrire 


à  oy        à  oz 

r)  ùX 

à<: 

=     rt    -T- 

dr    ~    àz    ~     ' 

dx 

àx 
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OÙ  la  dérivée  partielle 

-r-  =        - —  =  cos(«n'o-l-  nt) 

ax        a  (Ivo  a 


n'a   bien   entendu   rien   de   coinimin  avec  le   rapjjort  -j-  des  différentielles  qui 


(Ix 


iigurent  dans  l'équation  (8j.  Léqualion  de  continuité  devient  donc 

da  3 


d'où 


r— -  = , 

ax  p 


(P  P  ,  à'5 

—-—  =  inap  -r-  ■ 
dx^  '  àx 


En  intégrant,  nous  lrou\(uis 

(/P 


——  =  4  ;t  «  p  a, 
(ix 

d'où 

-^-^=4:rp.,  ,  =  .,.p. 

Faisons  donc,  dans  l'écjuation  (  jj, 

a  =  o,  [i  =  4;ip, 

il  viendra 

(9)  (3(0^-4-  «-)(«--+-  4;:  p)  —  î  (.)'-'«-  =  o 

ou 

n*  -H  n- (  4  it  p  —  ")-  )  -+- 1 2  ~  p  0-)-  =  o. 

Pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  laul 

(4;tp  —  0)-^)2>  i2(o--!4np,  (4;tp):!—  i4w5(4-p)  -1-  o)*>  o. 

Les  valeurs  do  — r  aui  annulent  le  premier  membr(>  sont  voisines,  l'une  de  —,■, 
(0-     '  1  14 

l'autre  de  i4;  c'est  la  première  qui  nous  convient  et  nous  en  déduirons 

,     ^  ,  "^ 

(10)  4'îp<;y 

14 

4.  La  densité  p  se  trouve  ainsi  comprise  entre  deux  limites  données  par  les 
inégalités  (5)  et  (lo).  La  limite  intérieure  donnée  par  (5)  dépend  de  w',  elle  ne 
dépend  donc  pas  seulement  de  la  vitesse  angulaire  moyenne,  mais  de  la  loi  de 
distribution  des  vitesses  angulaires;  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  la  limite 
supérieure. 
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Au  nionicnl  ilc  la  iorinalioii  de  raiincau,  la  (Icnsilé  p  csl  lif's  pclilp,  de  stulo 
qui'  rini'u;alilc  (io)  l'sl  satistaiU';  craiilic  pari,  la  rolalioii  n'est,  pas  unifurine, 
et  rien  n'enipt^clie  de  supposer  que  m- y''  est  décroissant  dans  le  voisinage  du 
point  B  et,  par  conséquent,  que  l'anneau  est  stable. 

Mais  celte  sialidilé  est  pruuqilenieal  ilr'innie  par  mm  Iriple  inécanisnn!  : 

i"  Li'  iiolleiueiil  leiid  à  égaliser  les  rdlaliiuis,  si  donc  (.>'=  o,  l'inégalité  (5j 
de\  leiil 

4:i:p>  3(0^ 

el  es!  incdmjialilile  a\ec  riiu'galiié  (lo). 

a"  Pai'  suite  de  la  ((iiideiisal mu,  rauiieaii  se  roucenlre  de  telle  laeon  que  sa 
secliiiu  iiiéridiemic  leiid  à  se  réduire  à  son  (•cuire  de  gra\ilé;  (piel  csl  rcllct  de 
cette  coudeusatioii  ?  Scuciil  r  le  ra\<iii  de  la  circiuilcri'iicc  décrile  par  une 
particule  cl  ci  sa  \iless(^  angulaire;  soient  (n  el  f.)o  les  valeurs  de  y  et  cj  au 
moment  i\r  la  tnriiialidii  de  l'auiicau.  JNoiis  p()ii\(Uis  sup|)iiscr  qnà  fr  luoiiicnl 
un  a 

(oS_iil=  M. 

Daiilrc  |iail.  eu  \crhi  de  la  lui  des  aires, 
Siiil  II  le  iMNiiii  de  la  circoulr'reuce  iiKiyeiinc 

_)•„  =„(!-+-  £o),  J  =  «(!  +  £). 

iNoiis  pouMiiis  siiiUKiser  que  la  cimlraclidii  se  lail  d'une  laeon  niiidirme, 
de  sorte  que 

£  =  X£o. 

Il  \  ient  alors 


ou  SI  e  el  £o  sont  pc^tils, 


2 


}- 


>e]  =  v/M' 


IX)]- 


On  soit  inie,  iMiiir  /  =  -■>  la  lolatiou  de\ieiiL  liniloriiie.  Ou  lriiu\e  d'ailleurs 
'         ■  4 


(0  =  v/M  ri 


\  I  y\i^ 
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OÙ 

I-4X 

Cela  entraîne 

lo'  r  =  u  0) 

el  l'inégalité  (5)  devienl 

4  ~p  >  (3  -t-  ■?.<x)  10- . 

Pour  fjiri'lle  soil  roinpalllijc  avec  l'inégalité  (lo),  il  (aiil 

—  >  3  -F  2  ,a  =  —. — , 
i4  /. 


d'où 

i4 


La    stabilité    cessera    donc    dè>.   (jue   les   dimensions   linc'aires   de   la    seclion 

méridienne  anront  diminiK'  de  -.  ■ 

I  j 

3°  Enfin,  par  suite  de  la  eondensalion.  o  ira  en  rroissanl,  de  sorte  (iiie 
l'inégalité  (if))  cessera  d'élre  salisl'aile. 

Pour  Icuites  ces  raisons  l'anneau  ne  lardera  pas  à  se  subdiviser  en  parlies 
indépendant<'s  qui  circuleronl  chacune  de  leur  côlc  C(uiloiMiéiiieul  à  la  l(u  de 
Kepler.  Ces  parties  di''Cii\aiil  de^  orlule>  peu  dillérenles  fininuil  pas  se 
choquer  et  se  réunir  en  une  seule. 

5.  Passons  maintenani  à  la  (pieslion  du  sens  <h'  la  rolalioii  des  ])lanèles. 
Un  a  cherché  à  en  rendre  coiiiple  par  les  conditions  de  rotation  th'  rannean; 
C(!tte  rotation  étant  rendue  unilorme  pai-  le  troltemeni,  les  vitesses  linéaires  des 
parties  extérieures  devaient  être  plus  grandes  que  celles  des  parties  intérieures. 
Cette  vue  doit  être  abandonnée.  En  efifet.  si  les  vitesses  linéaires  croissaient 
avec  j',  c'est-à-dire  si  wj'  était  croissant,  on  aurait 

ui' y  H-  to  >  o 
et,  par  conséquent, 

4  j:  p  >  3 10-  -I-  2  mm' y  >  «)-, 

ce  qui  est  incompaliijle  avec  l'inégalité  (lo).  Lnnneau  se  rompra  donc  bien 
avant  que  sa  rotation  ne  soit  devenue  uniforme. 

Le  sens  priniitif  de  la   rotation  de  la  planète  sera  donc  déterminé  par  les 
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coiullliiiii-.  ilii  clidc  lies  (li\('i'S('s  piirlics  de  l":iiiiii'ini  (|iiaiul ,  après  sVlrc  séparées 
1  imt'  (If  I  Miilrc,  elles  eiiti'cronl  en  eollisiou  el  se  liisi(iniier(inl  en  un  sphéroïde 
unique.  A  ee  nionienl,  ces  parties  obéiront  séparénienl  aux  lois  de  Kepler;  les 
plus  externes  aumul  donc  une  vitesse  linéaire  nu)indre  ([ue  les  plus  internes, 
de  Mii'le  (Mie  le  sens  pnuiilil  de  la  rdliilKiii  sera  l(iu|()urs  r(''l  ri)jj;rade. 

Les  l'olations  ne  poiiironi  devenir  (lirccles  (pie  par  l'aclioii  des  luaiées  el  par 
le  iiiéeaiiisine  iiiia^iné  par  luiclic. 


HUITIÈME  PARTIE.  -  ARTICLES. 


LE   PROBLÈME   DES   TROIS   CORPS 


Fevue  générale  des  Sciences,  t.  2,  p.  i-5  (i5  janvier  1891). 


L;i  loi  do  i\i'«lon  csl  l;i  plus  sim|>l('  de  loiili's  les  luis  |)livsi(|ii('s  ;  mais  elle  a 
|Hiiir  fxprossidii  iii;iliir'mali(|ii('  une  (''([iMliDii  diiréri'iil icllc,  cl  iioiir  cililcnir  Ifs 
Cdordonnécs  d(!s  astres,  il  tant  iiili'j;r('r  celle  (•(jualidii.  Ce  jU'oMciiic  csl  un  des 
plus  difficiles  de  l'Analyse,  et  malgré  les  reclierclics  persthéranlcs  des 
géomèircs,  il  est  encore  bien  loin  d'ôtre  résolu. 

1.  —  Quel  sera  le  mouvement  di?  n  points  matériels,  s'atlirant  mutuellement 
l'u  raison  directe  de  leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des  dislances? 
Si  n^2,  c'est-à-dire  si  l'on  a  aflaire  à  une  planète  isolée  et  au  Soleil,  en 
négligeant  les  perlurhations  dues  aux  aulres  plancles,  l'intégration  est  facile; 
les  deux  corps  décrivent  des  ellipses,  en  se  conformant  aux  lois  de  Ké])ler. 
La  difficulté  commence  si  le  nombre  n  des  corps  est  égal  à  trois;  \v  prub/rme 
des  trois  corps  a  défié  jusqu'ici  tous  les  efforts  des  analystes. 

L'intégration  complète  et  rigoureuse  étant  manifestemeni  imj)ossil)le,  les 
astronomes  ont  dû  procéder  par  approximations  successives;  remploi  tic  celte 
iiiciliode  était  facilite  [)ar  la  petitesse  des  masses  des  planètes,  comparées  à  celle 
du  .Soleil.  On  a  donc  été  conduit  à  dévclo])per  les  coordonnées  des  astres 
suivant  les  puissances  croissantes  des  masses. 

Ce  mode  de  développement  n'est  pas  sans  inconvénient;  je  n'en  citerai 
cpi'un  :  supposons  qu'il  entre  dans  l'expression  d'une  de  ces  coordonnées  un 
terme  périodique  dont  la  période  soit  très  longue,  et  d'autant  jilus  longue  que 
les  masses  troublantes  sont  |dus  |ictites.  et  développons  ce  terme  sui\ant  les 
puissances  croissantes  des  masses;  qiicbpu'  loin  ipic  nous  poussions  rappr(jxi- 
mation,  la  valeur  approcliée  de  et'  lermc  ira  en  croissant  indéfinimcul ,  tandis 
H.  P.  —  VIII.  (J7 
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(lue   la   Milic   vnlcur  reste  loujinirs  (ime.  C'esl  ainsi  (|ii"en  développanl   s\n  m  / 
siil\aiil    les   puisSMiices   ci'oissanles   de   /u    l'I    né^li;;eaiil    les   lernies  en   />>',   »in 

trouve   //(  / iii'-'t'.    piilvniinie    susceplibli'    de    cidili-e    indcdiiuiiieiil ,    taudis 

(lue  sminf  est   toujuiirs  plus  petit  (pie  i.  La  \(''ritalde  nature  de  la  t'onclion  est 
diuic  couiplC'teuienl  dissimuk'e. 

Cette  iiu'tliodi^  a  éiC'  cependant  jus(prici  lr('s  suf'lisante  pour  les  besoins  de  la 
iiratiipie;  les  masses  sont,  en  ell'el,  telleineul  |)eliles  (pi'on  peut,  le  plus 
soineiil,   ii(''i;lii;ei'  leurs  cariH's  el   se  horner  ainsi  à  la  |U('iui(Te  approxiuiali(Ui. 

Mais  on  ne  peut  esp('rei'  (piil  en  soil  toujours  ainsi;  il  ne  s'aj;it  pas 
seulement,  en  ellet,  de  calculer  les  (''plu'nK'rides  des  astres  quelques  annétis 
(ra\ance  pour  les  besoins  de  la  navigation  ou  pour  (jue  les  asirononies  puissent 
retrouver  les  |)elites  ])lanèles  d(''jà  connues.  Le  bul  final  de  la  M(5cani(pie 
céleste  est  plus  (!'lev(j;  il  s'aj;il  de  r(îsoiidre  celte  imporlanle  question  :  la  loi  de 
Newton  peut-(dle  expliquer  à  elle  seule  tous  les  phénomènes  aslronomiqiics? 
Le  seul  nioven  d'y  paiNenir  est  de  taire  des  observations  aussi  précises  que 
iiossible.  de  les  prolonj;('r  pendant  de  longues  années  ou  même  de  longs  siècles 
el  de  les  comparer  ensuite  aux  résultats  du  calcul.  Il  est  donc  inutile  de 
(iemander  au  calcul  plus  de  précision  qu'aux  observations,  mais  on  ne  doit  pas 
non  plus  lui  en  demandei'  moins.  Aussi  ra|)pr(3xiination  dont  nous  pouvons 
nous  contenter  aujourd'liiii  deviendra-t-elle  un  jour  insuffisante.  El,  en  eflel. 
en  adineltant  même,  ce  (pii  est  très  iiiipr(diable,  (pie  les  instriimenls  de  luesure 
ne  se  perfectionnent  plus,  racciimiilalion  seule  des  observations  [lendant 
plusieurs  siècles  nous  fera  connaître  avec  plus  de  précision  les  coefficiiuils  dc's 
diverses  inégalités. 

On  ijout  donc  prévoir  le  uiomenl  où  les  méthodes  anciennes,  malgré  la 
perfection  qu(!  leur  a  d(mnée  Le  Verriei-,  devront  ("^tre  abandonnées  déliiiiti- 
vement.  Nous  ne  serons  pas  pris  au  dépouixu.  Helaunay,  Hill,  Gyldén, 
Lindslcdl  (Uit  imagini'  de  uouxeaux  pro(-édés  d'approximation  successive  jiltis 
rapides  et  ])lus  satisfaisants  à  tous  égards  tpie  les  anciens;  en  pailiculiei',  ils  se 
sont  all'ranchis  de  l'inconvénicnl  (pie  je  signalais  plus  liaul. 

Les  développements  aiix(piels  ils  parviennent  pourraieiil  même  être  regardés 
comme  une  solution  (•omph'le  du  pridtléiiie  des  trois  corps,  si  la  convergence 
en  élail  établie.  Il  n'en  est  mallieiii-euseiueul  pas  ainsi. 

l'aiite  de  celle  coiiv  eigeiice,  ils  lie  peinent  pas  diuiner  une  approximati(Ui 
Indi-finie;    ili   douneroul    plus  de   décimales  exactes  (pie  les  anciens  procédés, 
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m;ns  ils  n'en  donncnint  jins  niilaiil  fiiToii  vdiidra.  Si  on  l'(nrl)li:iil,  on  scrïiil 
conduit  à  des  conséquences  erronées.  On  en  serait  vile  averli,  d'ailleurs,  car 
ces  conséquences  ne  seraient  pas  les  mûmes,  selon  qu'on  appliqueiaii  les 
uii''lliodes  de  Delaunay  ou  celles  de  Lindsledt,  et  ces  conlradiclicuis  sulliraienl 
pour  luonlrcr  (ju'un  au  moins  des  deux  développements  n'est  pas  convergent. 

II.  —  Ne  peul-on  ccpeudanl  ('lajjlir  aucun  résullat  relalit  au  innuveiiienl  îles 
trois  corps -avec  celle  absolue  rigueur  à  laquelle  les  géomètres  sont  habitués? 
S'il  est  possible  d'en  découvrir,  ne  pourrait-on  y  trouver  un  terrain  solide  sur 
letpiel  on  s'appuierait  pour  marcher  à  de  nouvelles  conquêtes?  N'aurail-on  pas 
ouM'il  \ino  brèche  (|ui  peruielliail  dCnlrcr  ciiliii  dans  la  torleresse?  On  iv 
peut  s'enijièchcr  de  le  penser,  et  c'est  ce  (pu  donne  quehpie  jirix  aux  rares 
lh('iiièiiies  susceptibles  d'une  démonsIralioTi  rii;oureuse,  (piaud  même  ils  ne 
semblent  pas  immédiatement  applicables  à  l'astronomie. 

Telles  sont  les  propriétés  des  sohilions  particulières  remnrquaiiles  du 
problème  des  trois  corps. 

Le  uiouvcincnl  des  li-ois  astres  dépend  en  clièl  île  leurs  positions  el  île  Icur'S 
vil(?sses  iniliales.  Si  l'on  se  donne  ces  condilions  iniliales  ilu  nioin ciiienl, 
on  aura  di'liui  une  soliilion  pari  iculière  du  pr(d)lème.  Il  pcul  se  faire  (pie 
(pielques-unes  de  ces  solutions  paiiieulières  soient  plus  simples,  jdus 
abordables  au  calcul,  ipie  la  soluliiui  t;énérale;  il  peut  se  faire  ipie  pour 
certaines  positions  iniliales  îles  Irois  corps,  les  lois  de  leur  mouvemenl 
jireseulent  des  proprK'lés  remarquables. 

l'armi  ces  soiulKuis  paiiieulières,  les  unes  ne  sont  intéressantes  que  par  leur 
bizarrerie;  les  aulres  sont,  comme  nous  le  verrons,  susceptibles  d'applicalions 
astronomiques,  Liigrange  et  Laplace  ont  déjà  abordé  le  problème  par  ce  côté, 
el  ils  ont  découvert  ainsi  un  théorème  important.  Il  peut  arriver  que  les  orbites 
des  trois  corps  se  réduisent  à  des  ellipses.  La  position  el  la  vitessi!  initiales  de 
notre  satellite  auraient  pu  èlii'  telles,  que  la  Lune  fût  ctuistammenl  pleine; 
'lies  auraient  pu  être  telles  que  la  i^une  fût  constamment  nouvelle;  elles 
aient  pu  aussi  être  telles  que  cet  astre  fût  constamment  à  60"  du  .Soleil  dans 
une  phase  intermédiaire  entre  la  nouvelle  lune  el  le  premier  quartier. 

Ce  sont  là  des  solutions  particulières  très  simples,  il  y  en  a  de  plus 
compliquées  qui  sont  ccpijndant  remarquables.  Si  les  conditions  du  mouvement 
axaient  été  dilleienles  de  ce  qu'elles  sont,  les  phases  auraient  pu  siii\re  des 
lois  bien  etianiics;  dans  une  des  solutions  possibles,  la  Lune,  d'aiioril  nouxclle. 


( 
au 
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r.omnUMlcc  |):ir  crdîlrc;  iiinis,  :i\iml  d'al  U'iiiilrc  le  pri'iiiicr  (|n;irl  ici-,  elle  se  mcl 
à  tli'oniîlic  |)(iiir  ic(l('\<'nii'  nniixcllc  ri  miiim  ilc  smic;  elle  ;i  iloiu'  conslaiiiiiu'iit 
lu  l'uriiu'  (11111  (r(iis>;iiil .  I):ins  iiur  aulrc  soliilidu,  plus  élranj^e  encore,  elle 
passe  trois  lois  par  le  premier  (piailler  eulre  la  noiixelle  Itinc  et  la  pleine  lune; 
dans  cel  lalerxalle,  elle  croil  d'alniid,  deeroîl  eiisuile.  pour  se  mellre  de 
nomeaii  à  croilre. 

Ces  soliilioiis  sont  Irop  dilTi'renli^s  des  V(''rilal)les  Ira jecloires  des  nslres,  pour 
pouNoir  jamais  l'ire  léeileiiieiil  iililes  à  rAsIrononiie.  Elles  n  iinl  ([111111  inléii'^l 
de  ciiiiosile.  Il  n'en  est  pas  de  nu'iiiie  de  celles  donl  je  vais  mainlenani  parler. 
Il  y  a  d"al)ord  les  solitlioiis  périodiques.  Ce  sont  celles  où  les  distances  des 
Irois  corps  soni  des  (onelioiis  peiiodi(pies  du  lemps;  à  des  iiilerxalles 
penodirpies,  les  Irois  corps  se  relroiivenl  donc  dans  les  mômes  positions 
relalives.  Les  sidiilions  pijriodiques  soni  de  plusieurs  sortes.  Dans  celles  cpie 
|"ai  appek'es  de  la  preniièrc  sorte,  les  inclinaisons  sont  nulles  et  les  trois  corps 
se  meuvent  dans  un  m(^me  plan;  les  cxcenlricités  sont  tn'is  petites  et  les  orbites 
soni  j)resqiies  circulaires;  les  moyens  monvemenis  ne  sont  pas  commensu- 
rahles;  les  deux  |ilaii(''les  passent  en  mi^'ine  lemps  au  |)('Tilii'lie,  qui,  loin  di^'lre 
li\e,  loiinie  a\cc  une  rapidité  coiii|iarahle  à  celle  des  plaïu'Ies  elles-im^mes,  de 
lelle  lac(ui  (pie  ces  deux  astres  soni  au  périlu'lie  à  clia(pie  (•onjoncli(m.  (j'esl  à 
celle  cati'^one  ini'apparl  lent  la  preiiii('re  solulion  pi'riodique  (pii  ail  (■'l('' 
decoineile  el  (pie  son  inventeur,  M.  Ilill,  à  prise  pour  point  de  départ  de  sa 
lli(''orie  de  la  Lune. 

Dans  les  solutions  de  la  seconde  sorte,  les  inclinaisons  sont  encore  nulles, 
mais  les  excenIriciU's  sont  liiiies;  le  mouveinenl  du  pi'iilielie  est  liés  huit;  les 
moyens  inomcmenls  sont  pn'-s  d'être  commensurables  ;  les  périodes  anoiiia- 
listiques  (on  appelle  ainsi  le  temps  (pii  s'écoule  entre  deux  passages  consécutifs 
de  l'astre;  au  périhélie),  le  sont  exactement.  A  certaines  époques,  deux  planètes 
passent  (!n  môme  temps  au  périhélie.  Dans  les  solutions  de  la  troisième  sorte 
les  iiiclinais(uis  soni  linies,  les  (uhiles  sont  |)resque  circulaires;  le  mouvement 
des  p(''rili('lies  est  très  lent  et  égal  à  celui  des  nœuds;  les  périodes  anemia- 
listiqucs  soni  conimensiirahles  ;  à  certaines  époques  les  planètes  passent  en 
nn'me  lemps  aux  périhélies.  Je  laisse  de  c(jté  de  nombreuses  catégories  de 
soluli(jns  périodiques  plus  compliqué(;s  et  (pi'il  serait  trop  long  d'énumérer. 
Il  Y  a  ensuite  les  solutions  asymptoUques.  Pour  liien  l'aire  comprendre  ce 
<|ii  on  ddil  ciilciidrc  par  là,  (lu'im  me  pernielle  d Ciiipli j\  er  un  exemple  simple. 
Imaginoiiv   d'abord    nue  Terre   el   nu  .Siileil  isoliVs  dans  l'espace,  se  miiinaiil   ]iar 
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cnnsiMjuoiil  d'iiprt'S  les  lois  de  Kepler.  Supposons  cnciirc  pniir  Miiiphlicr,  que 
leur  inoiivciiiciiL  soiL  circulaire.  Donnons  iiininlenanl  à  celle  Terre  deux 
salclliles  Li  el  Lj  dont  la  masse  sera  infinimenl  petite,  de  telle  sorle  cpi'ils  ne 
troubleront  pas  le  mouvement  circulaire  de  la  Terre  et  du  Soleil,  et  qu'ils  ne 
se  troubleront  pas  non  plus  mutuellement,  chacun  d'eux  se  mouvant  comme 
s'il  élail  seul.  Choisissons  la  position  initiale  de  Li  de  façon  (jue  cette  Lune 
décrive  une  orbite  périodique;  nous  pourrons  alors  choisir  celle  de  h-,  de  faç(ui 
que  ce  second  satelliti^  décrive  ce  que  nous  appellerons  une  orbite  asynipto- 
tique.  D'abord  assez  éloigné  de  L,,  il  s'en  rapprochera  indéfiniment,  de  sorte 
qu'après  un  temps  infiniment  long,  son  orbite  différera  infinimenl  pim  de  celle 
de  Li.  Supposons  un  observateur  placé  sur  la  Terre  et  tournant  lentement  sur 
lui-môme  de  façon  à  regarder  coiistmiiinenl  le  Sideil.  Le  Soleil  lui  paraîtra 
immobile  et  la  Lune  L|  dcint  le  luouxcment  est  périndique  lui  seiiililera  ch'crire 
une  courbe  fermée  C.  La  Lune  L-,  décrira  alors  pour  lui  une  sorte  de  spiiale 
dont  les  spires  de  plus  en  plus  serrées  se  rapprocheront  indéfiniment  de  la 
courbe  C.  Il  y  a  une  infinité  de  pareilles  orbites  asjmptotiques.  L'ensemble  de 
ces  orbites  forme  une  surface  continue  S  qui  passe  par  la  courbe  C  et  sur 
laquelle  sont  tracé'es  les  spires  dont  je  viens  de  parler  (*). 

Mais  il  y  a  une  autre  catégorie  de  solutions  asymptotiqiies.  Il  peut  arri\er, 
SI  Fiui  choisit  convenablement  la  position  initiale  de  L^,  que  ct'lle  Lune  aille 
en  s'i'loignant  de  Lj,  de  telle  façon  qu'à  une  époque  très  reculée  dans  le  passé, 
son  orbite  difféi-e  1res  peu  de  celle  de  Lj.  Pour  notre  observateur,  ce  satellite 
décrira  encore  une  courbe  en  spirales  dont  les  spires  se  rapprocheront 
indéfiniment  de  la  courbe  C;  mais  il  la  décrira  en  sens  contraire  en  s'eloignaul 
constamment  de  C.  L'ensemble  de  ces  nouvelles  orbites  asjmptotiques  formera 
une  seconde  surface  continue  S'  passant  également  par  la  courbe  D. 

Enfin  il  y  a  une  infinité  de  solutions  double/iic/i/  ((symj)totiqiu's'.  c'est  là 
un  point  que  j'ai  eu  beaucoup  de  peine  à  établir  rigoureusement.  11  peut 
arriver  que  le  satellite  Lo,  d'aliord  très  rapproclié  de  l'orbite  de  L,,  s'en 
éloigne  d'abord  ijeaucoup  el  s'en  ra])proche  ensuite  de  nouveau  in<l('flniiiient. 
A  une  époque  très  reculée  dans  le  passé,  cette  Lune  se  trouvait  sur  la 
surface  S',  et  y  décrivait  des  spires  en  s'éloignanl  de  C;  elle  s'est  ensuite 
beaucoup   éloignée   de  C;    mais   dans   un   temps    très   long  elle  se    retrouvera 

C)  It  peut  arriver,  si  l'inclinaison  des  orbites  est  nulle,  que  S  se  réduise  à  une  surface 
infiniment  aplatie,  lormcc  de  plusieurs  feuillets  plans  superposés,  et  analogues  aux  surfaces  de 
Riemann. 
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MU-  la   Mii^liicc  s  cl   (It'ci'ira    ilc    iioiimmii    des   spires   en    se    ra|i|iroclianl    de   C 

Soient    L.<.  L; L„,  //  —  i     lunos    dccrivaiil     dos    orbites    doul)li'iiicnl 

iisvmplotiques;  à  une  époque  reculée,  ces  ii  —  i  lunes  se  niouvenl  eu  suixani 
des  spirales  sur  S';  en  parcourant  cette  surface,  on  rencontre  ces  ii  —  i  orbites 
dans  un  cerlaiu  ordre.  Au  lioul  d'un  Iciiips  1res  lonj;,  nos  salellitcs  se 
relr'ouxeroul  sur  S  el  dédiront  de  nouveau  des  spirales;  mais,  en  parcourant 
celte  surface  S.  on  rencoutrcra  les  (iri)ites  des  n  —  i  lunes  (l(tns  un  ordre  lnu( 
différent .  Ce  fait,  pour  peu  cpiiin  prenne  la  peine  d'y  rétlécliir,  sendjlera  une 
jirenve  éelalante  de  la  complexité  du  prohlènie  des  trois  corps  et  de 
l'inipossibililé  de  le  résoudre  avec  les  instruments  tTcluels  de  l'Analyse. 

1I[.  —  L'Astronomie  ne  nous  (dire  aucun  exem|)lc  d'un  système  de  trois  ou 
de  plusieurs  corps  dont  les  conditions  initiales  du  mouvement  soient  tidics 
(pi'ils  décrivent  cxaclemeni  des  orbites  périodiques  ou  asynq^toliques. 
D'ailleurs  a  priori  la  probabilité  pour  que  cette  circonstance  se  présentât  était 
manifestement  nulle.  On  ne  peut  pas  en  conclure  (pie  les  considérations 
précédentes  ne  sont  intéressantes  que  pour  le  géomètre  et  iuiililes  à 
rastronoiuc.  Il  piiil  arriver,  en  efTet,  et  il  arrive  quelquefois  que  les  conditions 
initiales  du  mouvement  diflèrent  peu  de  celles  cpii  correspondent  à  une 
solution  périodique.  L'étude  de  cette  solution  présente  alors  un  double  inté'rèt. 

Dabord.  le  plus  souvent,  le  mouvement  de  l'astre  présentera  une  inéf;alité 
iloiit  le  coefficient  sera  très  j^rand,  mais  très  peu  diflèrent  de  ce  ((ii'il  serait  si 
l'orUite  était  ri;;oureusement  périodique.  Le  calcul  de  cette  solutiiui  |ieiiodiqiie 
t<iiiriiiia  alors  ce  coefficient  plus  rapidement  el  plus  exactement  (pie  les 
méthodes  anciennes.  C'est  ce  qui  est  arrive  dans  la  llieorie  de  la  Lune  de 
M.  Hill  pour  le  calcul  de  cette  jurande  inégalité  appelée  variation. 

En  sec(jn(l  lieu,  l'orbite  périodique  peut  ètie  prise  coimne  première 
appnjximatiou,  comme  "  orbite  intermédiaire  »  pnui-  eiiipi(j\er  le  lauj;a^e  de 
M.  Gyldén.  La  secomle  approximation  conduit  al(Us  à  un  calcul  r(dal  ivcmeiit 
facile,  parce  (pie  les  e(piations  sdul  linéaires  et  à  coefficients  pc'riodicpies.  C'est 
aiuM  (pie  M.  Ilill  a  calciiii'  le  moineiiieiil  du  |MTi^i'e  el  ijii'il  aurail  pu  calculer 
également  le  UKuivemenl  du  no'iid  et  la  grande  inégaliU'  connue  s<uis  le  iioiii 
d'éveclion. 

Je  p(Jlirrais  ciler  beaiicniip  d'antres  eveiuples.  l  11  des  salelliles  de  .Saliirue  a 
un  moiivemeiil  liés  lr<iiildé'  :  son  |M''risaliiriie  loiiriie  très  rapideiiieul; 
^L   Tisserand   a    rallai  lie   sa    llj('orie  à    l'iMiide   d'une  solution   periodupie  de  la 
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première  sorte.  La  même  méthode  est  applicable  à  une  certaine  petite  planète 
dont  le  moyen  mouvement  est  sensiblement  double  de  celui  de  Jupiter  et  cpie 
M.  Ilarzer  a  étudiée. 

Gauss  a  cru  pouvoir  affirmer  que  les  mouvements  moyens  de  Jupiter  et  de 
Pallas  étaient  entre  eux  exactement  dans  le  rapport  de  7  à  18.  Si  ses  vues 
venaient  à  se  confirmer,  ce  qui  est  encore  douteux,  la  théorie  de  Pallas  se 
ramènerait  à  celle  d'une  solution  périodique  de  la  seconde  sorte. 

Mais  l'exemple  le  plus  frappant  nous  est  fourni  par  l'étude  des  satellites  de 
Jupiter.  Les  relations  qui  ont  lieu  entre  leurs  moyens  mouvements,  et  dont  la 
découverte  est  le  plus  beau  titre  de  gloire  de  Laplacc,  montrent  que  leur  orljite 
diffère  fort  peu  d'une  orbite  périodique;  en  y  regardant  de  près,  on  \()lt  ipic  la 
méthode  spéciale  créée  par  le  génie  de  ce  grand  géomètre  ne  diffère  pas  de 
celle  que  nous  préconisons  ici. 

IV.  —  Les  équations  différentielles  du  jiroblème  des  trois  cor|)s  atlniellciil 
un  certain  nombre  d'intégrales  qui  sont  connues  depuis  longtemps;  ce  sont 
celles  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  celles  des  aires,  celles  des  forces 
vives.  Il  était  extrêmement  probable  qu'elles  ne  pouvaient  avoir  d'autres 
intégrales  algébriques;  ce  n'est  cependant  que  dans  ces  dernières  années  cpie 
M.  Bruns  a  pu  le  démontrer  rigoureusement.  Mais  on  ne  peut  aller  plus  loin; 
en  dehors  des  intégrales  connues,  le  problème  des  trois  cor[)s  n'admet  aueiiiic 
intégrale  analytique  et  uniforme;  les  propriétés  des  solutions  périodiques  et 
asynq)totiques,  étudiées  avec  attention,  suffisent  pour  l'établir.  On  peut  en 
conclure  que  les  divers  développements  proposés  jusqu'ici  sont  divergents;  car 
leur  convergence  entraînerait  l'existence  d'une  intégrale  uniforme. 

Dirai-je  pour  cela  que  le  problème  est  insoluble?  ce  mot  n"a  (las  de  sens; 
nous  savons  depuis  1882  que  la  quadrature  du  cercle  csl  uupossildc  avec  la 
règle  et  le  compas,  et  pourtant  nous  connaissons  71  avec  beaucoup  plus  de 
décinuiles  (juc  n'en  pourrait  donner  aucune  construction  graphique.  Tout  ce 
((ue  nous  pouvons  dire,  c'est  que  le  problème  des  trois  corps  no  peut  éire 
r('solu  avec  les  instruments  dont  nous  disposons  actuellement;  ceux  (pi'il 
faudra  imaginer  et  employer  pour  obtenir  la  solution  devront  certainemeni 
être  très  did'érenls  et  d'une  nature  iieaucoup  plus  compliquée. 

V.  —  Une  des  questions  qui  oui  le  plus  [iréoccupé  les  cherciieurs  est  celle 
de  la  stabilité  du  système  solaire.  C'est  à  vrai  dire  une  question  iuatiiéiuati(pie 
plutôt    que    physique.    Si    l'on    découvrait    une    démonstration    générale    et 
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rinourousc,  on  n'en  devrait  pas  concliiri'  ([uc  le  système  solaire  esl  (Merncl. 
11  peut  en  efTet  ôtre  soumis  à  d'autres  t'urces  que  celle  de  Newton,  et  les  aslres 
ne  se  réduisent  pas  à  des  poinis  uiatériels.  Bien  des  causes  peuvent  dissijier 
peu  à  peu  l'énergie  du  systèuic;  ou  n'est  pas  absolument  certain  (ju'il  n'existe 
pas  (le  iiiilii'ii  résislani  ;  (Taulrc  pari,  les  marées  alisorhenl  de  rén<'ri;ie  tpii  esl 
incessammeul  convertie  en  ciialeur  par  la  viscosité  des  mers,  et  celte  énergie 
ne  peut  élre  empruntée  qu'à  la  force  vive  des  corps  célestes.  De  plus,  si  tous 
les  aslres  sont  des  aimanis  r(unme  la  Terre,  leurs  mouvements  doivent 
produire,  par  une  induction  imiluelle,  des  courants  dans  leur  masse  et,  par 
conséqueul,  de  la  chaleur  qui  est  encore  empruntée  à  leur  force  vive.  Mais 
toutes  ces  causes  de  deslructiiui  agiraient  lieaueoup  plus  lentenu^nl  cpu'  les 
pcrlurlialiiins,  et  si  ces  dernières  n'étaient  pas  capables  d'en  altérer  la  stabilité, 
le  système  solaire  serait  assuré  d'une  existence  beaucoup  |dus  longue. 
La  question  de  la  stabilité  conserve  donc  toujours  un  très  grand  intérêt. 

Lagrangc,  par  une  démonstration  d'une  admirable  simplicité,  a  montré  que, 
si  l'on  néglige  les  carrés  des  masses,  les  grands  axes  des  orbites  demeurent 
invariables,  ou  plutôt  que  leurs  xnrialions  se  réduisent  à  des  oscillations 
périodiques  d'amplitude  finie  autour  de  leur  valeur  moyenne.  Poisson  a  étendu 
la  dc'iiKuislralion  au  cas  ou  l'on  tient  couqjle  des  carrés  des  masses  en 
négligeant  leurs  cubes;  mais,  malgré  la  virtuosité  analytique  dont  il  a  fait 
preuve,  son  analyse  montre  déjà  les  défauts  des  anciennes  métliodcs.  llmonlre, 
en  ellct,  que  les  grands  axes  éprouvent  autour  de  leur  valeur  moyenne  des 
oscillations  périodiques;  mais,  d'après  ses  furuiules,  l'amplitude  de  ces 
oscillations  pourrait  cioîlre  au  delà  de  toute  limite;  ce  n'est  là  (pi'une 
apparence  due  au  mode  de  développemenl.  el  si  l'on  ne  négligeait  pas  cerlains 
termes,  on  pourrait  prouver  que  cette  auqdilude  reste  finie.  Après  Poisson 
on  a  cherclié  à  trouver  une  démonstration  générale  ou  au  moins  à  établir 
l'invariabilité  des  grands  axes  en  tenant  compte  du  cube  des  masses.  Mathieu 
avait  cru  un  instant  y  réussii-;  mais  M.  .Spiru-Art'tu  a  uiunlré  cnsuile  (ju'il 
s'étail  lroiu|)é.  11  avait  ainsi  plutôt  condamné  les  anciennes  nuMlnidcs  que 
rlémonlré  riiisliil)ilit(''  du  système.  La  question  restait  entière. 

Toutes  ces  recherches  ont  exigé  de  grands  elTorls  qui  nous  sembh'nl 
aujourd'hui  bien  inutiles;  les  méthodes  de  M.  Gyldéu  el  e([lrs  <\r 
M.  Lindsledl  ne  donnent  en  efl'el,  si  loin  f\Hv  l'ctu  pousse  l'approximation,  (|ue 
des  lerm(;s  périodiques,  de  s(h-Ic  (pie  Ions  les  clcmeuls  des  oibiles  ur  peux  cul 
éprouver    (|ue    des    oscillalious   autour   dr    leur   valeur   moyenne.    La    (picslion 
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Sfrail  donc  rcsoluf,  si  ces  développements  élaienl  convergents.  Nons  savons 
nialheiireiisenienl  qn'il  n'en  est  rien. 

Incapables  pour  le  moment  de  résoudre  le  problème  général,  nous  pouvons 
nous  Ijorner  à  un  cas  particulier.  Imaginons  trois  masses  se  mouvant  dans  un 
luènu'  plan,  la  jtremière  très  grande,  la  seconde  assez  petite,  la  troisième 
in(ininienl  pelile  et,  par  conséquent,  hors  d'étal  de  lroul)ler  les  deux  autres. 
Supposons  de  plus  ipie  les  deux  grandes  masses  aient  un  mouvement  circulaire 
l't  uniforme.  Tel  serait  le  cas  du  Soleil,  de  Jupiter  et  d'une  petite  planète, 
si  l'on  n('gligeail  l'inclinaison  des  orbites  et  l'excentricité  de  Jupiter.  Dans  ce 
cas,  MM.  Hill  et  Boldin  ont  démontré  que  le  rayon  vecteur  de  la  pelile  planète 
reste  toujours  inférieur  à  une  limite  finie. 

Gela  ne  suffit  pas  toutefois  pour  la  stabilité;  il  faiil  encore  (pie  la  pelite 
masse  repasse  une  infinili'  dt-  f(us  aussi  près  que  l'on  veul  di'  sa  posilion 
initiale. 

Il  est  évident  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les  solutions  particulières, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  conditions  initiales  du  mouvement; 
l'existence  des  solutions  asyiii|)loli(pies  en  est  une  preuve  suffisante.  Mais. 
daulre  part,  lui  peut  rigonreiisemenl  démontn>r  que  l'un  peut  choisir  ces 
conditions  initiales  de  façcui  ipie  l'astre  re|)asse  une  infinité  de  fois  dans  le 
voisinage  de  sa  |)osition  primitive.  11  y  a  donc  une  infinité  de  solutiiuis 
particulières  qui  sont  instables,  au  sens  que  nous  venons  de  donner  à  ce  mot 
et  une  infinité  d'autres  qui  sont  stables.  J'ajouterai  que  les  premières  sont 
exceptionnelles  (ce  qui  |iermet  de  dire  iju'il  y  a  stabilité  en  général).  Voici  ce 
que  j'entends  par  là,  car  ce  mot  par  lui-même  n'a  aucun  sens.  Je  veux  dire 
(pi'il  y  a  wnv  probabilité  nulli'  pour  ([\\{-  les  conditions  initiales  du  inomciiienl 
soient  celles  qui  correspondent  à  une  solution  instable.  On  objectera  qu'il  \  a 
une  infinité  de  manières  de  définir  cette  probabilité;  mais  cela  reste  vrai  quelli' 
(pie  soit  la  définition  que  l'on  adopte,  à  une  condition  toutefois  :  soient  x  et  j' 
les  (M)ordonnées  de  la  troisième  masse,  x'  et  y'  les  composantes  de  sa  vitesse, 
.l'apiulle  Vdxdydx'  dy'  la  probaliilité  pour  que  X  soit  compris  entre  Xa 
et  Xo+dx,  y  entre  ^'o  et  y^+dy,  x'  entre  a?'„  et  x'„-\-dx',  ^^'  eiilre  y'„ 
cl  _)'„+<'(}■'.  Nous  pouvons  définir  la  probaliilité  comme  nous  le  voulons  el. 
par  conséquent,  nous  donner  arbitrairement  P  en  fonction  de  Xu,  >'o,  x'^  ''!•  J',, ■ 
Eh  bien,  le  résultat  que  j'ai  énoncé  plus  haut  reste  vrai,  quelle  que  soit  celle 
fonction  P,  poiinit  qa\'lle  soit  continue. 

H.  P.  —  VIII.  6S 
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Revue  scientifique,  t.  9,  p.  (io|)-6i3  (ijj  iniii  iSijS). 


I.cs  personnes  ([iii  s'inléresscnl  aux  progrès  do  la  Mécanique  célcsle,  mais 
(|iii  ne  peiiveni  les  suivre  ([ue  de  loin,  doivent  épronver  quelque  élonnemenl 
en  voyanl  conil)ien  de  fois  on  a  dénumlré  la  slabdilé  du  sysiènie  solaire. 

La!;range  la  eliihlie  d  aliord,  Poisson  Fa  iléiiionlrét'  de  nouveau,  d'aulri'S 
deuiouslralions  sont  venues  depuis,  d'aulres  viendront  encore.  Les  dénions- 
Iralions  anciennes  étaient-elles  insuffisantes,  ou  sont-ce  les  nouvelk's  ([ui  sont 
superflues  ? 

[^'('lonncnienl  de  ces  personnes  rcdoublerail  sans  doute,  si  on  leur  disail 
(ju'iiii  jour  [leul-êlre  un  nialliématicien  fera  voir,  par  un  raisonnemeni 
rigoureux,  que  le  système  planétaire  est  instable. 

Cela  pourra  ai'ri\er  ccpendani;  il  n'y  aura  là  rien  de  conlradicloire,  cl 
cependani  les  demonsi  rai  ions  anciennes  conserveront  leur  valeur. 

CVesl  (pi'eii  ellel  elles  ne  soni  (pie  des  approximations  successives;  elles 
n  oui  dune  pas  la  pn'lention  d'enfermer  rigoureusemenl  les  éléments  des 
orlules  eiilre  des  llmiles  ('Iroiles  (jiie  jamais  elles  ne  pouiionl  iranclnr-.  mais 
elles  nous  appremieni  du  moins  (pie  certaines  causes,  ipii  semhlaieiil  il  alxu'd 
dcMiir  laire  \ariei-  ces  elemenls  assez  rapidement,  ne  prodiiisenl  en  réalité  ipie 
des  \ariali(jns  iieaiicoiip  plus  lentes. 

(..'attraction  de  .liipilei-,  à  distance  égale,  est  mille  fois  |)lus  petite  (|ue  celle 
duSoh.'ii;  la  lorce  perliiilialrice  est  donc  petite,  et  ceix'iidant,  si  (die  agissait 
toujours  dans  le  môme  sens,  elle  ne  larderait  pas  à  produire  des  efl'cts  très 
appréciables. 

Il  n'en  est  jias  ainsi,  et  c'est  là  le  poiiil  (pi'a  claldi  Lagraiige.  Au  lioiit  il  nu 
pclil    nombre  danni'es,   deii\   planèles  (pu  agissent  l'une  sur  lanlre  ont  occupi^ 
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sur  It'iirs  orhilcs  IdUlcs  Irs  posiUniis  possibles;  dans  ces  diverses  [josilions  leur 
acUon  miiluelle  élail  dirij^ée,  lanlùt  dans  un  sens,  lanlôL  dans  le  sens  opposé, 
ol  cela  de  telle  façon  qu'au  bout  de  peu  de  temps  il  y  ail  compensation  presque 
exacte.  Les  grands  axes  des  orbites  ne  sont  pas  absolument  invariables,  mais 
leurs  variations  se  réibiisent  à  des  oseillations  de  faible  am|>litude  de  |)iirl  el 
d'aulre  d'une  valeur  moyenne. 

Cette  valeur  moyenne,  il  esl  \rai,  n'est  pas  rigoureusement  fixe,  mais  les 
cliangeinents  qu'elle  éprouve  sont  extrêmement  lents,  comme  si  la  force  (pii  les 
|n-oduisait  était  non  plus  mille  fois,  mais  un  million  de  fois  plus  petite  que 
l'attraction  solaire.  On  peut  donc  négliger  ces  cliangements  qui  sont,  comme 
on  dit,  de  l'orflre  du  carré  des  masses. 

Quant  aux  autres  éléments  des  orbites,  tels  que  les  excentricités  el  les 
inclinaisons,  ils  peuvent  éprouver,  aultujr  de  leurs  valeurs  nujycnnes,  des 
oscillations  plus  amples  et  plus  lentes,  mais  auxquelles  on  peut  facilement 
assigner  des  limites. 

Voilà  ce  qu'ont  montré  Lagrange  et  Laplaee;  mais  Poisson  est  alii'  plus  loin. 
Il  a  voulu  eluibri-  les  lenis  cliangeuu'nts  epiouves  jiar  les  valeurs  moyennes, 
cliangements  dont  |"ai  parlé  plus  haut  el  (pie  ses  devanciers  avaient  d'aboiMl 
négligés. 

Il  montra  que  ces  changements  se  réduisaient  encore  à  des  oscillations 
périodicjues  autour  d'une  valeur  moyenne  tpii  n'iqïrouvait  que  des  variations 
mille  fois  plus  lentes  encore. 

C'était  un  plis  ilr  plus,  mais  ce  ii'élail  eneore  (luiiiie  approximation;  depuis 
on  a  iail  d'autres  pas  en  avant,  mais  sans  arrivera  une  démonstralion  complète, 
définitive;  el  rigoureuse. 

Il  y  M  un  cas  qui  paraissait  ('cliajiper  à  l'analyse  de  Lagrange  el  de  l'oisson. 
.Si  les  deux  moyens  mouvements  sont  commensurables  entre  eux,  au  Ixuit  (rim 
certain  nombre  de  révolutions,  les  deux  planètes  et  le  Soleil  se  retroiivei'oiii 
dans  la  même  situation  relative  et  la  force  perturbatrice  agira  dans  le  même 
sens  (pi'aii  début.  La  compensation  dont  j'ai  parlé  plus  liaiil  ne  se  produit  plus 
alors,  el  Ion  peut  craindre  que  les  ellets  des  pérliirliations  ne  finissent  pai' 
s'accumuler  el  devenir  considérables.  Des  travaux  plus  récents,  entre  autres 
ceux  de  Dclaunay,  de  Tisserand,  de  Gyldèn,  ont  fait  voir  que  cette 
accumulation  ne  se  jirodult  j)as.  L'ampliludi;  des  oscillations  esl  un  peu 
augmentée,  mais  reste  pourtant  très  petite.  Ce  cas  particulier  n'écliappe  donc 
pas  à  la  règle  générale. 
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\tin  sciilciiu'iil  1)11  scsl  ili'liMprassc  ilc  ces  cxcciiIkiiis  ii|)|i:irriili's,  iiuiis  on 
SCSI  mieux  i-eiiilii  eiiin|ile  des  l'iiisims  |)i'(ii(iii(les  de  ees  coiiipeiisiilioiis 
(|ii"a\:iieiil  reiii;ii'(jiiees  les  lomlateiirs  de  la  Mecani(|iie  eideslc.  On  a  |)onssé 
plus  loin  (jue  Poisson  l'approxiinalion,  mais  on  n'en  esl  encore  (pi'à  une 
approxinialion. 

(  )n  peiil  deiiKiiiIrei'.  dans  ccriains  cas  pailiculicrs.  (|ue  les  ('lénienls  de 
Idihile  d  une  planète  redeviendront  une  inlinili'  de  lois  très  voisins  des 
eleuu'iils  initiaux,  el  cela  csl  proijablenieiit  vrai  aussi  dans  le  cas  général,  mais 
cela  ne  suffit  pas;  il  faudrait  faire  voir  que  non  seulenienl  ces  éléments  riiiironl 
par  rejirendre  leurs  valeurs  primitives,  mais  qu'ils  ne  s'en  écarteront  jamais 
lieaucoup. 

Celte  dernière  di'fiionstiation.  on  ne  l'a  jamais  donnée  d'une  manière 
rigoureuse,  el  il  est  même  prohalde  (pie  la  proposition  nCst  pas  ri^oiireusenu'iit 
vraie.  Ce  qui  est  vrai  seulement,  c'est  que  les  éléments  ne  pourront  s'écarler 
sensil)leinenl  de  leur  valeur  primitive  qu'avec  une  extrême  lenteur  et  au  bout 
d'un  temps  tout  à  fait  énorme. 

Aller  |ilus  loin,  alliiiiier  ipie  ces  éléments  resteront  ikui  pas  trcs  lon^temjis. 
mais  ton  jours,  compris  entre  des  limites  étroites,  c'est  ce  qiH'iioiis  ne  pouvons 
faire. 

Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que  le  problème  se  pose. 

Le  mathématicien  ne  considère  que  des  astres  fictifs,  réduits  à  de  simples 
points  matériels,  el  soumis  à  l'action  exclusive  de  leurs  allractions  mutuelles 
qui  suit  rigoureusement  la  loi  de  Newton. 

Comment  se  coinpoilerait  un  pareil  système;  serait-il  stable?  C't'st  là  un 
problème  aussi  dillicile  (printéressant  pour  l'analyste.  Mais  ce  n'est  pas  celui 
qui  correspond  au  cas  de  la  nature. 

Les  astres  réels  ne  sont  pas  des  points  matériels,  et  ils  sont  soumis  à  d'autres 
forces  que  l'altraclion  newtonienne. 

Ces  forces  complémi'iilaires  devraient  avcur  pnur  ellet  de  iiiodider  peu  à  peu 
les  orbites,  alors  même  (pie  les  astres  liclils  elivisaf^és  par  le  mal  liemal  icieii 
|(iuiiaieiit  de  la  slabiliti'  absolue. 

Ce  (jiie  nous  devons  nous  demander  alors,  c'osl  si  cette  stabilité  sera  plus 
vilt!  détruite  par  le  simple  jeu  de  l'altraclion  ne\\'lonienne,  ou  par  ces  forces 
coniplériienlaires. 

Quand  I  a  jiproMiiia  I  ion  sera  |)oiiss(''e  assez  loin  piiiir  (pie  nous  s(i\oiis 
certains  que  les  variations  1res  lentes,  (jiie  ratliaclioii  iiew  loniciiiie  lait   subir 
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aux  orbites  des  asircs  ficlit's,  ne  peuvent  îilre  que  très  petites  pendani  le  temps 
qui  suffit  aux  forces  complémentaires  pour  achever  la  destruction  du  système; 
quand,  dis-je,  l'approxiinatiuii  sera  poussée  jusque-là,  il  sera  inutile  d'aller 
plus  loin,  du  moins  au  point  de  vue  _des  applications,  et  nous  devrons  nous 
considérer  comme  satisfaits. 

Or  il  semble  bien  ([uc  ce  point  soit  alhMiit;  sans  vouloir  citer  de  cbillVcs,  je 
crois  (pic  les  elYels  de  ces  forces  complémentaires  soni  l)caiicoii|)  pbis  i;i-iincls 
fpie  ceux  des  termes  néf^ligés  par  les  analysles  dans  les  il<''m(inslrali(ins  les 
[)lus  récentes  de  la  stabilité. 

Voyons  en  ell'et  quelles  sont  les  plus  importantes  de  ces  forces 
complémentaires. 

La  première  idée  qui  vient  à  l'esprit,  c'est  (pic  la  loi  de  i\(>\\lon  n'est  sans 
doute  pas  absolument  exacte;  (pic  l'ai  Irartion  n'est  pas  ri^oiirciis(Miiciil 
|)iiipoi-lionnelle  à  l'inverse  du  cari'é  des  distances,  mais  à  (piclinie  autre 
fonction  des  distances.  C'est  ainsi  cjiie  M.  jNevvcoml)  a  deriiicrciiicui  clierrln''  à 
ex])liqner  le  iiKuivement  du  périhélie  de  Mercure. 

Mais  on  M)it  bien  jvilc  (pie  cela  ne  saurait  inlhier  sur  la  slabiiitc'.  Il  est  vrai 
(pic,  d'après  un  théorème  de  Jacobi,  il  y  aurait  instabilité  si  l'attraction  était  en 
raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

Il  est  aisé,  ])ar  un  raisonnement  grossier,  de  se  rendre  compte  poiir(pioi  : 
avec  une  |iareille  loi,  l'ai  traction  serait  considérable  aux  petites  distances  et 
extn^memenl  faible  aux  grandes  distances.  Si  donc,  pour  une  raison 
(pielconcpie,  la  distance  d'une  des  planètes  au  corps  central  venait  à  auginenlcr, 
l'attraction  diminuerait  rapidement  et  ne  serait  plus  capable  de  la  retenir. 

Mais  cela  n'a  heu  (pic  pour  des  lois  très  différentes  de  celle  du  earr(;  des 
distances.  Toutes  les  lois,  assez  voisines  de  celle  de  Newton  |)our  cire 
acce|ilaldes,  sont  écpiivalenics  au  point  de  vue  de  la  stabilité. 

Mais  il  y  a  une  autre  raison  qui  s'oppose  à  ce  que  les  astres  se  meuvent  sans 
s'écarter  jamais  beaucoup  de  leur  orbite  primitive. 

D'après  la  seconde  loi  thermodynamique,  connue  sous  le  nom  de  principe 
de  Carno/,  il  y  a  une  dissipation  continuelle  de  l'énergie,  qui  tend  à  perdre  la 
forme  du  travail  mécanique  pour  prendre  la  forme  de  la  chaleur;  il  existe  une 
certaine  ionclion,  nommée  e/itropic,  dont  il  est  luulile  de  raiipcler  ici  la 
définition;  l'entropie,  d'après  cette  seconde  loi,  jx'iit  rester  constante  ou 
diiiiiiiiici-,    mais    ne    |)eiil    jamais    aui;iiienter.    Dès   (pTelle   s'est   écarh'c   de   sa 
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valeur  primitive,   ce  (inClle  ne  peut   huic  (jn'eii  (liniiniiniil .   elle  ne  [icnl    plus 
jamais  v  re\enii\  |>uis(jue  |huip'  echi  il  laudrail  aiij;iiu'nl('r. 

Le  moiiilr,  |iiir  eoiiséqueal ,  ne  |)iiuria  jamais  revenir  à  s(in  elal  iiriniilil  (ni 
dans  un  t'Ial  [hmi  diHereul,  dès  que  son  enlro|ii('  a  eiiangé.  C'esL  le  conliaire  de 
la  slaliilili'. 

(  )i-  rciilr(i|iic  diiiiiniie  loules  les  fois  que  se  |ii(Hliiil  un  plir'aoïiiène  irn-xcrsiMe. 
Irl  i|nc  le  Irol  Iciiicnl  de  deux  Solides,  le  iiioiix  ciiicnl  diin  liquide  vis(|iieu\, 
I  i'eliaui;e  de  elialciir  en  Ire  deux  corps  de  leiiipeial  me  diMV'i-enle,  r('eliaiiir('iii('iil 
d  un  eonducleiir  par  le  passai;('  d'un  roiiranl. 

Si  nous  observons  alors  (pi'il  n'y  a  pas  en  icalili'  de  plicuimiène  iiAcrsilde, 
(pie  la  n'xei'siliilile  nesl  (piiin  ras  liiuile.  un  ras  idéal  iloiil  la  ualiirc  peiil 
ap|ii(ii'lirr  plus  ou  luoins.  mais  qii'idle  ne  pciil  |auiais  al  Icindic,  nous  serons 
auicm's  à  conclure  que  rinslabililé  csl  la  loi  ilc  Ions  les  phciKuiièncs  nalurels. 

I.i's  uuuivemenis  des  corps  célestes  seraienl-ils  seuls  à  \  ecliappri?  On 
|ioiiiiail  le  eroiri'  en  \oyanl  (pi'ils  se  j)assi'nl  dans  le  \  idr  el  soûl  ainsi 
soiisl  la  Ils  au  Irol  teuu'ul . 

Mais  le  \idr  inlerplani'laire  esl-il  ;d)solii.  ou  bien  les  asires  se  meu\enl-ils 
dans  un  milieu  exlrrincmcnl  U'uiu.  doiil  la  ri'sislanee  esl  excessix  riiicul  lailde. 
mais  (pu  esl  cependani  r('sistant  ? 

Les  aslrononu's  n'ont  jiii  (■\pli(pier  le  mouvemeni  de  la  eoinèle  dEneke 
(piCu  siipjiosanl  l'existence  diin  pareil  milieu.  Mais  le  milieu  résistant  <pii 
rcudrail  compte  des  anomalies  de  celle  com("'le,  s'il  existe,  se  Irmive  con(ln(' 
dans  le  voisina!j;e  imméilial  du  .S(deil.  Celle  eoiiK'-le  \  pt'm'lrerail ,  mais  aux 
dislances  où  sont  les  planètes,  l'aclKui  de  ce  luilieii  cesserait  de  se  faire  seulir 
ou  deviendrait  beaucoup  plus  faible. 

Il  aurait  pour  efl'et  indirect  d'accèl(''rer  le  mouvemeni  des  planètes;  perdani 
de  I  (■uci;;ie.  elles  tendraient  à  tomber  sur  le  Soleil;  et,  en  \erln  de  la  troisième 
loi  de  ki'pler.  la  dun;e  de  la  révolulKui  diminiiei'ail  en  im'me  leinps  cpie  la 
dislance  au  corps  central.  Mais  il  est  impossible  de  se  iaire  une  id(''e  de  la 
iapidil(''  avec  hupielle  cel  cH'et  se  produirait,  puis(pie  muis  u'aNons  aucune 
nolion  sur  la  densité  de  ce  milieu  liypol  liel  upie. 

Une  nuire  cause,  dont  je  vais  jiarler  mainlenanl,  doil  avoir,  seiiilile-l-il,  une 
action  j)lus  prompte.  Soupçonnée  de|)uis  lon^ltunps,  elle  a  ('le  surloiil  mise  en 
lumière  par  Delaunaj  el,  après  lui,  par  (1.  Darwin. 

Les  nian'-es,  conséquences  diiceles  des  UKuneiiieuls  C('lesles,  ne  s'ari  èleiaieiil 
que    si    ces    nioii\  ciiienls    cessaieiil    eux-mêmes;    eepeiidaiil    les    osedlal  KUis    des 
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ni(?rs  sonl  nccuinpagnéos  de  froUoinfnts  el,  par  conséquent,  prodiiisenl  de  I: 
clialeur.  Celle  chaleur  ne  peul  être  empruntée  qu'à  l'cniergie  qui  produit  les 
marées,  c'csl-à-dire  à  la  force  vive  des  corps  célestes. 

Nous  pouvons  donc  prévoir  que  celle  force  vive  se  dissipe  peu  à  peu  par 
cette  cause,  et  un  peu  de  ré(lexi(ui  nous  fera  comprendre  par  quel  mécanisme. 

La  surface  des  mers,  soulevée  par  les  marées,  présente  une  sorte  de 
bourrelet.  Si  la  ])leine  mer  avait  lieu  au  mouu"'nl  du  passage  de  la  Luur  au 
méridien,  celle  surface  serait  celle  d'un  ellipsoïde  dont  l'axe  irait  passer  par  la 
Lune.  Tout  sérail  symétrique  par  rapport  à  cet  axe,  et  l'attraction  de  la  Lune 
sur  ce  bourrelet  ne  pourrait  ni  ralentir,  ni  accélérer  la  rotation  terrestre. 

C'est  ce  qui  arriverait  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement;  mais,  par  suite  des 
trollemenis,  la  |)ieine  nu'r  osl  en  relard  sur  le  passage  de  la  Lune;  la  syuK-trie 
cesse;  Faltraction  île  la  Luni'  sur  le  i)ourrelel  ne  passe  plus  jiar  le  cenlrc  de  la 
Terre  et  tend  à  ralentir  la  rotation  de  notre  globe. 

Delaunay  estimait  que,  pour  celle  cause,  la  durée  du  jour  sidéral  augmente 
d'une  seconde  en  cent  mille  ans.  C'est  ainsi  qu'il  \t)ulait  expliquer  l'accélération 
séculaire  du  mouveuu'ul  de  la  Lune.  F>a  lunaison  nous  seinlilciail  dcvciiii-  de 
plus  en  plus  courte,  parce  que  riinili'  de  Iciiips  à  jaipielle  nous  la  ra|i|)cii  Ions, 
le  jour,  deviendrait  de  ])lus  en  plus  longue. 

Quoi  qu'on  doive  jienser  du  cliifTre  donné  par  Dcdaunay  et  de  l'explicalinu 
((u'il  propose  pour  les  anomalies  du  mouvement  lunaire,  il  est  diflieile  de 
contester  l'efTet  produit  par  les  marées. 

C'esl  même  ce  qui  peut  nous  aider  à  comprendre  un  fait  bien  connu,  mais 
bien  surprenant.  On  sait  que  la  durée  de  la  rotation  de  la  Lune  est  précisémeni 
';gale  ci  colle  de  sa  révolution;  de  telle  sorte  que,  s'il  y  a^ait  di^s  mers  sur  cet 
astre,  ces  mers  n'auraient  pas  de  marées,  du  moins  de  marées  dues  à  l'altractlon 
de  la  Terre;  car  pour  un  observateur  situé  en  un  point  de  la  surface  de  la  Lune, 
la  Terre  serait  toujours  à  la  même  hauteur  au-dessus  de  l'horizon. 

On  sait  également  que  Laplace  a  cherché  l'explicali(Ui  de  celte  étrange 
coïncidence. 

Comment  les  deux  vitesses  peuvent-elles  être  exactement  les  mêmes?  La 
probabllit(''  d'une  égalité  rigoureuse  due  au  simple  hasard  est  évidemment 
nulle. 

Laplace  suppose  que  la  Lune  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  allongé;  cet 
ellipsoïde  se  comporte  comme  un  pendule  qui  serait  en  éipiililuc  (piaud  le 
grand  axe  est  dirigé  suivant  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  astres. 


e 
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Si  la  vitosst"  initiale  ilc  idlalKm  iIiHVtc  |icii  de  la  vitesse  de  révoliilioii, 
l'oUipsoïde  oscillcrii  de  pari  cl  d'aiilie  de  sa  posilioii  d'équilibre  sans  jamais 
s'en  écaiiei-  lieaiicciup.  ("est  ainsi  (juc  se  comporte  un  pendule  qui  a  reçu  une 
faible  impulsion. 

La  \  liesse  moyenne  de  lolallon  est  alors  exaclcnienl  la  nu"'iÈii'  (pie  (-(die  de  la 
p(i>iliiiii  (recpillllire  autcnir  de  laipiclle  le  grand  axe  oscille;  elle  esl  donc  la 
nièuii'  (pie  ((die  île  la  droite  (pii  joinl  les  centres  dos  deux  astres,  l'allé  esl  doue 
rijidureuseinenl  ei;ale  à  la  vitesse  de  r('^vi>luti(in. 

Si,  au  contraire,  la  vitesse  initiale  dilh're  uolaldemeiit  de  la  vitesse  de 
n'\(dulion,  le  j;iaiid  axe  nViscillera  plus  îiutour  de  sa  position  déquililu'e, 
couiuie  lin  pendule  (pii,  sous  une  loile  impnlsioii.  di'cril  un  cercle  coiiipiel. 

Il  sullil  donc  que  la  xlU'sso  de  révolution  soit  ^V  })cu  près  égale  à  la  vitesse 
iiiilidlc  de  idlatioii.  pour  qu'elle  soit  exaclemcul  égale  à  la  vitesse  moyenne 
de  idialiou.  l  ne  (■galité  rigoureuse  n'étant  plii>.  nécessaire,  le  paradoxe  se 
lidii\  e  ('•carU'. 

L'explication  esl  incoinplèle  cependant .  (Oiudle  est  la  raison  de  cotte  égalité 
appi'ocliée.  dont  la  |)robabilité  n'est  plus  nulle,  il  esl  viai,  mais  reste  assez 
faible?  El  siirloul,  pourquoi  la  Lune  n'éprouve-l-(dle  d'oscillations  sensibles  de 
part  et  d'aiilre  de  sa  position  d'équilibre  (si  nous  éliminons,  bien  enlondu,  ses 
diverses  librations  dues  à  d'autres  causes  (jiu  sont  bien  connues)?  Ces 
oscillalions  devaient  exislei'  à  l'origine;  il  laiil  (pi'ellcs  se  soient  éteintes  par 
une  sorte  de  l'roi leiueul  ;  cl  loiii  porte  à  croire  (pie  le  mécanisme  de  ce 
liiillciiicul  est  ciliii  cpie  |i'  \iens  d'analyser  à  propos  des  marées  d(!  nos  océans. 

(hiaud  la  Lniie  u'elall  pas  encore  solidifiée  ol  formait  un  sphéroïde  iliiide, 
(■e  sphéroïde  a  dû  suliii-  des  marées  énormes,  à  cause  de  la  proximité  ilc  la 
Terre  el  de  sa  masse.  Ces  marées  n'ont  dû  cesser  que  quand  les  oscillalions  ont 
été  presque  complèlemenl  éteintes. 

Il  semble  ipic  les  >alelliles  (le  .Inpiler  el  les  deux  planètes  k's  plus  voisines 
du  .S(dcil,  Mercure  et  Vénus,  lail  aussi  nue  rolalioii  doiil  la  duii'e  (■■-l  la  iiiéiiie 
(|ue  celle  de  leur  révolution  :  c'est  sans  doiile  jioiir  la  même  raison. 

On  pourrait  croire  que  celle  action  des  iiiaices  n'a  aucun  ra])|)oi'l  a\('c  notre 
sujet;  je  n'ai  encore  parlé  que  des  rotations  et,  d;ius  les  études  indalnes  à  la 
slabilité  du  système  solaire,  on  ne  s'occupe  (pie  des  moiiNcmeiits  de  translation. 
Mais  MU  peu  ilalleiitioii  montre  (lue  la  même  action  se  lait  seillir  également 
^iir  les  translations. 

.\oiis   venons  de  voir  (pie  ralliacllou  de   la    Lune  sur  la   Terre  ne   passe   pas 
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exiiclciiiriil  |iiir  le  ccnlrc  «le  In  Tcric.  L'iiHractioii  do  lit  Torn:  sur  hi  Faiiu".  qui 
est  égale  el  dirccleiiicnl  upposée,  ne  passera  pas  non  plus  par  ce  ceiilrc, 
c'est-à-dire  par  le  foyer  de  l'orbite  lunaire. 

Il  en  résulte  une  force  perturbatrice,  minime  à  la  vérilé,  mais  qui  fait  gagner 
de  l'énergie  à  la  Lune.  La  force  vive  de  translation  ainsi  gagnée  par  la  Lune  est 
évidemment  plus  petite  que  la  force  \ive  di^  rotation  perdue  [)iir  la  Terre; 
[)uis(pi  une  partie  de  1  énergie  iliul  se  Irausiorruer  en  cliaK'ui',  à  cause  des 
frotteuu'nls  engendrés  par'  les  marées. 

Un  calcul  très  simple  montre  que,  la  révolution  de  la  Lune  cbirant  vingl-liull 
jours  sidéraux  envircui,  la  Lune  gagne  vingl-liuit  lois  moins  de  torce  vive  que 
la  Terre  n'en  perd. 

,I'ai  expliqué  plus  liant  l'acliDii  d  un  luilini  ri'sistant  ;  j  ai  montré  conuiienl . 
en  faisant  perdre  de  l'énergie  aux  planètes,  elle  accélère  leur  mouvement;  au 
contraire,  l'action  des  marées,  en  faisant  gagner  de  l'énergie  à  la  Lune,  ralentit 
son  mouvoinenl  ;  le  mois  s'allonge  donc  en  même  temps  que  le  jour. 

Quel  est  l'état  final  vers  lequel  lendrail  le  système  si  cette  cause  agissait 
seule?  Evidemment  cette  action  ne  s'arrêterait  que  quand  les  marées  auraient 
cessé,  c'est-à-dire  quand  la  rolalimi  de  la  Terre  aurait  môme  durée  que  la 
révolution  lunaire. 

Ce  n'est  pas  tout,  dans  l'elal  liiiid,  l'dihlte  de  la  Lune  devrait  être  devenue 
circulaire.  S'il  en  était  autremenl.  les  \ariali(uis  de  la  distance  de  la  Lune  à  la 
Terre  suffiraient  pour  produire  des  marées. 

Comme  le  mouvement  de  rotation  n'aurail  pas  cliange,  il  serait  aisé  de 
calculer  quelle  st'iait  la  \itcsse  angulaire  ciuiiiuune  de  la  Terre  et  de  la  Lune. 
On  trouve  que,  dans  cet  elal  limite,  le  mois  comme  le  jour  tlurerait  environ  65 
de  nos  jours  actuels. 

Tel  serait  l'état  final  s'il  n'v  a\ail  pas  de  milieu  l'ésistant  et  si  la  Terre  et  la 
Lune  existaient  seules. 

Mais  le  Soleil  produit  aussi  des  iiian'es,  ralliaction  des  |)lanèles  en  produit 
également  sur  le  Soleil. 

Le  système  solaire  lendrail  iloiie  \ers  un  0\:i\  liiiiile  cjù  li'  Soleil,  loiiles  les 
planètes  et  leurs  satellites  tourneraient,  avec  une  même  vitesse,  aiihuir  d  un 
même  axe,  comme  s'ils  étaient  des  parties  d'un  même  corps  solide  in\arialile. 
La  vitesse  angulaire  finale  dillererait,  d'ailleurs,  pou  de  la  vitesse  de  révolution 
de  Jupiter. 

Ce  seiait  là  l'elat  final  du  système  solaire,  s'il  n'y  avait  pas  de  milieu 
H.  P.  —  VIII.  fiy 
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iv>l>liml.  iii,ii>  riuliiiii  (le  ce  iiiilii'u,  s'il  exisU',  ne  |)(_'iiiic'lli'iill  \y,\s  à  cl'I  clal  df 
.sulisi.slcr  cl  liuliMil  ]iiir  ]>ic('ij)ilt'r  toutes  les  plaiièles  dans  le  Soleil. 

Il  ne  laudrail  pas  croire  qu'un  ;;lol)e  solide,  qui  ne  serait  pas  recouvert  j)ar 
des  mers,  se  trotiverail,  };râc(!  à  l'absence  des  marées,  soustrait  à  des  actions 
analogues  à  colles  dont  nous  venons  de  parler.  Et  cela,  en  admellanl  même  que 
la  solidiliealK)n  ail  alleint  le  centre  de  ce  globe. 

Cet  astre,  (pie  nous  supposons  solide,  ne  serait  pas  pour  cela  un  corps 
solide  iinaiialile  ;  de  pareils  corj)s  n'exislenl  cpie  dans  les  traités  de  Mécanique 
rationnelle. 

il  serait  élastique  et  siibirail,  sous  1  attraction  des  corps  célestes  \oisins,  des 
déformations  analogues  aux  marées  et  (bi  même  ordre  de  grandeur. 

.Si  l'élasticité  étail  parfaite,  ces  déformations  se  passeraient  sans  perle  de 
tra\ail  et  sans  production  de  clialeur.  IMais  il  n'y  a  pas  de  corps  parfaitement 
élasliipie.  Il  V  aura  donc  encore  là  d(''veloppenient  de  chaleur,  (pii  aura  lieu  aux 
ilépeiis  de  l'énergie  de  rotation  et  de  translation  des  astres  et  qui  produira 
absoluiuent  les  mêmes  ell'ets  ipie  la  clialeur  engendrée  par  le  frottement  des 
marées. 

Ce  n'est  pas  tout;  la  l'errer  est  uiagiiéli(pie,  el  il  eu  esl  prubablemenl  de 
iui''iiie  des  aulres  planètes  et  du  Soled.  (  )n  connaît  l't'xjjérience  du  disque  de 
Foucault;  un  disque  en  cuivre,  tournant  en  présence  d'un  éleclro-ainianl, 
éprouve  une  grande  résistance  et  s'écliautl'e  dès  que  l'électro-ainiaiil  entre  en 
action.  Un  conducteur  en  mouvement  dans  un  champ  magnétique  est  parcouru 
par  des  courants  d'induction  (pii  l'échauHent;  la  chaleur  engendrée  ne  peut 
être  empruntée  qu'à  la  force  vive  tlii  conducteur.  On  peut  donc  prévoir  (jiie  les 
actions  éleclrodvnaniKpies  de  l'éleclro-aiuiant  sur  les  courants  d'indiiclion 
floivent  s'op|ioser  au  moinement  du  conducteur.  Ainsi  s'explique  l'expérience 
de  Foucault. 

Les  astres  doivent  ('piouNer  une  résistance  analogue,  car  ils  sont  magnétiques 
el  (■(iiifliicleuis. 

Le  iiii-iue  pheiioiiièiie  se  produira  donc,  bien  (pi  extrèiuemeiil  allenue  parla 
distitncc;  mais  les  eflets,  se  produisaiil  toujours  dans  le  mi'ine  sens,  (iniront 
par  s'accumuler;  ils  s'ajoiilenl,  d'ailleurs,  à  ceux  des  marées,  et  tendent  à 
amener  le  système  au  môme  état  final. 

\insi  les  corps  célestes  n'échappent  pas  à  cette  loi  de  (îamot,  d'après 
hupudle  le  monde  tend  vers  un  état  de  repos  final.  Ils  n'y  échajiperaient  même 
pas  s'ils  étaient  séparés  par  U:  vide  absolu. 
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I-cur  L'iiL-rgie  se  dissipe,  l'I,  lilcii  ijuc  celte  dissipalioii  u':iil  lien  ([u'iiNec  une 
exlr('iiie  leiileur,  elle  esL  assez  rapide  pour  ipie  rou  n'ait  pas  à  se  préoccuper 
des  termes  négligés  dans  les  déiuunslraliuns  actuelles  de  la  stabilité  du  système 
solaire. 


NOTE  SUR  U  XVr  CONFÉRENCE 


L'ASSOCIATION    GÉODESIQUE    INTERNATIONALE 


Annuaire  du  Burcria  des  Longitudes,  p.  A.i-A.jy  (lyii). 


,Ims(|ii  ici  c  OI;iiI  iM  .  Ii(iui|iicl  ilc  lii  (  irvc  (lui  ii'iiihiil  t()iii|)l('  iiii\  Icclcurs  (le 
I'  i/i/iiiairc  (les  icMiiiioiis  ix'iiodlquc's  de  l'Association  géodésiquc  iiilcriiulionidc. 
11  ('lail  pciiir  celle  làclie  mieux  désif^nc';  que  personne;  président  de  la  Comniis- 
si(Mi  f;éo(lcM(pie  Irançai.se,  il  assislail  à  toutes  les  Contérences  de  l'Assoeialion 
inlei-nationale  et  jjrenait  à  toutes  les  discussions  une  part  active;  les  lonys 
déplacements  ne  l'eflrajaient  pas,  et  malgré  son  grand  âge,  il  avait  allronlé 
avec  entrain  les  fatigues  du  voyage  de  Budapest  !  L'année  dernière  seiLlenn'ut, 
il  lut  obligé  de  renoncer  à  assister  au  Congrès  de  Londres;  il  croyait  ipie 
riieure  du  repos  avait  sonné  pour  lui;  mais  les  hommes  comme  lui  ne  se 
reposent  pas  longtemps;  quelques  mois  après  nous  le  perdions.  Nous  ne  voul(uis 
pas  rompre  toutefois  la  tradition  qu'il  avait  entretenue  et  je  vais  essayer  de 
rendre  compte  ici,  moins  bien  (pi'il  ne  l'aurait  fait,  des  travaux  de  la 
XVP  Conférence. 

(  )n  sait  ipie  rAssociiiliuii  iiiIciii;éI  n  Jiuile  se  réiinil  tous  les  lr(us  ans.  l'^Ji  i()u(i 
on  s  étail  doiun';  rendez-\ous  à  IJiidapest;  l'.iniK'e  deriiièri',  cCst  l'Angleleire 
<pii  nous  odrail  riioSj)ilalité.  Il  a\ail  d'abord  ('h'  (pii'sli(Ui  de  leiiir  Imites  les 
M'ances  à  Cambridge,  mais  on  voiiliil  iiroliter  des  ressources  scientifiques  con- 
sidérables ipii  se  trouv(;nt  à  Liuidres  el  à  (ireenwicli,  et  l'on  se  partagea  entre 
la  grande  métropole  modiirni;  et  la  vieilb;  cité  universitaire;  les  premières 
réunions  euicui  lieu  :i  Lnudres;  les  dernières  seuleiiieal  se  tinrent  à  Cambridge. 
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I.a  plupart  des  états  adhéreiils  étaient  représentés;  comme  toujours  les  relalions 
entre  les  délégués  des  différents  pajs  ont  été  d'une  parfaite  cordialité;  tous 
logeaient  dans  le  môme  hôtel,  -de  sorle  qu'en  dehors  des  séances  ils  se  retrou- 
vaient et  pouvaient  causer  entre  eux  d'une  façon  plus  intime.  Une  excursion  en 
haleau  à  vapeur  sur  la  Tamise,  organisée  par  M.  Léonaid  Darwin,  nous 
|i('riiiil  d'i'huher  et  d'admirer  en  détail  les  richesses  de  l'Ohservatoire  de 
(  ireenw  icii. 

On  se  rendit  ensuite  à  Cambridge;  c'est  l'Université  où  professe  si  brillam- 
ment le  vice-président  de  l'Association,  sir  George  Darwin,  quia  beaucoup  fait 
pour  oigaiiiser  le  Congrès  et  pour  rendre  le  séjour  de  l'Angleterre  profitable  et 
agr(''aldi'  pour  tous  les  délégués. 

Là,  eonformément  aux  vieilles  traditions  de  l'hospitalité  brilaniiicpir.  la 
plupart  (l'entre  nous  lurent  gracieusement  accueillis  par  des  iiarl  i<'uli('r>.  nu 
logés  dans  les  bâtiments  des  collèges,  dexcnus  disponibles  pendant  les  vacances. 
Là,  dans  ces  édifices,  admirés  par  les  architectes  elles  archéologues,  ils  auraient 
pu  se  croire  au  moyen  âge,  si  la  lumière  électrique  ne  leur  avait  ôté  leurs  illu- 
sions. Ils  prenaient  leurs  repas  dans  ces  grands  halls  gothi([ues  et  solennels.  <pii 
tout  rétonuciucul  de  tous  (•eu\  (pu  sont  admis  à  les  visiter. 

C'est  aussi  dans  l'une  de  ces  belles  salles,  celle  de  Saint  .lohn's,  rprc  le 
Congrès  fut  con\ié  à  une  Ijrillantc  soirée  donnée  par  le  maître  de  ce  colh'ge. 
Enfin  le  dernier  jour,  nous  nous  trouvions  tous  réunis  dans  un  banf[uet  |dein 
de  cordialité  et  où  les  auteurs  de  toasts  déployèrent  plus  d'humour  (pic  de 
gi'a  vit(''. 

Entre  les  séances,  les  membres  du  (îongrès  visitèrent  l'ObseiAiiliui-e  de 
Caiu bridge  et  une  très  intéressante  falul([ l'instruments  de  précision. 

.le  voudrais  maintenant  parler  des  iin\au\  du  Congrès,  mais  quelcpies-uns  de 
ces  iraxaux  et  non  les  UKjins  imporlanls  ne  se  prêtent  guère  à  une  analyse.  Les 
rapp(uts  des  diverses  Commissions  nationales  nous  faisaient  connaître  l'état 
d'a\ancemenl  des  mesures  géodésiques  ilc  précision  dans  les  différents  pays. 
C'est  là  l'objet  principal  de  la  Géodésie,  c'est  par  la  longue  patience  des  obser- 
\ateuis,  par  la  lente  accumulation  de  leurs  l'ésultats,  que  nos  connaissances  se 
font  el  surtout  se  feront,  mais  une  semblable  énumération  serait  fastidieuse 
p(nir  ceux  qui  n'ont  pas  suivi  pas  à  pas  celte  activité  féconde  des  géodésiens 
dans  les  différentes  parties  du  monde. 

,1e  puis  encore  moins  siuager  à  entretenir  le  lecteur  des  délibérations  relatives 
à  noli'e  biulgel  et  à  noire  situation  llnancière;  mais  à  ce  propos  je  tiens  à  rendre 
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huiiiinage  au  ilévuueiiu'iil  de  M.  l'Oislcr',  ancien  (lircclenr  de  l'Obscrvat()ir(>  de 
Bi'rlin;  si  nos  finances  smil  solidemenl  éLuhlies,  si  nos  coinples  sont  clairs,  ndus 
le  devons  à  son  inlalii;ahle  aclivih'.  c|iii  nous  (ail  ouhlier  son  âge. 

Au  lien  donc  de  traiter  [>ar  oitlie  ei  en  délai!  imites  les  questions  qui  ont  (Ué 
asjitées  dans  nos  stiances,  je  crois  pins  pi'olilahle  d'insister  sur  quelques  points 
iiui  nul  parlicidièrenu'ul  allii'é  rallenlKin  des  déléj;ués  el  (pii  |)r(''senlenl  (pn'l- 
(pif  caiaclère  <li'  nonvcaulé. 

Variation  des  latitudes. 

Je  parlerai  d'almid  de  la  (pu'slion  d(^  la  vaiialion  des  latitudes.  On  sait  que 
poui-  l'iiiiservation  systéniatupie  de  ces  variations,  l'Association  avait  installé 
six  stations  à  peu  près  également  réparties  sur  un  môme  parallèle,  en 
Amérique,  au  Japon,  en  Asie  centrale  et  en  Sicile;  le  Congrès  a  résolu  de  con- 
tinuer ces  observations  qui  deviendront  de  plus  en  plus  utiles  par  leur  accumu- 
lation même.  Malheureusement  l'une  des  stations,  celle  de  l'Asie  centrale,  a  dû 
^tre  déplacée  de  quelques  kilomètres.  Dans  cette  région  les  fleuves  sont  sujets 
à  d'incessantes  variations,  et  l'un  d'eux  se  rapprocliait  de  l'Observatoire  avec 
tant  de  rapidité  qu'un  déménagement  était  urgent;  malgré  toutes  les  précautions 
qu'on  a  prises,  il  en  résultera  peut-être  quelque  gêne  pour  le  rattachement  des 
observations  anciennes  aux  observations  passées.  Ces  observations  se  font  par 
des  méthodes  visuelles.  Il  peut  être  intéressant,  sans  abandonner  ces  méthodes 
d'en  comparer  les  résultais  avec  ceux  des  mélliodes  piiotographiques.  On  va 
donc  installer  près  de  l'une  des  stations  américaines  un  appareil  enregistreur 
photographique  dont  les  indications  seront  comparées  chaque  jour  avec  celles 
des  lunettes  zénithales  visuelles. 

L'Association,  lors  des  Congrès  précédents,  s'était  préoccupée  d'étendre  à 
l'hémisphère  sud  des  observations  jusqu'ici  concentrées  dans  l'hémispiière 
nord;  si  les  mesures  laites  an  sud  de  l'Equateur  confirmaient  celh's  (pii  avaient 
été  pomsuivies  dans  notre  hémisphère,  on  pouvait  en  efl'et  considérer  connue 
éliminées  de  nombreuses  causes  d'ereurs  systématiques.  Nos  ressources  ne  nous 
permettaient  que  d'installer  deux  stations,  en  les  plaçant  sur  un  même  pai-allèle. 
Les  résultats  n'ont  pas  été  aussi  ccjinplets  qu'on  l'avait  espéré  ;  un  des  poinis 
choisis  sur  la  côle  australienne  orientale  s'est  révélé  insalubre  el  inhaijitable  el 
a  dil  être  aband(jnné;  il  tant  njainlenant  se  préoccuper  de  trouver  un  antre 
emplacement,  probablement  sur  la  côle  orientale  du  même  continent. 
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Il  ne  suffit  pas  tl'acciimuli'i'  les  résulhils,  il  ImuI  l'iicdic  le-  (lisciilci-;  sans  cela 
on  n'aurait  fait  que  Iracer  la  courije  ducrilf  jiai'  le  j>ùlc  sur  la  surface  de  la 
Terre  el  di)nl  les  allures  païaîlraient  de  plus  en  plus  capricieuses  à  mesure 
qu'iin  la  prol(ini;<'rait.  Ou  n Cii  pouiraii  iirer  aucune  conclusiiui  jiéïK'rale.  C"esl 
de  celle  seconde  parlie  de  la  lâche  que  s'esl  cliari;i'  un  sa\anl  asIioïKiiiie 
jajionais,  M.  Kiiuuia;  il  nous  a  présenté  le  resullal  de  sdii  Iravail. 

On  sait  qu'on  distiiii^ue  dans  les  variations  des  latitudes  trois  inDuvcrnenls 
principaux  :  i"  le  pôle  décrit  sur  la  surface  de  la  Terre  une  conihe  Iciiuc'e 
dans  une  période  de  i4  mois  environ,  c'est  le  terme  de  Chandier;  ■>."  le  pôle  a. 
en  outre,  un  niouxenu'iil  annuel:  .'>"  enfin  il  v  a  un  aulre  leruie,  d'origine  mvs- 
lérieuse,  et  <'iuinu  sous  le  nom  de  terme  de  Ki/niira\  si  ce  terme  était  seul. 
tout  se  jjasserait  comme  si  le  pôle  restant  fixe,  toutes  les  stations  se  ra|q)io- 
cluiient  el  s'éloignaient  simultcinrment  de  ce  pôle;  comme  si  le  rayon  de  chafjue 
parallèle  terrestre  subissait  de  jjetiles  variations  pé'riodiqiies.  La  période  est 
d'ailleurs  annuelle. 

Cela  rappelé,  voici  comment  (ui  peut  icsuiuei'  les  résullats  apporté's  jjar 
M.  Kimura.  La  période  du  teruK^  di^  Cliandler  n'est  pas  constante;  elle  ('lait  de 
436  jours  en  1898,  elle  s'est  élevée  à  44^  jours  en  1897  l't  s'esl  abaissée  ensuite 
à  427  jours  en  1907.  L'amplitude  varie  également;  de  o",49  lmi  1890,  elle  est 
tombée  à  o",a5  en  1898  pour  se  relever  à  o",4o  en  1907.  Ces  variations  ne  sont 
pas  sans  causer  quelque  surprise. 

On  explique  ordinairement  la  période  cliandiérienne  par  l'élasticité  du  globe 
terrestre.  Si  la  Terre  était  un  solide  in\ariable,  celte  pc'riode  serait  de  3o5 
jours;  si  elle  était  licpiide,  ou  en  grande  paiiie  li(piide,  le  phénomène  ne  se 
produirait  pas;  il  faut  donc  qu'elle  soit  solide,  mais  sans  a^oir  une  rigidité 
infinie;  le  chiflVe  de  la  période  chandlérienne  nous  montre  que  la  rigidité  du 
noyau  interne,  sans  être  infinie,  est  comparable  à  celle  de  l'acier.  On  ne  doit 
pas  s'étonner  des  variations  d'amplitude.  La  Terre  oscille  autour  de  sa  jiosilion 
d'équilibre;  mais  par  suite  des  frottements,  ces  oscillations  tendent  à  s'éteindre 
et  leur  amplitude  va  en  décroissant,  jusipià  ce  que  des  causes  météorologiques, 
ou  ]>lus  probablement  des  mouvements  sismiques,  dérangent  de  nouveau 
i'écjuilibre  el  donnent  lieu  à  une  nouvelle  série  d'oscillations  plus  étendues.  Au 
contraiie,  (m  sera  surpris  des  variations  de  la  période,  l'élasticité  n'ayani  pas 
changé.  Pcul-étre  avons-nous  affaire  à  deux  oscillations  de  ])ériode  très  peu 
différente  qu'on  cherche  à  re]irésenler  piii-  un  leruie  unique  el  que  des  obser- 
\ations  ulti'rieures  permellrout  de  séparer,  ou  bien  les  mouvements  sismiques. 
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dont  nous  \en(in>  de  ikuIci-,  (l(jraiii;t'nl  udii  sralcniciil  l'iimplitude,  mais  la 
pliase  dos  oscillalions.  île  sorti'  ijut'  le  jeu  df  ]:i  hiciIichIc  dos  inoindros  cniTi-s 
lionne  rilliision  d'iino  variation  de  la  inTiodc. 

L  i'lli|ist'  aiiiiMcllc  di'iiilc  |i:ir  ]<■  [k'iIc  a  paru  srnMliloiucnl  conslanlo  i'n  i;ran- 
doiir,  on  pliaso,  ol  on  oiicntalion,  ol  c'ost  là  oncoro  un  sujol  do  surpriso.  On 
ost  tonti'  d  cxpliipicr  ce  Iciini'  par  dos  inlluonoos  métcorologiquos,  soit  qu'il 
correspondo  à  un  déplaconiont  rôol  du  pôle  ot  qu'il  soit  dû,  par  exemple,  à  des 
chutes  do  neige,  soil  qu'il  ne  soit  ipi'apparent  et  explicable  par  des  erreurs 
instrumentales  dues  à  la  réfraction  ou  à  l'inégal  échauHement  des  piliers.  Dans 
tons  les  cas  on  ne  veria  pas  sans  étonnenient  ces  amplitudes  varier  si  peu,  alors 
ipie  doux  anni'os  consécutives  se  ress('iid)lriil  si  pou  au  ])oinl  de  vue  méti'oro- 
logique.  Cette  amplitude  n'est  d'ailleurs  (|uc  de  o" ,o'j .  Le  lernu'  de  Kiuiura 
doit  être  également  d'origine  météorologique;  mais  il  subit  d'assez  importantes 
variations  en  amplitude  et  en  phase;  en  12  ans  son  amplitude  a  passé  de  o",02() 
à  o",o52,  tandis  que  sa  phase  passait  de  126°  à  68".  Ce  qui  est  intéressant,  c'est 
que  les  valeurs  do  ce  terme  déduites  des  observations  faites  dans  les  deux 
hiMuisplMMcs  sont  concordantes,  autant  du  luoins  qu'on  ])Out  en  juger,  étant 
ilonui-  le  petit  nombre  dos  mesures  faites  au  sud  do  l'Jîqualour.  Cette  circons- 
tance serait  do  nature  à  faire  regarder  ce  terme  oonimo  ayant  une  existence 
réelle.  Tels  sont  les  problèmes  qui  se  rattachent  à  la  variation  des  latitudes  et 
diml  i'inij)urtance  juslilie  les  sacrifices  rpie  l'Association  a  faits  et  va  faii'o  encore 
})our  les  n'-soiidic. 

Marées  de  l'écorce  terrestre. 

Nous  rapprocherons  des  études  pn'cedeHies  les  liavaux  ih^  M.  Tb'ckorsur  les 
marées  de  l'écorce  terrestre;  M.  Lallemad  a  eu  l'occasion  d'en  parler  dans  une 
Notice  parue  dans  V Annuaire  de  1909;  ol  cela  me  dispensera  d'insister  trop 
longuement.  On  sait  que  M.  Hecker  a  instalh'^  doux  |)onilulos  horizontaux  à 
nue  protondeui'  de  2.5™  dans  un  |iuils  près  de  Polsdaiii.  L'idisorval ion  de  ces 
diMix  pendules,  orieiiti'-s  l'un  N.S,  l'autre  EW,  devait  faiie  connaîlre  les  variations 
périodiques  de  la  verticale  fines  aux  alliadions  du  .Soleil  et  île  la  Lune.  .Si  la 
Terre  était  absolument  rigide,  les  variations  observées  seraient  celles  de  la 
verticale  réelle  et  pouriaiont  élre  déiorininées  a  priori  par  le  calcul.  Mais  la 
Terre  étant  élastique  et  dé-forinable.  ee  qu'on  observe  n'est  que  la  difTérenco 
entre  les  déplacemenls  de  la  \erli(ale  et  cviw  de  la  iioiiiiale  à  la  surface  du  sol. 
et  I  on  peut  en  lirei   des  consi'ijiiences  au  sii|el  de  la  deloniial  ion  du  (dobe. 
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Les  résultats  relevés  pendant  plusieurs  années  ont  été  en  somme  assez  con- 
cordants pour  qu'on  puisse  espérer  que  les  influences  perturbatrices  dues  prin- 
cipalement aux  variations  de  température,  se  soient  suffisammenl  atténuées  à  la 
pr(>rou(l('iii'  où  l'on  a  opéré.  M.  Hecker  les  a  résumés  devant  le  Congrès.  LOndc 
solaire  cl  l'onde  liinaiie  peuvent  être  discernées;  en  ce  qui  concerne  la  première, 
on  pouriaLl  ciaindre  un  Imulile  dû  à  des  causes  tiiermiipies  ou  laeli'orologirjnes; 
il  V  a  tlonc  Heu  d'attacher  plus  d'importance  à  l'onde  lunaire.  Pour  les  deux 
pendules  les  déviations  calculées  étaient  o", 00922  et  o", 00900,  et  les  déviations 
observées  o", 00622  et  o",oo543.  Les  chiffres  correspondants  pour  l'onde  solaire 
(■'laient  o", 00899  '^^  o"oo389  contre  o", 00244  ^^  o",oo585;  iiiajs  ri  n'\  ii  lien  de 
les  ciler  ipie  pouL'  mémoire,  poui'  les  raisons  exposées  plus  liaul.  L'auleur  se 
demande,  en  oulre,  si  les  marées  oohiniques  ne  |ionrraieul  pas  Iroubler  les 
mesures  relatives  à  l'onde  lunaire,  à  cause  du  voisinage  de  la  mer  du  Nord; 
mais  le  calcul  lui  montre  que  cet  effet  ne  saurait  dépasser  o",ooo(). 

Des  mesures  précédentes,  on  est  donc  en  droit  de  déduire  des  conséquences 
sur  le  coeilieieul  (rr'lasliciie  de  la  Terre;  on  remairpiei  a  que  les  deii\  [leiidiiles 
ne  doniienl  pas  le  même  chillie,  comme  si  celle  ('dasliciU-  n'élail  |)as  la  même 
dans  le  sens  d'un  méridien  et  dans  le  sens  d'un  parallèle.  Mais  cela  peiil  lenir 
à  des  conditions  gi'ologiqiies  jiarliculières  aux  environs  de  Potsdam:  d'où  la 
nécessiti'  de  multiplier  les  observations;  l'Association  n'a  pas  hésité  à  v  consa- 
crer une  partie  de  ses  ressources;  de  nouvelles  expériences  vont  élre  poursuivies 
dans  des  i('gioiis  d'une  sliuctiire  géologique  très  différente  et  à  une  |irot(uideui- 
beii  iieiiu|i  plus  i;iaiide  dans  les  nulles  de  PrzibiMMi  où  il  ^  a  des  puils  de  plus 
de   I  000'". 

Il  me  reste  à  explifpier  pourquoi  j'ai  rapproclu'  ces  ('ludes  di^  celles  qui  se 
rapportent  à  la  variation  des  latitudes;  c'est  fpi'elles  se  corrolxjrenl  et  se 
complètent  mutuellement  en  nous  fournissanl  des  données  sur  l'élal  intérieur 
de  notre  planète;  elles  nous  nnuili-ent  cpie  la  Terre  est  inl('rieiireiuent  solide, 
et  qui'  sa  rigidité  est  voisine  de  cidie  des  métaux  usuels.  M.  Schwejdar  avait 
montré'  qu'on  pouvait  les  concilier  en  admettant  que  le  module  d'élasticiti-,  de 
même  que  la  densité,  croît  de  la  superficie  au  centre.  Les  chiffres  qu'il 
propose,  déduits  de  l'hypothèse  de  \N  iechert,  %alent  ce  (pie  vaut  celle  hyjio- 
thèse;  ils  ne  sont  guère  admissibles,  puisque  tandis  que  le  nojau  interne  serait 
enviiMjn  deux  lois  plus  rigide  (jue  l'acier,  la  partie  externe  serait,  au  contraire, 
moins  rigide  que  les  roches  connues  de  l'écorce  terrestre,  ce  qui  axait  conduit 
à  l'idée  d'une  couche  fluide  interiiK'diaire.  sorte  di'  lulirlliant  entre  la  croûte 
H.  P.  —  VIII.  70 
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t'Xlonu'  l'i  11'  iiov;ui  cimiIimI:  ccllf  (l('iiii{'rt'  liy|ii)l  Ik'm',  csi-il  licsoin  de  le  dire, 
u';)  1)11  MiiiiiDrlor  loxaiiicn,  ik'  mhIc  (|ii  il  Iniidrii  adiiicllri'  [luiir  hi  \aiiiilioii  des 
deiisilt'S  une  loi  beaucoup  plus  C()in[iii(|u<'e  (pie  cidie  de  \\  leelierl. 

Ue  son  côté.  M.  Lalleiiiaud  a  ckereUé  à  montrer  (pie  les  doiiuees  Idiiiiiies  par 
les  lieux  iiiiides  d  01)  serval  ion  sont  parla  ileiiienl  iiniipal  ihles  asee  la  Mipposll  ion 
d  uni'  (daslicile  seiisililemeill  eonslaiile.  C'est  là  lobjel  de  sa  reeeiile  _\(il  iee. 
bien  connue  des  lecteurs  de  1'  innudire.  Ces  (pieslions  onl  nceasiouiK'  une 
inléres-sanlo  discussion  à  laipudle  onl  pris  part  iM^[.  llecker.  Laljeiiiaïul  el  sir 
G.  Darwin.  Cette  discussion  iraiira  pas  ('It'  iaiilile.  bien  (|u"iiii  ne  soil  pas 
ariiv(''  à  un  accord  définilil,  ce  (pu  iiClail  pas  pussible  dans  Telal  achud  des 
observations.  Les  mesures  nouv(dles  acluellemenl  entreprises  nous  \  aiiii'iieroiil 
sans  doute;  dans  (]u(dques  annéi'S  on  possédera  des  donnijes  assez  précises  pour 
pouvoir  arriver  à  une  conclusion.  Mais  il  esi  un  jioint  ipii  a  (■'t(''  un  peu  oublié, 
el  dont  il  conviendra  alors  de  tenir  compte.  INewcomb  avait  iiKuilié  que  les 
Océans  jouaient  un  rôle  dans  la  variation  des  latitudes,  el  il  avait  clierclie  à 
l'évaluer  i^rossièrenient;  ses  successeurs  ont,  dans  leurs  calculs,  laissé  celte 
circonstaïu'e  de  c(Jté  en  la  considérant  à  tori  C(^)Uiiiie  nei;lii;eable.  C(da  ne  sera 
|)liis  permis  (piand  les  observations  seront  devenues  plus  précises. 

Mesure  de  la  pesanteur  en  mer. 

Le  mémo  M.  Hecker  a  communiqué  au  Congrès  les  résultats  de  son  voyage 
dans  l'Océan  Indien  et  l'Océan  Pacifique.  L'intensité  de  la  pesanteur  peut  être 
mesurée  à  terre  à  l'aide  du  pendule;  mais  cette  méthode  n'est  jdus  applicable 
sur  mer.  M.  Hecker  s'est  servi  d'un  procédi'  entièrement  différeni  et  (jui  re]iose 
sur  la  comparaison  de  la  hauteur  barométrique  qui  donne  la  mesure  de  la 
piession  évaluée  en  kilogrammes  par  centimètre  carré;  et  de  la  température 
d'i'bullilion  de  l'eau,  d'où  l'on  peut  déduire  la  pression  atmosphérique  évaluée 
celte  fois  en  dynes  par  centimètre  carré;  on  a  ainsi  le  rapport  du  gramme  à  la 
dyne,  c'est-à-dire  g.  Dans  un  premier  voyage  donl  il  a  rendu  (diiiple  dans  un 
Congrès  aiili'iieiir,  M.  Hecker  a  fait  la  ti'avers('e  de  l'Allanlique  pisipiau 
Bri'sil;  il  a\aii  pu  il(''jà  à  Budapest  nous  parler  sommairement  de  son  second 
voyage  et  nous  laire  \f)ir  ses  nouveaux  a])pareils  qui  avaient  reçu  d'importanis 
perlectionnemenls.  A  Liuidres  il  nous  a  ex|)osi''  eu  diMaii  ses  résultais. 

Il  est  allé  d'abord  de  Bi-emerhaven  en  Auslialle  par  la  IM(''dilerian(''e  el  la 
mer  l'ioiige.  iniis  de  Sidney  à  San  l'iaiicisco  par  les  îles  Hawaï.  |)uis  de  San 
Francisco  au  ,Jap(Mi.  el  re\  lui  par  les  (■(")! es  de  Chine  el  l'dCi'aii  Indien.  Il  \a  sans 
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dire  que  dans  de  semblable  opéralion-;  les  émises  d'ericm'  sont  ndiabrenses;  les 
plus  importantes  sont  celles  qui  sont  dues  à  Vinertie  du  baromètre,  dont  la 
colonne  porte  un  élrani;lement  afin  tl'attéiiuer  ses  oscillations;  comme  cel 
(étranglement  ju-oduil  \lu  frolteineni,  les  indications  du  liai(unèlr<' se  trouvent 
en  relard  sur  la  pression  elleeliM'.  I)  autre  part,  d  laul  tenir  roinpie  du  loiilis 
et  du  lan^ai;(',  les  oscillations  de\ant  di'pendre  de  l'amplitude  et  de  la  jx'niKle 
do  ces  mouvements,  De  là  une  série  de  termes  correctifs  dont  il  faut  déterminer 
les  coefficients;  cette  détermination  se  fait  par  la  métbode  des  moindres  carn'S. 

On  ne  saurait  en  l'espèce  avoir  dans  cette  méthode  une  entière  confiance; 
aussi  a-l-ou  fait  tie  nombreuses  comparaisons  avec  les  oliservations  de  pendules 
faites  à  terre,  à  Melbourne,  S\dnev,  San  Franscico,  Tokyo,  Zi-Ka-Weï,  Hong- 
Kong,  Bangkok,  Rangoon  et  au  fond  du  golfe  du  Bengale.  Les  valeurs  obtenues 
par  d'autres  observateurs  à  Messine,  Port-.Saïd,  Aden,  etc..  ont  l'galeuieiit  ('tt' 
utilisées.  La  concordance  a  été  en  général  très  satisfaisante. 

Je  ne  retiendrai  que  la  conclusion  générale  que  je  traduis  littéralement. 

\a\  [lesauteur  aussi  bien  sur  l'oci'an  [iidien  que  sur  le  (iraiid  Océan  est  à  peu 
près  normale  et  obéit  ta  la  fcuiuulr  île  llrliiieit  de  1901.  Par  consi'ipienl ,  poin- 
ces  deux  occ'ans,  comme  antérieuiciiient  pour  rAtlanti(|ni'.  I  li\|iotlièse  de  l'ratt 
sur  la  disposition  isostatique  des  masses  terrestres  s'est  trouvée  confirmée,  si 
bien  qu'à  part  quelques  anomalies  locales  on  peut  la  regarder  comme  une  loi 
générale.  On  peut  regarder  connne  démontré  que  la  faible  densité  des  eaux 
marines  est  compensée  pai'  hi  <lenslli''  supérieure  des  couches  sous-jacentes. 
Inversement,  les  masses  coni  liienlales  ipil  s'(dèvenl  au-dessus  du  nl\cau  de  la 
mer.  ne  rejin'sentent  pas  un  excès  vi'rilable  de  masse.  Mais  les  niasses  continen- 
tales apparentes  sont  compensées  par  un  di^fanl  de  masse  au-dessous  des 
continents. 

Des  anomalies  positives  ont  été  observées  dans  le  \oisinage  de  Ceylau,  de 
rAustralie  occidentale,  du  plateau  des  îles  Tonga,  des  îles  Sandwich.  En  géïK'- 
ral,  la  gravitt'  est  au-dessous  de  la  uoriiiale  au  large  et  \\n  jieu  au-dessus  sur  les 
côtes. 

Un  autre  fait  curieux  a  encore  ('-té  signali'  par  M.  Hecker;  la  valeur  de  la 
gravité  observée  dépend  de  la  route  du  na\lre;  elle  ne  sera  pas  la  même  en  un 
même  point  si  le  navire  marche  de  1A\  à  l'E  ou  inversement;  c'(>s!  là  un  efl'el 
de  la  force  centrifuge  composée  de  Coriolls.  La  tlii'Orie  peruiellait  de  le  prévoir, 
et  C(da  a  i''l(''  obs(UV(''  eflecl  i\  eiueul  sur  la  ini'r  ÏNoire,  par  un  na\lie  (pu'  le  g<ni- 
vermunenl  russe  a\alt  mis  à  la  dlsposilKui  de  rastiunoiiii'  allcniaïul. 
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Balance  de  torsion. 

M.  E(it\os  a  (■(iininiiiiii|iir  dr  iioiix  rllo  oliscix  al  ions  liiilcs  avcr  S!l  lialimri'  de 
loisÈKii.  (  )ii  siul  (|iic  ccl  iiisl  riiiMciil  es!  Idiiilc  sur  lo  iiiiMiics  |)rliiri|irs  iiur  la 
halancc  de  (  ,a\cii(lisli  avec  celle  ilillctciicc  (juaii  lieu  d  iMi'c  coiiNlniilc  rdiiiiiii' 
un  a])|)ai(  d  i\i'  lalxiialdii  r  (|iji  ne  |h'ijI  (''tre  oniplovc  (|irav(H;  mille  [H'ecaiilions 
el  iiiii  est  seiisiiili'  aux  iiii)indi'es  eniiraiils  d'air,  elle  es!  elablie  romiue  un  apiia- 
leil  de  eani|iai;iie.  a|)|>li<alde  aux  ()|)eialions  ;;i'od('.si(|Mes.  h]|le  iiùiis  l'oiii-nil ,  non 
pas  la  \aleiir  de  i',  mais  celle  de  sev  deri\ees  |)ai'  rapporl  aux  coordoiiMi'e'..  Si 
ilonc  on  a  uicMire  i;  par-  le  peiidide  en  deux  slalions,  el  la  derl\(''e  de  i'  par-  la 
lialance  l'.iiuris  en  des  slaliinis  inlei'iiiediaii'es  snllisaniiiieiil  iapprocli('e>.  on  a 
iliMix  \aleurs  il'oriaine  dillerenle  pour  la  diUV'renco  do  la  valeur  de  la  i;ra\il(' 
anx  deux  .slalions  exlr(''nies.  el  d  peul  (Mi'e  inléressanl  do  les  comparer.  Les 
diflorencos  soni  de  ip]el(pies  nniles  de  la  dernière  décimalo  donnc'e  par  le  pen- 
dnle  el  souxcnl  |iius  peliles;  les  dislances  \arienl  de  i  à  .Vi'"".  a\ec  eiULiMMinne 
slalion  iiilerriii'dia  ire  par  kdoniéire.  I  .a  concordance  n  Csl  pas  mmns  salislai- 
saiile  SI  l'on  lail  la  coiii|iaraison  enlic  les  mesures  lie  M.  l'jiHcis  el  les  di'lermi- 
nalioas  f;(''Otlesi(|nos  de  la  dexialion  de  la  \erlicale. 

l/accoi'd  des  diverses  mi'lliodes  monire  la  \aleiir<lii  noinid  appareil;  mais  il 
\  a  des  cas  oi'i  il  peul  nous  fournir  des  indicalions  ipie  les  anciens  ne  nous 
donni'i'aienl  pas.  Les  anomalies  dans  la  disiri  Inil  ion  des  masses  pein  enl  nous 
être  n'Vi'di'es  p.ir  le  pendule,  par  les  di'X  la lions  de  la  xeilicale.  par  la  balance  de 
l(U'sion;  siiiNanl  la  dislauce  i|ui  si'pare  la  slalion  de  la  iiiassi'  perl  iirhal  rici'.  el 
snivanl  la  proloinleiir.  cliai'iine  des  Ircus  UK'llioiles  |ii'iil  axoir  laxanla^e,  el  li'ur 
romparaison  peiiiiel  dans  Ions  les  cas  de  iiiieiiv  si'  rendre  coiiiple  de  la  posilion 
des  masses  perliirhalrires.  I^a  balance  esl  siirlonl  iilile  bu'sipie  les  masses  sonI 
|)laC(''PS  à  de  laibles  proli uiileii is;  les  f;iMdof;iies  pourroni  sans  aucun  diuile  en 
lirer  |]arli:  el  d  a  (le|à  ('h'  (pieslion  de  reiiiplo\i'r  pour  l'i-liidi'  des  plieiiomènes 
xolcanupies  el  mi''me  pour  la  rei  lier(  lie  des  f;iseiiienls  de  ciiixre. 

Lne  iiiN'ressanle  comparaison  |)eul  èlre  lail<'  enire  les  perlurbalions  de  la 
fîraviu-  el  celles  du  magncMismo.  M.  Eôlviis  a  reconnu  ainsi  trois  Ijpos  dille- 
renls;  lanlôl  les  deux  |jerliirbalions  soni  de  même  signe,  lanlût  do  signe 
conlraiie,  lanli'il  enfin  leurs  sens  \arie  d'une  facini  indépondanle;  ces  trois 
Ivpes  corrospondenl  à  Irois  modes  île  ilisiribiil  ion  de  masses  magnr'hipies.  el  de 
masses  de  Imle  densili'  di^pourv  ues  de  ma^m'lisuie.  (  >n  peut  ainsi  iliai;nos|  ii|iier 
la  préseiue  de  masses  de  (fV. 
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Lf  savant  hongrois  a  cherché  avec  suu  appareil  à  résoudre  une  queslion  ties 
phis  imporlanles  pour  la  philosophie  naturelle;  la  constante  du  la  gravitation 
est-elle  la  môme  pour  tous  les  corps  ?  Si  elle  ne  l'était  pas,  la  direction  de  la 
verticale  ne  serait  pas  non  plus  la  même  pour  tous  les  corps,  puisque  la  pesan- 
teur observée  est  la  résultante  de  deux  forces,  l'attraction  qui,  pour  deux  cor|)s 
différcnis,  aurait  inéme  direcliuii,  mais  intensité  différente,  et  la  force  centri- 
fuge qui  auiail  même  direction  et  môme  inlensilé  pour  Ions  les  corps.  Celle 
dévialion  de  la  verticale  pourrait  èlie  uiise  en  e\  ich'nee  par  la  lialiiiice  de 
torsion. 

Les  délermlnaliiins  aulcrieures,  ta  il  es  à  l'aide  du  peiidide,  axaieul  mon  Ire  (nu' 
les  diUerenci's  si  elle  existent  sont  plus  [)elites  (|ue  1/60000'';  la  niclliode  iiuu- 
\elle  moiili'i'  (|u'elles  soni  plus  peliles  que  1/200  000  000".  Je  dois  a  joiricr  hinlt'- 
fois  (|ue  La[)lace  a  traité  la  môme  question  par  des  moyens  astroiKunlipirs.  Il  a 
comparé  l'attraction  du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur  la  Lune;  il  a  irouNe  que  la 
dillérence  est  plus  petite  que  1/1000000"  environ;  le  calcul  refait  a\ee  les 
données  les  plus  récentes  donnerait  i/5ooooooo". 

M.  Ht'cker  a  montré  aux  délégués  des  phoiograpliies  obtenues  à  l'aide  de  la 
balance  Eôtvôs;  en  éloignant  et  en  rapprochant  certaines  masses,  on  déplace 
une  image  reflétée  par  un  miroir  tpie  porte  la  balance;  et  l'on  peut  photogra- 
phier le  déplacement  de  cette  image.  En  répétant  plusieurs  fois  l'expérience  à 
plusieurs  jours  d'intervalle,  on  obtient  des  courbes  qui  se  superposent  l'une  à 
l'autre  d'une  façon  surprenante. 

L'isostasie. 

Une  tentative  fort  importante  a  été  faite  pour  étudier  la  distribution  tIes 
masses  à  l'intérieur  du  globe;  elle  est  due  au  géodésien  américain  M.  Hajford, 
dont  l;i  Communication  a  viveiuenl  intéressé  le  Congrès. 

Dans  un  Mémoire  antérieur,  exposé  dc\ aiil  le  Congrès  de  Budapest,  l'auleur 
axait  discuté  toutes  les  observations  de  la  dé\iatii)ii  de  la  verticale  faile  sur  le 
territoire  des  Etats-Lnis;  cette  fois,  il  cliercliait  à  discuter  de  nombreuses 
observations  de  pendule  dont  56  faites  aux  États-Unis,  et  une  dizaine  en  des 
stations  particulièrement  remarquables  n'-parties  sur  toute  la  surface  du  Globe. 

Chacune  de  ces  observations  d(iuaa]l  lieu  à  des  calculs  de  réduction  très  con- 
sidérables, puisqu'il  lallail  tenir  coniiili'  de  l'attraclioii  tie  toutes  les  masses 
continentales  à  quelque  distance  qu'elles  fussent  de  la  station,  c'est-à-dire  qu'il 
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lalliiil  cli'iiilic  I  iiili'i;iiiliiiM  ;ui  (iliilx'  Idiil  cnlici'.  RI.  I  lii\  Iciiil ,  (|ll('ll^^  ijut' 
SdLciil  >uii  liahili'lc  l'I  >:i  |inl  iciuc,  a  iiiii'Mil  ddiic  |)ii  ;i<(i)iii|ilir  sa  làcho,  s'il 
n'avail  iina^iiic  uni'  iiu'IIhuIc  de  calcul  abrégé.  11  se  sert  d'uiiu  sorlo  de  canevas 
formé  (le  c(iiii|iiir'iiiii('iiis  limités  [lar  des  circonférences  concentriques  et  par 
des  lignes  radiales.  Ces  divers  coniparliments  n'ont  pas  même  aire;  les  plus 
rappi'oclii's  iK'  la  slalinn  sont  les  plus  pelils,  les  plus  éloij;nés  sont  les  plus 
grande,  cl  leurs  aires  soûl  calculi'es  pour  (pu'  leur  lutluence  sur  le  pendule  soiL 
sensiblemeni  la  mèiiu',  les  plus  i;ran(!es  drmensions  îles  aires  les  plus  éloignées 
élanl  comj)ensées  par  rcllel  de  la  dislauce.  Traçons  ce  canevas  en  Iransparent 
el  plarons-le  sur  une  carie  géograplilipie  où  l'iiypsométrie  est  indiquée,  et  cela 
de  façon  que  la  slalion  vn  occupe  le  centre.  Nous  évaluerons  à  vue  l'allitude 
movenne  dans  cliacun  des  coiiqiarliinenls,  el  nous  chercherons  dans  des  lahles 
auxiliaires  préparées  à  l'aNance,  la  valeur  de  l'allraclion  cjul  correspond  à  cette 
alliluile.  l  ne  fois  les  tables  construites,  on  n'auia  donc  plus  iju'à  effectuer  des 
multqjlications  el  des  additions.  M.  Hayford  axait  apiiliqiu'  une  méthode  ana- 
logue à  la  discussion  di's  déviations  de  la  verticale. 

Ces  qiielipies  mots  suffisent  pour  faire  comprendre  l'esprit  de  la  métliode,  l'I 
je  \ais  luaiutenant  résuiuer  les  résultats.  Tout  se  passe  comme  si  les  masses 
terrestres  étaient  distribuées  isostnf/rjiie/nent;  voici  ce  que  l'auteur  entend  par 
là.  imaginons  une  sphère  S  concentrique  à  la  sphère  terrestre  eldont  la  surface 
est  à  une  profondeur  constante  P  au-dessous  de  la  surface  des  mers  prolongée. 
A  l'intérieur  de  cette  sphère  la  densité  peut  être  regardée  comme  uniforme;  il 
n'en  est  pas  de  même  à  l'extérieur.  Partageons  la  surface  de  la  sphère  S  en  un 
très  i;iand  uuiidire  d'aires  très  petites  ds,  que  je  supposerai  toutes  égales  entre 
elles.  Considérons  un  ciiiie  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  Terre  el  pour 
iiase  le  ciintoiir  d'une  de  ces  aires  ds;  prolongeons  ce  cône  jusqu'à  la  surface 
lopographiqiie.  I^e  solide  compris  entre  la  surface  de  la  sphère  S  el  la  surface 
lopographique,  c'esl-à-diri;  la  croûte  extérieure  du  Globe,  se  trouvera  ainsi 
décomposé  en  un  grand  nombre  de  jielils  troncs  de  cône  ayant  pour  petites 
bases  les  aires  ds  <;l  pour  grandes  bases  les  éléments  correspondants  de  la 
surface  lopographique.  Les  petites  bases  de  tous  ces  Ironcs  de  cônes  sont  égales 
par  hypothèse,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  leur  volume;  leur  hauteur 
dépend  en  eflel  de  la  distance  de  la  sphère  S  à  la  surface  topographique;  elle 
est  flonc  jdus  grande  sous  les  montagnes  que  sous  les  plaini's  et  sous  les  conti- 
nents que  sous  les  mers.  Eh  bien,  d'après  l'hypothèse  Isostalicpie,  ces  troncs  de 
cône  qui  onl  des  volumes  différents  auraient  tous  niéiiie  masse;  la  densité  serait 
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jiliis  l'iiil)k'  suiis  les  coulinciils  (juc  sous  los  mers;  elle  sérail  en  raison  inverse  de 
la  tlislance  de  la  surface  lupographiqtie  à  la  spiière  S,  c'esl-à-dire  de  P  +  A, 
h  désignani  l'alliludc  au-dessus  du  niveau  de  la  uu'r,  el  1*  la  profondeur  cons- 
lanle  de  la  splière  S  au-dessous  de  ce  niveau. 

Il  reste  à  savoir  quelle  est  la  valeur  de  1'.  Les  déviations  de  la  verticale 
avaient  donné  i  i.}'"".  En  faisant  le  calcul  pour  le  pendule  avec  cette  valeur  de  P, 
on  trouve  nne  concordance  reriiiucpialile,  [)uisque  l'anomalie  movenne  de  la 
gravité  qui  avec  les  anciennes  fcu'inules  était  de  0,106  tombe  à  0,012. 

Une  semblaiile  compensation  ne  saurait  être  due  au  hasard,  et  l'on  doit  se 
demander  comment  l'isostatie  a  pu  s'établir.  Une  hypothèse  intéressante  a\  a  il 
été  mise  en  avant;  on  se  représentait  la  croûte  terrestre  comme  composée  d'uiie 
série  de  radeaux  llollaiils  sur  nu  iKiuide  iiilerne  plus  dense;  en  vertu  du  [)rin- 
cipe  d'Arcliimèib',  cbacuii  de  ces  radeaux  s'entoncera  d'autani  plus  que  son 
poids  sera  plus  grand,  et  le  rapport  entre  la  partie  émergée  et  la  partie  immergée 
sera  sensiljlement  constant;  c'est  ainsi  cpie  snr  les  mers  polaires  les  icebergs 
laissent  sortir  de  l'eau  le  septième  de  leur  hauteur  totale.  Les  continents  corres- 
pondraient aux  radeaux  les  plus  épais,  puisque  ce  seraient  ceux  qui  émerge- 
raient le  plus;  ce  seraient  aussi  ceux  qui  seraient  le  plus  profonilément  immer- 
gés, de  sorte  que  sur  une  profondeur  plus  grande,  le  liquide  dense  sérail 
déplacé  par  un  solide  de  moindre  densité;  et  il  résulterait  de  ce  mécanisme  une 
ciuupensation  autoinaticpie  et  pariaite. 

(n'ia  ne  correspond  pas  tout  à  tait  aux  obser\ati(Uis  île  ÎM.  llajlord;  les  coiii- 
partinienls  qui  émergeraient  le  plus  seraient  non  pas  les  plus  épais,  mais  les 
iiKuns  denses;  et  ils  seraient  tous  égalemeiil  niiinerges  à  une  piolondeur  cons- 
tante de  1  10'"",  de  telle  sorte  cpie  leurs  surfaces  inférieures  se  trouveraient  au 
même  niveau. 

Cela  est  moins  séduisant  cpie  l'hypothèse  primitivement  [iroposée,  mais  cela 
est  paraît-il  plus  conforme  aux  faits. 

11  sera  donc  nécessaire  de  modifier  l'Iiypothèse  ilont  je  viens  de  parler;  il  y  a 
une  autre  raison  de  le  faire.  Elle  implique  la  fluidité  interne  du  Globe  et  nous 
venons  de  voir  plus  haut  les  prinives  de  la  grande  rigidité  de  notre  planète.  Si 
l'on  assimilait  cette  rigidité  à  celle  des  solides  invariables  des  théoriciens, 
l'isostasie  deviendrait  tout  à  fait  inexplicable;  mais  il  convient  sans  doute  de  se 
représenter  la  Terre  coiiuiie  pourvue  d'une  certaine  viscosité,  de  telle  sorte  que 
tout  en  se  comportant  comme  un  solide  sous  l'inlluence  de  forces  dont  les 
variations  seraient  relalixemeiil  rapides;  elle  aurait  cédé  à  la  laçon  il'un  corps 
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pàloux  à  di's  ncllons  scculaires  doiil  K's  l'Ilols  sl'  sciaiciil  acciiiiiiilOs  Icntoiiienl 
|)riiilaiil  la  dinvo  des  âges  géologiques. 

Nouvelle  valeur  de  l'aplatissement. 

(_)iirl(|iir  iulcicssaiitcs  uuo  soieiiL  cos  rcclierclies,  les  géodésiens  ne  poiixalciil 
(iiililirr-  ri)l)j('l  |Miii(i|ia]  de  leurs  éludes,  la  déterminatidii  des  dimensions  du 
tilohe  leireslie.  Les  détenninaliuns  se  souL  accumulées,  mais  il  lallaiL  les  cal- 
culer et  les  discuter;  c'est  ce  (|u"a  l'ail  M.  Helmerl;  l'ellipso'ide  de  Clarke  que 
iK'au('(iM|)  de  géodésiens  avaient  conservé  comme  eliijisoi'de  de  réléience  n'est 
|)ln-<  adiaissilîle. 

(  )ii  sait  que  ses  dimensions  élaii'iil  : 

Iiemi  grand  axe  ou  rayon  équalorial t\'iyS,2b'S 

Demi  petit  axe  ou  rayon  polaire ()356,52i 

Inverse  de  l'aplatissement '^93j5 

Celles  du  iiduxel  ellipso'ide  calculé  par  M.  Helmert  sont  : 

Demi  grand  axe 0378,388 

Inverse  de  l'aplatissement 297 

Ou  reiuar(piera  cpie  la  nouvelle  \aleui'  de  l'aplal  issemeul  esl  ('(impatilile  a\  ec 
celle  de  la  préeesslon,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  pour  raucieime  valeur,  ainsi  que 
l'avait  démontni  M.  Radau. 

Mission  de  l'Equateur. 

Le  Congrès  s'i;st  occupé  également  des  récentes  mesures  d'arc  de  méridien, 
nous  voulons  parler  de  l'arc  de  l'Equateur,  de  celui  du  SpilzLerg  et  de  l'arc 
africain. 

On  sait  ciMuLieii  la  mission  de  l'Equateur,  menée  à  bien  au  milii'u  de  diltî- 
cullés  considéraiiles,  a  fait  d'honneur  à  la  Géodésie  française  et  au  Service 
géogrii|ili](pi('  de  l'Armée  qui  en  a  été  chargé.  Les  opérations  sur  le  leriaiu  uni 
été  terminées  en  i()o().  Il  restait  à  calculer  les  ohser\alions  et  à  puMier  les 
résultais.  Les  calculs,  déjà  1res  avancés,  se  poursuivent  dans  les  bureaux  du 
service  géographique,  et  le  Parlement  a  voté  un  crédit  spécial  tpii  permettra 
l'impression  des  volumes  qui  doivent  faire  connaître  au  monde  savant  les 
résultats  obtenus.  La  moitié  de  l'Ouvrage  seuleiuent  sera  consacrée  à  la 
Céodésie;  l'aulre  nniilié  eonlieudia  la  description  des  intéressantes  collections 
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cl'hisloiic  naliirello  ra|)pi()técs  |)<n' M.  le  Doclfiir  IuncI.  cl  (|ii(iii  a  |m  ndmircv 
au  Muséum  il  y  a  trois  ans. 

Nous  nous  bornerons  à  résumer  Lrièvemenl  (|uel([ues-nns  des  eliillres  ileduils 
des  ealculs  ddinilils  cl  (■iimmiiiii(|ués  au  Coiii^rés  [)af  M.  le  (colonel  B(niri;et)is. 
Voiei  d'aljorti  ce  (|ui  |icul  tldiuici  une  idc'c  de  la  prceisiim  (il>tciiue  dauN  les 
mesures  des  bases  avec  les  rèt;les  soil  l)iiiiclallii|iics,  soii  iu(inoriiclalli(|ues  en 
mêlai  iinar. 

Hiobainba.  \i\iate. 

Secliun Est  Uuesl 

Règle Hiinelallique  MonomL'tallii|iie 

1''"  mesure ii'iy.ijcjSHijS  3(i.S7..>M'i7o 

2''  mesure iS-'ig, 99327 J  SGSy.aSS'f-', 

Différence ()""",()•>.  i'n"',()i 

Erreur  relalive i/âoyood  i/?.'.).900<) 

Les  mesures  d'angles  uni  ('■li'  ecmliariées  par  deux  causes,  les  circonslanees 
méléi)rnlo<;if|iies  d('dav(iral)les  ([ui  (Uil  ubiip',  par  exemple,  les  niiserNaleiirs  à 
resler  clans  la  slaluui  d'h]l  Pelado  à  l'alliliide  de  /ji.jc)'"  peiidanl  1  ') -^  |niiis  el  a 
celle  de  Naupan,  à  l'alliliide  de  /j;n,V"  |ieiidanl  SI  |()urs:  cl  les  desl  riiel  luns  de 
signaux  par  les  indigënes,  ipii  se  soni  re|iriiduiles  jusipjà  1  j  lois  ci  onl  (iblig(' 
elincpie  lois  à  recuinmeucer  les  (ipeialuius. 

L'exaellliide  des  ri'sullals  n'eu  a  pas  soullerl,  puisque  le  calcul  de  Cdiupensa- 
liiin  a  monlic  (pie  rerreur  mii\enne  d'une  direclion  (liiab^  esl  M'ideiiienl  de 
l",l'>.()  (il  s'agil  de  secdiides  eeult'simales,  emii'dii  .1  lors  j)lii.s  peliles  iiue  les 
secondes  ordinaires  ).  L'erreur  m()\  eiiiie  ilun  angle  ded  11  île  de  la  eom|ieiis.i  Iniii 
de  la  eliaîue  esl  de  a", 465. 

La  comparaison  des  Iciugiieiirs  calculées  el  mesurées  dans  deux  bases  de 
contrôle  peul  ('galemenl  nous  dniiuer  une  idi''e  de  l'exaclihide  sur  laquelle  un 
peul  compter. 

DiffL- renée. 

Base  mesurée  Erreur 

Base.  L<uigueur.         — Base  calculée.  relalive. 

Nord 6lio5  +  (i7i""','j")  i/ySooo 

Sud H200  —    o'""^,iy  1/14400000 

La   concordance  esl    1res   satisfaisante  en  ce   rpii   concerne  la   lia --e  du  Nord; 

pour  la  base  du   .Sud.   elle  esl  pi('s(pie  absidiie,  ce  (pu  ne  peul  e\  ideiiiiiieiil  èlre 
ail  ribiK'  ipiaii  liasard. 

H.  P.  —  VIII.  71 
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Je  u'jnsislorai  pas  siir  les  aiilrcs  opéialioiis,  cii  luc  lidiiianl  à  conslalor  les 
excellents  résullats  qu'a  donnés  jxmr  la  mesuic  des  iatiliidcs  l'aslroiabc  à 
prisme  de  AIM.  Claude  et  Driencomi. 

Arc  du  Spitzberg. 

Les  délégués  suédois  uni  rendu  couiple  éi;aleuu'nl  des  opéialions  lailes  au 
Spilzberg  et  où  onl  collaboré  les  géodésiens  russes  el  suédois.  La  mesure  des 
bases  a  présenté  de  grandes  difficultés  à  cause  d(>  la  nature  du  leiLulu,  elle  a  étt' 
faite  au  fil  ,I;idderln;  deux  mesures  successives  onl  donné  ioo3^'",5'.i2  el 
iuo24"',5û4;  la  concordance  est  très  satisfaisante,  surtout  si  l'on  lient  crmipte 
des  conditions  défavorables  dans  lesquelles  (Ui  a  opéré;  l'exactitude  des  résul- 
lats a  été  contrôlée  également  |)ai-  les  jonclions  du  réseau  russe  avec  le  réseau 
suédois. 

Arc  africain. 

Grâce  à  1  initiative  de  sir  Da\id  (iill,  l'Aiigleleire  a  eiitre|iiis  la  mesiin^  d'un 
grand  arc  du  inéridu'ii  inii  lra\('iseia  hiiil  le  ((uilinciil  afiicaiii  du  Cairi' au 
Gap.  Les  mesures  sont  déjà  très  avancées  dans  les  territoires  britanniques  du 
sud  de  l'Afrique  d'une  part,  et  en  Egypte  d'autre  pari;  d'autres  opérations  onl 
été  menées  avec  succès  dans  la  région  des  grands  lacs  équatoriaux;  la  traversée 
du  massif  montagneux  du  Rouvenzori  a  présenté  certaines  difficultés  (pii  ont 
éh'  liciirciisciiicnl  surmontées. 

Télégraphie  sans  fiL 

Les  ilélégués  japonais  onl  commiiiiiqué  des  observations  de  dilh'rences  de  lon- 
gitude faites  par  le  moyen  de  la  télégraphie  sans  fil.  Les  résultats  obtenus  sont 
encourageants.  A  celle  occasion,  M.  Poincaré  a  entretenu  le  Congrès  d'un 
projet  de  mesures  de  la  différence  de  longitude  Paris-Athènes,  donlM.  Eginitis, 
directeur  de  l'Observatoire  d'Athènes,  a  pris  l'initiative.  On  songe,  malgré  la 
grande  dislance,  à  utiliser  dans  celte  opération  la  télégraphie  sans  fil. 

D'autre  part,  on  s'est  préoccupé  en  France  de  donner  l'IuMire  aux  marins  en 
mer  par  des  ondes  hertzienm^s.  On  a  étudié  riiisliillalion  d'un  poste  à  la  Tour 
Eiffel  qui  toiih  les  jours  à  iiiiiiml  iloiiucrail  un  signal  perceplilile  liaiis  une 
partie  de  l'Atlantique  el  de  la  Méditerranée.  Nous  p(jiivons  ajouler  aujourd'hui 
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que  celle  inslallaliou  a  élé  relardée  par  les  inondalions  de  la  Seine  qui  oui 
romplèteiiienl  délruil  le  poste  radiotélégraphique  de  la  Tour  Eifl'el  et  f[ue  le 
nouveau  service  ne  fonctionne  que  depuis  le  aS  mai. 

M.  Forster  a  fait  savoir  à  ses  collègues  que  l'Allemagne  allait  installer  un 
service  anologue  à  Nauen,  et  il  a  insisté  sur  la  nécessité  d'une  enleulc  inlerna- 
tiunale  afin  d"c\  ilei'  les  confusions  de  signaux. 

J'arrélc  là  cet  exposé  que  je  ne  saurais  prolonger  sans  entrer  dans  des  détails 
trop  teciiniques;  j'espère  avoir  montré  quelle  est  la  variété  des  questions  qui 
ont  attiré  l'attention  des  délégués  et  quel  est  l'inlérél  des  problèmes  qui  se 
rallaclient  à  la  Géodésie;  cette  science  est  la  seule  (pii  nous  permette  de 
pénétrer  les  invstèrcs  de  la  (Minslitul  ion  interne  tlu  (ilobe.  el  elle  de\  ieiulia 
ainsi  pour  le  géologue  mie  auxiliaire  iiidispensahle. 


LE   DÉMON   D'ARRHÉNIUS 


Huiniiuigc  à  Louis  Olivier,  p.  281-287,  Ptis  (26  septembre  lyii)- 


Parmi  les  idées  nouvcllrs  quo  nous  voyons  germer  en  l'oiile  dans  le  fécond 
cerveau  de  M.  Arriiénius,  il  ^  en  a  une  qui  mérilc  d'allirer  parlicniièrenient 
l'attention,  parce  qu'elle  intéresse  l'avenir  de  notre  Univers;  elle  nous  ouvre 
(ou  du  moins  elle  s'y  eirorce)  des  perspectives  plus  consolantes  que  la  théorie 
classique  de  Clausiii^;  le  Monde  si  Ion  en  (  loil  le  savanl  suc'dols,  ne  serait  pas 
latalemcnl  voiu'  à  la  mari  tlifiini<nic.  \\  ne  scrail  pas  drsIiiK'  à  périr  dans  une 
rriiniic  unitormile  linale. 


Un  sait  que  les  maciiines  llieiniupies  ne  peuvent  fonctionner  qu'entre  deux 
sources,  l'une  chaude  el  l'autre  froide.  La  chaleur  empruntée  à  la  première  ne 
|H'Ml  rire  qui'  parlicllenieul  I ransiorini'c  en  lia\ad,  il  est  nécessaire  ipi'une 
jjartie  soit  cédée  à  la  source  froide;  il  en  n'sulle  tpie  la  source  chaude  va  se 
refroidir  et  la  source  froide  s'échauHcr;  leurs  leniprialnres  Iniironl  [las  s'égaliser, 
elles  seront  alors  épuisées. 

Si  l'on  regarde  l'Univers  entier  comme  une  immense  machine  thermique,  la 
source  chaude  sera  représentée  par  les  Soleils,  la  source  froide  par  les  Nébu- 
leuses, toutes  les  source  dont  nous  dis|)osons  devant  être  regardées  seulement 
comme  des  échelons  inleiinédiaires  de  ri'chelle  immense  (lui  s'étend  entre  ces 
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deux  extrômos.  Qu'est-ce  donc  qui  peul  enlretenir  la  source  chaude;  ce  ne  peut 
être  que  l'énergie  qui  existe  dans  le  monde  sous  la  forme  mécanique;  ce  n'esl 
pour  nos  Soleils  qu'une  bouchée,  à  peine  de  quoi  assouvir  leur  appétit  pendant 
une  centaine  de  millions  d'années.  Et  alors  les  Étoiles  vont  se  refroidir  et  les 
Nébuleuses  s'échauffer,  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  entre  elles  de  différence  de 
température  :  l'Univers  aura  subi  la  mort  therinique. 

C'est  là  ce  qu'exige  le  second  principe  de  la  Thermodynamique.  Mais  quelle 
est  la  raison  d'être  de  ce  principe;  d'après  beaucoup  de  physiciens,  il  ne  serait 
qu'une  conséquence  de  la  loi  des  grands  nombres.  Les  molécules  étant  très 
nombreuses,  leurs  mouvements  tendraient  de  plus  en  plus  à  se  distribuer  con- 
formément aux  lois  du  hasard.  Tout  tendrait  à  se  mêler,  parce  que,  s'il  est 
facile  de  cacher  un  grain  d'orge  dans  un  las  (k^  blé.  il  est  très  difficile  de  l'y 
retrouver  et  de  l'en  faire  sortir,  l^es  molécules  sont  innombrables  et  très  petites; 
c'est  pourquoi  il  est  pratiquement  impossible  de  les  démêler,  une  f()i>  (pr'elles 
sont  mêlées. 

Pour  remonter  le  courant,  pour  laire  passer  de  la  chaleur  d'un  corps  (roid 
sur  un  corps  cliaud,  il  faudiuil.  disait  Maxwell,  un  être  assez  petit  et  assez 
intelligent  [)(iur  faire  le  triage  de  ces  objets  minuscules.  Cet  être,  aux  sens  déliés, 
qui  verrait  ce  qui  échappe  à  nos  yeux  grossiers,  pourrait  séparer  les  molécules 
«  chaudes  »,  c'est-à-dire  les  molécules  rapides,  des  molécules  «  froides  »,  c'est- 
à-dire  des  molécules  lentes.  C'est  cet  être  fictif  que;  l'on  appelle  le  démon  de 
Maxwell. 

Pour  conserver  au  monde  la  vie,  pour  maintenir  les  Nébuleuses  froides  et  les 
Soleils  chauds,  il  faucbail  dtnxv  une  sorte  de  diMUon  de  Maxwell  automatique. 
C'est  ce  qu'Arrlicnius  croit  avoir  trouvé.  Comment,  enefiet,  opérerait  le  démon 
de  Mavwell  pour  réchaufl'er  la  moitié  d'une  masse  gazeuse  en  refroidissant 
l'autre  ?  11  séparerait  le  vase  en  deux  parties  par  une  cloison,  percée  de  petites 
portes  qu'il  pourrait  ouvrir-  ou  fermer  à  volonté.  Si  une  molécule  rapide,  venant 
de  gauche,  s'approchait  d'une  de  ces  portes,  il  se  hâterait  de  la  fermer,  et  la 
molécule  rebonrlirail  vers  la  gauche;  il  l'ouvrirait,  au  contraire,  pour  une  molé- 
cule lente  venant  de  gauche  ou  pour  une  molécule  rapide  venant  de  droite. 
Finalement,  il  n'y  aurait  plus  à  gauche  que  des  molécules  rapides  et  à  droite 
que  des  molécules  lentes,  le  gaz  de  gauche  serait  chaud  et  celui  de  droite  serait 
froid. 

Or,  qn'arrive-t-il  dans  les  Nébuleuses;  la  matière  y  étant  très  raréfiée,  les 
molécules  gazeuses  n'y  sont  que  faiblement  retenues  par  la  gravitation;  il  doit 
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(loue  ;iiii\fr  IVéïiiuMiiiiionl  qu'une  uu)Ilmii1c  s'écliappe  Cl  vii  se  perdic  dans  le 
vide  infini.  Mais  quelles  sont  les  molécules  qui  sont  le  plus  exposées  à  cet 
arrideni;  ce  sont  évidemment  les  plus  rapides;  un  projectile  lancé  de  la  Terre 
aura,  en  eflet,  d'autant  jilus  de  chances  de  sortir  de  la  sphère  d'attraction 
terrestre  que  sa  vitesse  initiale  sera  plus  g,rande.  Par  conséquent,  les  molécules 
(pii  lesteront  dans  la  Néhuleuse  seront  les  molécules  lentes,  c'est-à-dire  froides; 
celles  (pii  s'en  iront  seront  les  molécules  rapides,  c'est-à-dire  chaudes.  Et  c'est 
ainsi  que  les  Nébuleuses  peuvent  rester  froides,  malgré  la  chaleur  qu'elles 
reçoivent  des  Soleils.  Il  j  a  un  triage,  comme  celui  que  ferait  le  démon  de 
Maxwell,  mais  ce  triage  est  automatique. 

Les  molécules  échappées  des  Nébuleuses  finissent  par  entrer  dans  la  sphère 
d'attraction  des  Soleils  et  [liir  tomber  à  leur  surface  en  acquérant  une  grande 
vitesse  ])ar  l'elTet  de  la  gravitation.  En  môme  temps  qu'elles  augmentent  la 
masse,  elles  en  entretiennent  la  chaleur  par  leurs  chocs. 

La  solution  n'est  pas  encore  satisfaisante;  et  d'abord  nous  savons  bien  que  la 
masse  de  notre  .Soleil  n'augmente  pas.  D'autre  part,  les  Nébuleuses  finiraient 
par  se  vider  et  |)erdre  leur  substance  qui  irait  se  concentrer  dans  les  Etoiles. 
Le  monde  atteindrait  l'uniformité  et  la  mort  thermique,  mais  par  une  auti-e 
voie.  Arrhénius  est  donc  obligé  de  compléter  son  hypothèse;  pour  cela,  il  a 
recours  à  la  pression  de  radiation  de  Maxwell-Bartholi;  on  sait  que  les  corps 
très  légers  sont  repoussés  par  la  lumière,  et  c'est  ainsi  que  se  forment  les  queues 
des  comètes,  dont  la  matière  très  ténue  est  repoussée  par  la  lumière  solaire. 
Arrhénius  suppose  que  des  particules  très  fines,  issues  du  Soleil,  peuvent  subir 
une  action  analogue;  elles  forment  d'abord  la  couronne  solaire;  mais  elles  ne 
s'arrêtent  pas  là  :  la  pression  de  Maxwell  les  pousse  beaucoup  plus  loin,  en 
dehors  même  du  système  solaire  et  jusqu'aux  lointaines  Nébuleuses.  Les  Nébu- 
leuses, tjui  envoient  de  la  matière  aux  Soleils,  en  recevraient  en  échange,  de 
sorte  qu'il  y  aurait  balance  parfaite  entre  les  gains  et  les  perles  de  substance. 


Que  devons-nous  penser  de  cette  théories  si  séduisante  ?  Toutes  li^s  difficultés 
sont-elles  écartées?  Pas  encore.  La  matière  s(^  trouve  soumise  à  deux  forces 
antagonistes  la  gravitation  newtoniennc  (pii  l'iillire  vers  le  Soleil,  la  pression 
de  Maxwell  ipn  Imd  à   l'en  ('hjigner.  La  première  de  ces  forces  l'euqioile  sur  la 
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seconde  si   le  cor[)s  est  gros  cl  lourd,   parce  qu'elle  est  proportionnelle  ;i  la 

masse,  tandis  que  la  pression  de  radiation  varie  comme  la  surface.  La  répulsion 

l'emporte,  au  contraire,  pour  les  gouttelettes  qui  n'ont  que  quelques  millièmes 

de  millimètre;  enfin,  l'attraction  l'emporte  de  nouveau  pour  les  corps  qui  sont 

très  petits  par  rapport  aux  longueurs  d'onde  el  ne  peuvent,  par  conséquent, 

réfléchir  la  lumière,  comme  par  exemple  pour  les  molécules  isolées.  On  peut 

alors  concevoir  une  sorte  [de  va-et-vient  :  des  gouttelettes  sont  repoussées  par 

le  Soleil;   parvenues  à   une  certaine  dislance,   pour  une  raison  ou  pour  une 

autre,  elles  s'agglomèrent  en  corps  trop  gros,  ou  se  dissocient  en  particules 

trop  petites.   L'altraction  l'emport(>  de  nouveau  et  la  matière  retombe  sur  le 

.Soleil  où  elle  reprend  la  forme  de  goulteletles,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Ce  n'est  pas  là  le  mouvement  perpétuel;  le -travail  nécessaire  pour  entretenir 

ce  va-et-vient  indéfini  est  emprunté  à  la  chaleur  solaire;  nous  avons  afiaire  à 

une  machine  lliermique.  Quel  est  le  rendement  de  cette  machine  ?  Il  est  aisé  de 

voir  qu'il  ne  peut  dépasser  un  demi.  En  ellet,  une  de  ces  particules  peut  être 

regardée  comme  un  écran  qui  arrête  le  rayonnement  solaire;   quand  elle  est 

repoussée,   l'espace  dans  lequel  ce  ravonnemenl   pt'ut   se   répandre  se  trouve 

accru,  d'où  enq)ruiil   de  chaleur  iiu  Soleil;  el  la  loi  de  Maxwell  montre  (jue  cet 

emprunt  est  précisément  égal  au  travail  de  la  pression  de  radiation;  la  nuiitié 

de  l'énergie  émanée  du  Soleil  sera  donc  euq)lojée  en  travail  mécanique  sur  la 

particule  et  l'autre  moitié  en  écliaufl'ement  de  l'espace.  La  chaleur  ainsi  perdue 

atteindra  finalement  la  Nébuleuse;  le  démon  d'Arrhénius  serait-il  de  force  à 

nous  la  restituer  ?  Les  molécules  qui  sont  chassées  de  la  Nébuleuse  en  sorlenl 

avec   une  certaine   vitesse;   quaud  elles  retombent  ensuite  sur  le  Soleil,   celte 

vitesse  s'accroît,  do  sorte  qu'en  choquant  la  surface  solaire,  elles  lui  apportent 

l'énergie  qu'elles  possédaient  au  départ,   |)lus  celle  qu'elles  ont  acquise  dans 

leur  chute.  C'eslcelte  dernière  (|ui  figurait  dans  les  calculs  que  nous  venons  de 

laii'c  au  ,sM|el  du  iiKiin  ciiienl  de  \  ii-el-vienl  ;  el  nous  avons  vu  quelle  estau  plus 

la  moitié  de  l'énergie  rav'mnée  [lar  le  Soleil. 

Si  nous  vouKuis  ([iie  la  resliliilion  soit  complète,  il  faut  ilonc  que  la  seconde 
moitié  soit  représentées  par  l'énergie  initiale  que  ces  molécules  possédaient  en 
quittant  la  Nébuleuse,  c'est-à-dire  que  leiii-  vitesse  initiale  soit  comparable  à 
celle  qu'acquiert  un  corps  qui  tombe  de  l'inlini  sur  le  Soleil,  et  qui  est  de 
plusieurs  centaines  de  kilomètres  par  seconde.  Or,  cela  est  bien  invraisemblable; 
les  Nébuleuses  sont  très  froides, c'est-à-dire  que  la  vitesse  moyenne  de  leurs 
molécules  est  très  laible;  il  esl  vrai  que  ce  sont  les  plus  rapides  qui  s'en  vont, 
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iii:ii>  Cfllo  iini  ;iui'iiiil  ili'>  Niloso  de  ccl  oi-drc  ne  |MMiri'(iiil  |;i  ihmis  ("■!  ic  cnic  îles 
(•\ct'|ilion>.  inriiic  |iiii'iiii  cclK's  (|mi  lu'  muiI  |)iis  rclcuiio  (huis  la  ^chiilciisc  |);if 
lnllrailioii. 


()ii  a  |)ciiic  à  l'cmiiiccr  dclinrl  i\('riiciit  m  une  iilc'L'  si  scdiilsanlr  ri  iiii  csl  [iiirlé  à 
M'  dciiiaiidrr  si  idlc  il  Csl  |)as  i  iii(iiii|)lrlc  |>liil('il  ([iic  laussr.  Le  d(''iiiiin  d'Arrlié- 
miis  ne  pcul  siillirc  à  >a  làclic,  mais  pciil-èli'c  v  en  a-l-il  daiilrcs  (|iii  l'\  aide- 
ront. Ne  |)i)uiiail-(iii.  |)Mr  exemple,  après  avoir  nus  un  démon  dans  la 
soniie  Iroide.  en  melire  un  aiilre  dans  la  source  chaude  ?  Quelque  hvpolhé- 
liipie^.  (pudipn'  mal  fondées  ijuc  soient  mes  vues  sur  ce  point,  me  permellra-l-on 

d  en  dire  cpieqnes  mots  ? 

Les  moléeiiles  (|ui  (|uillenl  les  Soleils  ne  peux  enl-elles  être  rolijel  d'une 
séleclion  comme  celles  ipii  (piilli'iil  les  Nébuleuses  ?  Celle  lois,  ce  ne  sont  pas 
les  plus  (haudes  <pii  doiseni  partir,  ce  sont  les  plus  Iroides.  Examinons  donc 
par  (piel  Miécanisnie  se  pioduisent  les  ^outleletles  (pu  suhissonl  la  pression  de 
radiation  :  i"  Certaines  molécules  gazeuses  sont  ionisées;  2"  Chaque  ion  dexienl 
nu  ceiitri'  de  condensai  i(ui  pour  certaines  \apeurs  sursaturées.  La  sélection  se 
lerail  donc  liiul  liai  luellenienl  :  1"  .Si  les  moh'cules  Iriudes.  c"est-à-dire  lentes, 
l'Iaieiil  plus  lacileineiil  lonisi'es  (pie  les  molécules  rapides;  ;>,"  Si  la  condensation 
se  faisait  |)lus  aisi^ineiil  autour  des  i(uis  lents  (piautour  des  ions  rapides;  .i"  .Si 
les  uiiiiecules  de  \apeur  les  plus  lentes  s(^  lupiéfinieiit  plus  aisément  ipie  les 
plus  ra  pilles. 

■le  ne  Mils  aueuiie  raiscui  à  allr'i;uer  en  laxeur  de  la  première  li\potlièse.  La 
seconde  est  plus  plaiisihle;  on  concoil  ipi  un  lou  eu  repos  pimna  |oner  son  rôle 
de  centre  de  coiiileiisal  nui  plus  lacilemi'nl  ipi  un  ion  en  niiuiM'iuent;  pierre  (pu 
roule  II  amasse  [)as  de  mousse.  Mais  c  est  snrlonl  à  la  troisii'iiie  (pi'il  convient 
fh'  s'attacher.  Qu'on  se  représente  nn(^  ^ontlidelle  en  \oie  de  formalion  et  des 
iiiidé;ciiles  (le  vapeur  circnlanl  dans  s(ui  voisinage;  on  peut  les  compiarer  à  des 
liidides  (pu  circuleraient  près  dune  planète  et  lr(')leia  leni  son  almosjdière. 
(  .eii\  (pii  auriinl  lies  \  liesses  h)  perhnliqiies  passe  l'ont  sans  être  arrêtés;  ce  sont 
les  plus  lents  (pu  seront  releniis  et  liuuheront  à  sa  surlace.  .Sans  doute  aussi, 
(liiaiid  un  liquide  est  au  (luilacl  de  sa  vapeiii',  il  y  a  échange  continuel  cul  re 
leurs  molécules,  ilelenues  (piehpie  temps  par  l'attraction  du  li(pude,  les  unes 
Hnisscnl  s'échapper  cl  redeviennent  gazeuses.  D'autres,  au  contraire,  sont 
captées  par  le  liquide. 
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Ca'  soiil  l'vidt'iiiiiicnl  les  jiliis  lentes  (jui  seront  retenues,  les  plus  rapides  qui 
s'éctinpperont,  tout  se  passant  comme  pour  la  Nébuleuse  dont  nous  parlions 
plus  haut.  Il  'en  résulterait,  remarcjuons-le  qu'il  devrait  j  avoir  une  différence 
de  température  entre  un  liquide  et  sa  vapeur;  je  ne  sais  si  elle  serait  constatable. 
(^uoi  qu'il  en  suii.  1111  pourrait  imaginer  un  mécanisme  analogue  jouant  dans  la 
source  cliande  le  rôle  de  il(}m()ii  iiulnmaliquc.  (]{•  démon,  en  tout  cas,  travail- 
lerai! dans  le  bon  sens,  mais  je  ne  puis  examiner  la  (pieslion  de  savoir  s'il  sui- 
lirail  pour  remplir  sa  làclie. 


H.  P.  —  VIII. 
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Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  131,  p.  2i5-23(j  (ib  juillet  igon) 


I';ir  iiiif  I^cUrc  en  (hilc  ilii  :>.  i  juin  kjiki,  M.  le  Ministre  de  riiislniclioii 
|iij|ili(]iir  a  un  lie  rAciidéiiiic  à  lui  donner  son  :ivis  sur  le  projet  de  revision  de 
l'arc  méridien  do  Quito  et  lui  a  demandé  d'examiner  le  pro|:,ranime  scientifique 
proposé,  de  le  discuter  et  de  lui  transmettre  ses  observations.  L'Académie  a 
renvoyé  la  question  à  une  Commission  composée  des  sections  de  Géométrie, 
d'AsIronomic  et  du  Géographie  et  Navigation.  Cette  Commission  a  étudié  li; 
projet  en  détail,  et  c'est  le  résultat  de  celte  étude  que  je  dois  résumer  dans  le 
présent  Rapport. 

Il  est  nécessaire  d'al)ord  de  rappeler  en  quelques  mots  l'historique  do  la 
question.  Au  commencement  du  siècle  dernier,  la  théorie  de  Newton  qui 
concluait  à  l'aplatissement  du  globe  terrestre,  fut  soumise  à  de  vives  contro- 
verses, auxquelles  l'observation  directe  pouvait  seule  mettre  fin.  Il  fallait  mesu- 
rer deux  arcs  de  méridien  à  des  latitudes  différentes.  C'est  à  la  France,  et  en 
particulier  à  l'ancionno  Académie  des  .Sciences,  que  revient  Thonneur  d'avoir 
mené  à  bien  cette  difficile  opération.  En  lyS.î  et  dans  les  années  suivantes,  un 
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aiH"  fui  incsiuv  au  Prrou  par  (iodm.  I  .acoudauiiiic  cl  Boui;ia'r.  cl  un  aultc  eu 
l^aponio  par  Maupci'luls  cl  Clairaul 

La  nicridicnnc  de  France,  rcvisi-c  uuc  prciuicrc  l'ois  eu  17)9  |)ar  Cassiiii  de 
Tluiry  et  Lacaille,  le  lui  de  uoummu  eu  171)0  par  Dclauihi'c  cl  Méchain  au 
moment  do  l'ctahlissciueul  du  système  iiuMiupu'.  (leltc  opcralion,  entreprise 
dans  d(^s  cuudiluuis  de  precisuni  iiiçiuiiiucs  jus(pu'-là.  lui  prolongée  jusque  sur 
le  territoire  espagnol. 

C'est  la  comparaison  de  ces  trois  arcs,  mesurés  Fiiii  près  de  l'Equateur, 
l'autre  près  du  cercle  polaire,  le  troisième  sous  des  latitudes  moyennes,  qui  a 
fourni  la  première  valeur  suflisamment  approchée  de  l'aplatissement. 

Jusque-là  la  (  K'odc'sic  elail  restée  poui'  aiuM  dii'c  nue  science  exclusivement 
française;  mais  dans  la  preunèrc  uiciilu'  du  xix'  siècle  au  contraire,  ce  fut  sur- 
tout à  l'clranger  qu'elle  se  d('velo[)pa.  Non  seulenicul  île  nombreuses  mesures 
furent  entreprises,  mais  les  nK'lliodes  furcul  peifccliounées  par  les  travaux  de 
Gauss,  Bcssel,  Airy  et  Clarke. 

C'est  notre  regretté  Confrère  le  Général  Pcrricr  (pii  a  i-endu  à  la  i^raiict'  le 
rang  qu'elle  avait  paru  perdre  un  inslaul.  On  sait  au  prix  de  qutds  elloris  il  est 
parvenu  à  joindri'  l'Espagne  et  l'Algérie;  |)ar  les  HK'tliodes  ingénieuses  et  pré- 
cises qu'il  avait  créées,  il  a  procédé  à  une  nouvelle  révision  de  la  méridienne 
de  France  qui,  se  raccordani  d'un  côh'  aux  travaux  anglais,  de  l'aulrc  aux  tra- 
vaux espagnols  et  j)ar  eux  aux  mesures  failes  vn  Algérie,  nous  ilonne  mainte- 
nant un  réseau  qui  s'étend  sans  interruption  du  nord  de  l'Ecosse  au  Sahara. 

]jOs  travaux  ('t rangers  et  ceux  du  (  ienéral  l'erricr  oui  conduit  les  g(';od('siens 
à  inodilici-  la  \aleiir  ad<j|ilee  pour  laplal  isseîiieul .  Ils  disposent  pour  cela  d  un 
grand  iioiuluc  de  iIouik'cs  nouvelles  (hjnl  les  pniuipiilcs  sont  : 

J^'arc  anglo-liançais,  (mji  a  3(S",   de  T^aghouat  (Sa"  IV)  aux  .Shclland  (60"  N); 

L'arc  russe,  qui  a  aï",  du  Danuhe  (4;V'  JN  )  à  l'océan  Glacial  i  70"  M  )  ; 

L'arc  indien,  qui  a  a'j",  eiilrc  les  lalitudes  <S"  et  .32"IN; 

L'arc  auK'ricain  fie  rAllanli(|uc.  cuire  les  laliludes  .'!:',"  cl   'j.')"  environ; 

l>'arc  amc'ricaiu  ilu  l'acilicpie,  cuire  les  laliludi's  .io"  cl   '(o"  environ; 

Plusieurs  arcs  rie  parallèles  dont  les  plus  iniporlauts  soni  : 

F.,'arc  européen  de  Valeulia  à  (  )iii^k  par  "ja"  de  lalilnde; 

Ij'arc  ami-ricain.  cuire  le-,  deux  (  )c(''ans  par  'iS"  de  lai  ilnde  : 

[j'arcfpii  lra\cr^e  I  lliudoiis|;iu  à  la  laliliidc  aj"; 

()n  rciuarqueia   (luc   presipie   lous  ces  arcs  se   Ironseiil    places  sous  des  lati- 
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tildes  moyennes.  J\on  soulemenl  nous  n'avons  dans  l'hémispliùre  sud  qu'un  arc 
de  'y"  dans  la  colonie  du  Cap,  mais  sous  les  latitudes  équatoriales  et  polaires, 
on  n'a  presrpie  rien  ajouté  aux  travaux  du  siècle  dernier. 

Il  y  a  là  mit'  larune  infiniment  regrettable,  car  les  dclerniinalions  anciennes, 
(Miclqnc  remaripialjles  qu'elles  aient  été  dans  leur-  lemps,  ne  peu\('nt  é\  rdeni- 
ment  êlic  e((iii|)ai(''es  aux  travaux  plus  rt'ceiits. 

Cette  siliialiiiii  a  frapp('^  de[)uis  loni^teinps  l'Association  j^éodt'siqiie  ;  la  néces- 
sité de  mesures  aoiivelles,  destinées  à  vérifier  et  à  corriger  celles  de  Lacondamine 
et  de  Mauperliiis.  paraissait  évidente  à  tout  le  monde. 

Une  ex|>edili<iii  lusso-siK'doise  est  pailie  pour  le  .S|ulzlieri;  el  a  commenci' 
la  delermiiialKiii  (I'hii  air  de  /j  ou  .')  degrcVs  desliiié  à  ii'uqilaeei-  celui  de 
JVIaii]>erliiis. 

Il  restai!  à  s'occuper  de  la  révision  de  l'arc  du  l'('roii.  A  la  riMinion  de 
l'Association  iillei'naliiuiale  i;eod(''si(pie  en  l88(),  M.  IJa\idson,  délégut'î  des 
États-L'nis,  ajipela  sur  celle  (piesiiou  rallenlitui  de  ses  collègues.  Reconnais- 
sant les  droils  niK'  doiiiieiil  à  la  l'iauee  li's  i^liirieiix  sdiixeniis  du  wiii'  siècle. 
il  ajoiihiil  c[ue,  si  nuire  (  ii)u\  erueiiieiil  ue  voiiiail  pas  les  re\  eadupier.  je 
Geodetic  .SiiiNcydes  litats-Unis  poiiirail  se  cluirger  de  1  ()|ieial  ion. 

Le  (jouvernement  trançals  d'alors  ue  criil  |ias  tievoir  décliner  celle  invitalion. 
Tl  reçut  d'ailleurs  un  concours  eiMpn'sse  de  la  part  de  l'Académie  des  Sciences 
el  du  (  idineriiemeul  e(pialoru'ii.  Imi  ellel,  par  suile  ilii  démembrement  de 
raiieieiine  ((doiiie  espagnole  du  IN'roii,  c'est  sur  le  leni  liiiic  de  la  |{e]niidi(pu' 
de  l'Kcjiialeur  (pu'  se  Iroiive  siliii'  l'arc  dil  </ii  l'iiaii.  iJes  négociatuiiis  turent 
donc  eiilaïuees  par  linleiiuediaire  de  M.  Vutonui  l'Iores,  Ministre  de  l'Etpia- 
teur  à  l'aris.  Elles  ('laient  sur  le  |)oint  d'aboiilir  el  le  (joiivernemeiil  allail 
déposer  une  demande  de  crc'dils,  rpiand  de  graves  ('vénements  polili(pu's  se 
produisirent  à  l'Equateur.  La  silualiim  ne  paraissant  plus  favorajjle  à  une  opt'- 
ration  scientifique  de  cette  nature,  le  projel  lui  provisoirement  ajourné. 

En  1898,  les  circonstances  politiqu(?s  s'était'ul  di' nouveau  modifiées  à  Quito. 
Le  Général  Alfaro  avait  été  appelé  à  la  Présidence  et  l'on  ('lait  assuré  de  trouver 
auprès  du  nouveau  Président  un  appui  sans  réserve.  Ce  l'iiL  encore  un  délégué 
américain,  M.  Preston,  qui,  à  la  Conférence  de  Stuttgart,  porta  de  nouveau  la 
question  devant  l'Association  géodésique.  Il  reconnut  d'ailleurs  encore  une  fois 
les  droits  de  la  France. 

Le  Gomernement  Iraïu-ais  coiii|irit  (pi'une  prompte  solution  ('tait  désirable: 
en  eflcl,   il  était  à  eraiudre  (lue,   si   la   France  lu'silait  à   faire  Naloirses   droits. 
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la  iiu'siin'  ne  iVil  iiilit|)ri>c  |i;ir  le  (  n'oilclic  Siirvi'j  américain,  uu  par  l'Associa- 
lioii  inlcriialioiialf,  Ac  soilc  i|U('  riiomiciu-  eu  serait  ravi  à  noire  pays.  D'antre 
part,  l'opération  devait  preiulic  un  rciiain  teni|)S.  et  il  était  à  désiri'r  (pi'elle 
lût  terminée  avant  rexpiialimi  des  pouvons  du  l'i(''si<lenl  Allaro,  alin  de 
prolilcr  des  cxecllcnles  disposil  loiis  du  (icnivernenienl  acluid. 

Sur  laNis  de  la  (  iOiiiuussioii  i;co(lési(pie  Iraiicaise,  M.  le  Ministre  de  l'ins- 
Iniction  pnblitpu'  entra  en  pourparlers  a\ee  le  Ministère  de  la  (inerre  en  vue 
d'étudier  les  nio\ens  d'exiMul  mu.  Il  seiulda  (pje  la  mission  principale  ne  pou- 
vait s'emharipier  a\ec  sou  luali  riel  encombrant,  |)(nir  un  pays  aussi  mal  connu, 
avant  (piuue  première  reconnaissance  eut  iiKuilri'  la  jiossibilité  de  l'entreprise 
et  di'termiiii'  les  moyens  de  la  uieuer  à  bonne  Un. 

Cette  reconnaissance  ne  |iouvail  èlre  ellecliu'e  ipie  dans  le  pays  inênK!  ; 
M.  le  Ministre  de  rinstriiclion  ])iii)licpie  y  all'ecta  une  somme  de  20000  francs 
prise  sur  le  crédit  des  Missions,  et  il  confia  celte  mission  à  MM.  les  Capitaines 
Mauiain  et  Lacombe  du  Ser\ice  g(''oi;rapliicpie  de  l'armi'e,  mis  à  sa  disposition 
par  II'  Ministère  de  la  Ciuerre. 

[*arlis  de  liordeaux  le  :',(>  mai,  ces  deux  oiliciers  arri\èrent  à  Quito  le 
l3  juillet.  Ils  lureiil  exlrèmeiueiil  bien  accueillis  par  M.  \f.  Président  de  la 
Républicpie  et  par  lous  les  memjjres  du  Gouveriiemenl  qui  s'ell'orcèrenl  de 
faciliter  bmr  tàclut  par  tous  les  moyens  en  leur  pouvoir.  En  trente  jours, 
MM.  Alaurain  et  Lacombe  poussèrent  jusqu'au  Cerro  de  Paslo,  sur  le  territoire 
colombien,  et  déterminèrent  l'emplacement  de  dix  nouvelles  stations  géodé- 
siques,  d'urne  slallon  astroiiouiupie  el  d'une  Itase.  Ils  explorèrent  ensuite  la 
contrée  an  sud  de  (^)uito,  reconiiurenl  deux  bases  nouvelles  dont  la  dernière 
est  située  sur  le  teniloiie  piuinien,  el  delermlnèrent  quinze  nouvelles  stations 
géodésiqucs. 

L'ancienne  méridienne  va  se  Iromer  ainsi  prolongée  vers  le  Nord  de  1"  et 
vers  le  Sud  de  a"  en\  iron. 

La  Mission  s'eiu lia r(pia II  di'  uoiiviau  à  Gayaquil  le  2  5  novembre  pcuir  iclourner 
en  France. 

Les  dépenses  se  sont  élevées  au  cliifTVe  total  de  35  000"',  dont  i  5  ooo"'  environ 
ont  été  supportés  par  le  Gouvernement  de  l'Lquateur. 

On  sera  frappé  de  la  rapidité  avec  laquelle  cette  reconnaissance  a  été  accom- 
|)lie.  .Si  l'un  songe  que  ces  deux  officiers  ont  eu  à  jiarcourir  environ  3500*"° 
dans  un  pays  des  plus  difficiles,  el  à  fa  in-  une  trentaine  d'ascensions  dans  une  des 
chaînes  les  plus  élevées  du  (jlobe,  on  se  rendra   compte  du  zèle  et  di'  rendu- 
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rance  dont  ils  ont  ilù  Jairc  preuve  ymw  mener  leur  u'iclie  à  bonne  fin  on  t|uiilre 
mois.  Cette  inl'<uij;able  activité  leur  ii  \alu  l'admiration  do  M.  le  Général  A It'ari). 
11  n'est  que  juste  de  reconnaître  i|ue  de  si  prompts  résultats  n'ont  pu  être 
atteints  ([ue  t;ràce  à  la  luume  xolonle  eiiiistante  des  agents  ('(piatorieus. 

Les  crocpiis  rapp(irt('s  par  MM.  Maurain  et  Lacmnlx'  l(''ui(iij;iienl  ilu  soin  avec 
lr(piel  cette  reconnaissance  a  iHv.  menée.  Les  environs  de  cliacpie  slaliou  i;(''od('- 
sicjue  et  de  cluKpie  base  ont  ('ti'  l'objet  de  levers  lopograpliKjiies  sommaires 
accompagnés  de  tours  d'horizon,  et  ces  levers  fourniront  à  la  Mission  didinilive 
Ions  les  renseignements  dont  elle  peut  avoir  besoin. 

Ce  travail  lait  \e  plus  grand  houneur  à  MM.  Maurain  et  Lacomlie.  el  montre 
ce  qu'on  peut  atlendre  des  olliciers  de  notre  Service  géograpliupie. 

C'est  à  la  suite  du  Rapport  (pu  lui  lut  adressé  par  les  membres  de  cette 
reconnaissance  que  M.  le  Ministre  de  l'iiislriictioii  publique,  persuadé  désor- 
mais de  la  possibilité  de  l'opiMalion,  a  écrit  à  l'Acadiunie  des  Sciences  |i(uir  lui 
demander  son  avis.' 

Sur  le  tonil  nièiiie  <le  la  queslKUi,  ce!  a\is  ne  pouvait  être  douleux.  L'iiili^iét 
scieiilirKMie  <le  celle  deteiiiiiiial  ion  est  iiianiiesle.  Tous  les  ccups  >a\aiits, 
l'Académie  elle-même,  le  Rureau  des  Longitudes,  la  (  .ommissioii  géodcMipu- 
française,  l'Association  internationak',  se  sont  di'jà  à  plusieurs  reprises  ])vu- 
noncés  sur  ce  point,  et  j'ai  déjà  expose''  plus  liaiil  les  raisons  de  leur  opinion  ; 
ces  raisons  sont  trop  évidentes  pour  qu'il  \  ail  lieu  d'insister  davantage. 

Mais,  oulre  cet  inti'rét  scieiitidcpie,  celte  entreprise  presenle  |)oui'  nous  un 
M'iilablc  iuirT(''l  nalioiial.  Si  iiolre  pa>s  se  doil  à  bii-iiK^me  de  prendre  sa  pari 
des  conipirlc^  iioii\elles  de  la  .Science  iiioderiie,  à  plus  loiie  raison  il  ne  peut 
pas  abandonner  une  posilion  sur  laipielle  les  ellorls  de  nos  pères  (uil  iail  llolh'r 
pour  ainsi  dire  le  drapeau  iulidlectiiel  de  la  l'iaiice.  INos  droits  ont  ele  publi- 
quement reconnus.  l\é|)ondrons-nous  à  ces  courtoises  invitaliou>  par  une 
déclaration  d'impuissance?  La  France  est  aussi  vivante  et  plus  riclie  cpiil  v  a 
cinquante  ans.  Pourtnioi  laisserail-elle  à  des  nations  réputées  plus  jeunes  le 
soin  d'acliever  ce  cjue  la  Francis  d'autrefois  avail  commencé? 

Si  ces  raisons  doivent  frajiper  tous  les  l'Vançais,  elles  sont  plus  j)articiilière- 
ment  sensibles  aux  membres  de  notre  Compagnie.  C'est  l'ancienne  Académie 
des  Sciences,  dont  nous  sommes  les  héritiers,  qui  a  accompli  l'œuvre  de  1735, 
el  ces  sousenirs,  glorieux,  pour  tous,  le  sont  parlieiiiièremenl  pour  nous. 

M.  h-  Ministre;  n'a  en  garde  do  niécoiinaître  les  droits  de  l'.Vcadi'mie. 
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Je  110  saurais  oublier,  dit-il  dans  sa  Lellre,  que  l'œuvre  qu'il  s'agit  de  réaliser 
est  la  continuation  de  celle  qu'accomplirent  au  siècle  dernier  les  membres  de 
l'ancienne  Académie.  Je  ne  saurais  oublier  davantage  l'initiative  prise  en  i88c) 
par  l'Académie  des  Sciences.  La  présente  Communication  n'a  donc  pas  simple- 
ment pour  objet  de  vous  transmettre  des  renseignements  au  sujet  d'une  entre- 
prise qui  ne  peut  pas  manquer  de  vous  intéresser.  Je  voudrais,  en  plaçanl  la 
nouvelle  opération  sous  le  haut  patronage  scientifique  de  votre  Compagnie,  lui 
demander  le  concours  de  ses  lumières.  » 

De  quelle  manièn;  devra  s'(!xercer  le  baut  patronage;  dont  parle  la  Lettre 
ministérielle?  Il  va  sans  dire  (pi'il  ne  doit  pas  èlr-e  pureuienl  nouiinal  el  cpill 
implique  un  contrôle  elTectifdes  opérations. 

Convient-il  d'aller  plus  loin?  Quelques  personnes  l'avaienl  proposé  en  i<S8y. 
D'après  elles,  l'Académie  devrait  accepter  tout  entier  l'héritage  de  Bouguer  et 
Lacoudauiiiie,  el  eiiNoyer  un  de  ses  memljres  à  l'Equateur  pour  diriger  lui- 
même  les  o|)(''rations,  comme  1  axaieul  tail  les  Acadiuniciens  du  siècle  dernier. 
Voire  Commission  a  pensé  qu'on  ne  devait  pas  donner  suite  à  celte  propo- 
sition. 

L((s  circonstances  ont,  en  ell'et,  complètement  change'  depuis  le  temps  de 
Lacondamine;  alors  tout  était  à  créer];  aujourd'hui,  tout  est  organisé,  el  l'on  ne 
comprendrait  pas  qu'on  hésitai  à  se  servir  de  l'admirable  organisation  ipii 
existe. 

Dans  les  opérations  de  cette  nature,  la  haute| compétence  scientifique,  l'habi- 
leté technique  elle-même  et  les  habitudes  de  scrupuleuse  régularité  sont  des 
qualités  qui  restent  indispensables,  mais  cjui  ne  sauraient  suffire.  Il  faut  èlrc 
en  état  de  supporter  de  grandes  fatigues,  dans  des  pays  sans  ressources  et  sous 
Ions  les  climats;  il  faut  savoir  conduire  les  hommes,  obtenir  l'obéissance  de  ses 
l'ollaliorateurs  et  l'imposer  aux  serviteurs  à  demi  civilisés  que  l'on  est  bien  forcé 
d'employer.  [Toutes  ces  qualités  intellectuelles,  morales  et  physiques  se  trou- 
vent réunies  chez  les  officiers  de  notre  Service  géographique.  Qu'on  puisse  les 
trouver  également  dans  d'autres  corps  constitués  ou  même  chez  de  simples 
hommes  de  Science  n'appartenant  à  aucun  corps,  nous  n'avons  garde  d'y 
contredire.  Les  Académiciens  du  xviu°  siècle  l'ont  bien  prouve;,  dans  un  temps 
où  les  difficultés  étaient  bien  plus  grandes  qu'aujourd'hui. 

Mais  enfin  il  y  a  un  corps  qiii  est  fait  pour  ce  travail;  nous  ne  sommes  pas 
sûrs  de  trouver  aussi  bien,  nous  sommes  sûrs  do  ne  pas  trouver  mieux.  Et  ce 
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qiio  nous  iiiuirious  |)as  iiillcms.  l'csl  la  cohésion,  llialtiliulc  ilc  lra\aill(i- 
cnsomblc  el  d'appliquer  les  mômes  mélliodes,  la  discipline,  ealin,  cjui  pei- 
nioUra  de  faire  vite  et  sans  tâtonnement. 

Nous  n'iiisislerons  ])as  sur  l'économie  considéialilc  cpic  l'un  réalisera  en  se 
M'rvaiil  il'iiii  |i('rsoiini'l  niililairc.  mais  il  convienl  i\o  faire  remarquer  que  l'opé- 
ration à  entreprendre  n'est  pas  isolée,  qu'elle  n'esl  (piiiii  (K'iail  dans  un  grand 
ensemble;  que  cet  ensemble  doit  resler  homogène  pour  que  les  éléments  en 
soient  ciuuparables  el  cju'il  importe,  |)ar  conséquent,  (pie  le  nouveau  travail 
soll  l'xécule  |)ar  le  même  corps,  par  les  mêmes  méthodes  el  avec  les  mêmes 
iiisiriimenis  que  la  grande  méridienne  de  France. 

D'ailleurs,  en  laissant  celle  lâche  au  Service  géographique,  l'Acadi'iuie 
n'abdiquera  pas.  Les  méthodes  dont  ce  corps  conserve  les  traditions  sont 
sorties  de  l'œuxie  de  nos  prédécesseurs  ;  comme  gardien  de  cet  héritage,  il 
n'est  pas  pour  nous  uu  étranger  ;  l'Académie  l'a  toujours  compris  el  elle  a  tou- 
jours cherché  à  faire  entrer  dans  son  sein  le  chef  de  ce  service.  Le  directeur 
actuel,  M.  le  Généi-al  Bassol,  est  un  de  nos  Confrères. 

Si,  l'Académie,  pendant  une  phase  (pielconque  des  opérations,  le  jugeait 
nécessaire,  le  Général  Bassol  serall  prêt  à  se  rendre  à  Quito  et  nous  apprécie- 
rons certainemenl  beaucoup  les  services  qu'il  pourrait  nous  rendre  ainsi;  mais, 
si  même  il  ne  faisait  pas  ce  voyage,  ce  serait  toujours  notre  Confrère  qui  diri- 
gerait de  loin  les  officiers  placés  sous  ses  ordres. 

L'Académie  devrait,  en  outre,  avoir  un  rôle  de  contrôle  scientifique;  les 
cai-nets  d'observations  et  de  calculs  devraient  lui  être  soumis  et  il  y  aurait 
lieu,  sans  doute,  de  iioiiiiner  une  Commission  chargée  de  les  examiner. 

Arrivons  à  rexameu  des  détails  de  l'avant-projet. 

Mesure  des  bases. 

Trois  bases  seroul  iiiesiir(''es;  chacuue  d'elles  aura  environ  (Sooo'".  La  base 
principale  sera  située  vers  le  milieu  de  l'arc,  près  de  Riobamija,  à  une  lalitmh- 
d'à  peu  près  i",5  Sud  et  à  une  altitude  d'environ  25oo"'. 

En  (jutre,  deux  bases  de  vérification  seront  établies  près  des  tieux  exliV'inilc'S 
de  l'arc,  l'une  au  Nord,  près  de  Ciiiuhal,  sur  le  territoire  colombien;  l'aulre  au 
Sud.  cuire  Ouiroz  el  Siillaua.  sur  le  leiriloire  pi'riivien. 

Il  ini|i(irlr  i|iic  les  mesures  soieiil  lailes  avec  le  même  Inslniiiieiil  (pu  a  ser\  1 
piiiirlii   riii'i  iiliejilie  de  i'iaiice.    \(ili    seiilemeiil    cel   appareil   a   iail    ses   preiivi^S, 
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mais  les  résullals  doivenl,  ôlrc  comparables,  cl  ils  ne  samaionL  l'êlro  si  l'on 
n'opère  avec  l'inslniinenl  qui  a  été  employé  dans  les  mesures  précédentes 
(quitte  à  se  munir  d'appareils  de  réserve  pour  le  cas  d'accident). 

Depuis  'quelque  temps,  on  a  commencé  à  étudier  les  alliages  de  fer  et  d»; 
nickel  dont  la  dilatation  est  extrêmement  faible.  Il  est  possible  que  ces  alliages, 
que  nous  devons  à  M.  Guillaume,  rendent  dans  l'avenir  les  plus  grands  services 
pour  la  mesure  des  bases.  Jusqu'ici,  toutefois,  leurs  propriétés  sont  assez  mal 
connues.  Elles  ne  peuvent  l'être  qu'à  la  suite  d'expériences  longues  et  difficiles. 

On  a  proposé,  non  de  subslitucr  les  règles  en  métal  Guillaume  aux  règles 
biiiir'talliques,  mais  d'em|iorler  à  l'Equateur  les  appareils  des  deux  systèmes 
alîii  de  pouvoir  faire  |)0ui'  chaque  base  des  mesures  comparatives.  La  Commis- 
sion n'a  pas  cru  devoir  adopter  celte  •proposition;  cela  serait  en  réalité  grefTer 
sur  la  mesure  de  l'arc  de  Quito  les  expériences  sur  la  valeur  de  la  nouvelle 
règle.  Ces  expériences  sont  nécessaires  et  elles  se  feront;  lunls  il  vaut  mieux 
qu'elles  se  fasseni  indi'pendammeiit.  Faites  en  France,  elles  couleront  moins 
cher  et  l'on  pouiia  plus  fiieilenient  y  consacrer  le  temps  nécessaire. 

Mesure  des  angles. 

Le  leii'il((ire  de  la  Uépul)Ii(pie  de  lEquateui'  sur  lequel  ou  doit  opi'rer  se 
divise  en  un(^  série  de  zones  d'altitudes  très  différentes  qui  ^^out,  eu  parlant  tic 
l'océan  Pacifique  :  i"  une  plaine  basse;  2°  la  chaîne  des  Cordillères  occiden- 
tales; 3"  le  ])lateau  de  Quito  ;  4°  1'^  chaîne  des  Cordillères  oriental(>s  ;  5"  la 
plaine  des  hauts  affluents  de  l'Amazone. 

Les  deux  chaînes  ont  une  altitude  générale  d'environ  4000"'  ou  45oo"',  mais 
au-dessus  de  laquelle  s'élèvent  un  certain  nombre  de  pics  généralement  volca- 
niques qui  atteignent  ou  môme  dépassent  6000"'.  L'altitude  moyenne  du  plateau 
est  de  25oo"'. 

Toutefois,  les  deux  chaînes  et  le  plateau  s'abaissent  notablement  dans  la 
partie  Sud. 

La  plaine  du  l*acilique  reste  à  une  basse  altitude  (000'"  à  4oo"')  jusqu'aux 
premières  pentes  des  Cordillères;  de  même  la  plaine  de  l'Amazone  commence 
assez  brusquement  au  pied  des  Cordillères  orientales,  avec  des  altitudes 
moyennes  d'environ  5oo"'. 

La  largeur  de  ces  différentes  zones  est  naturellement  assez  variable. 

A  la  latilu(h'  de  la   Iiase  principale,  la   |ilaine  du  Pacifique  a  une  largeur  d'à 
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piMi  prC-s  iSo""",  le  vcrsaiil  occiilculal  (^ilos  premiers  escarjieinenls  au  faîle)  /f>^"'  ; 
le  |)laleaii  (entre  les  tloiix  faîles)  5o'™,  le  versant  oriental  (du  f'aîlc  à  la  plaine) 

25"'". 

•    Plus  au  SikI,  les  deux  cliaiiies  se  rapproclienl  de  l'Océan;   d'aulre  pari,   la 

côte  présente  une  t'cliancrure  prot'omle  ipii  esl  le  ;;()lle  de  Gayaquil. 

Pour  ces  deux  raisons  la  largeur  de  la  plaine  occidentale  esl  considi'i-ahii'- 
inent  diminuée.  C'est  celle  circonstance  qui  permettra,  comme  nous  le  \eiioiis 
plus  loin,  de  pousser  la  lriani;ulation  jusqu'à  la  mer. 

Gcll(!  configiiralion  du  lenain  imposait  pour  ainsi  dire  le  jdan  général  de  la 
triangulation. 

On  construira  deux  séries  de  stations,  les  unes  sur  la  cliaîue  occidenlale. 
soit  sur  les  sominels,  soll  sur  les  ilaiics  des  montagnes,  les  aulres  sur  la  cliaiiie 
orientale. 

Ces  slalions  seroni  au  nombre!  de  ciii([uanle-deux,  dont  vlngl-liuil  ^el•(lIll 
eiii])iiinl(''es  à  l'ancienne  chaîne  de  Bouguer  (;L  Lacondamine. 

Leur  alliliide  si'ra  souvent  de  /(ooo'".  Les  côtés  des  triangles  auront  de  .3o'"" 
à  40'"". 

La  chaîne  des  triangles  suivra  donc  la  direction  générale  des  Cordillères,  et 
comme  cette  direction  n'est  pas  exactement  Nord-Sud,  celte  chaîne  devra  elle- 
même  être  légèrement  inclinée  sur  le  méridien  de  telle  sorte  que  la  différence 
de  longitude  des  deux  extrémités  sera  un  peu  moins  de  3". 

Dans  la  partie  Sud  du  golfe  de  Gayarpiil,  les  hauteurs  se  rapproclieni  assez 
lie  la  côte  p(jur  (pion  puisse  joindre'  à  la  triangulation  générale  un  jiolnt  siIik'' 
sur  le  bord  de  la  mer  et  où  se  trouve  un  ancien  phare. 

Les  opérations  seront  dirigées  de  la  façon  suivante  :  les  officiers  composant 
la  Mission  se  partageront  en  deux  brigades  dont  l'une  se  portera  de  station  en 
station  sur  la  chaîne  occidentale,  pendant  que  l'autre  fera  de  même  sur  la 
chaîne  orientale.  Bien  entendu,  la  marche  des  deux  brigades  devra  se  jiour- 
siiivre  parallèlement  de  telle  façon  que  les  slalions  où  elles  opéreront  en  même 
temps  soient  toujours  en  vue  l'une  de  l'autre. 

D'un  aulr(!  côté,  l'expérience  prouve  cju'il  est  impossible  dans  ce  pays  de 
construire  des  signaux;  ils  seraient  détruits  par  les  indigènes;  il  sera  donc 
nécessaire  d'employer  des  héliostats.  Chaque  brigade  devra,  en  conséquence, 
êire  accompagnée  de  d(!ijx  postes  comprenant  des  sous-officiers  ou  soldats 
français  exercés  à  la  télégraphie  ojilifpie.  l'eiidaiil  (pie  les  observalenrs  s'inslal- 
lei'onl  dans  une  station,  l'un  de  ces  posles  oceiii»  ra  la  slalion  pi(''r(''d('nle  de  la 
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iik'mhc  cli;iiiit',  oL  l'iiulro  la  slalion  siiivanle,  de  façon  à  |)oii\()ir  envoyer  des 
signaux  aux  officiers. 

Astronomie  fondamentale. 

Les  trois  éléments  astronomiques  fondaïuenlaux,  laliliide.  longitude  et  azi- 
iiiul,  seront  déterminés  avec  le  plus  grand  soin  dans  irois  slalions,  la  première 
à  Quito,  vers  le  milieu  de  l'arc,  et  à  i",5  environ  au  nord  de  la  base  principale; 
les  deux  autres  à  petite  dislance  des  deux  bases  exlrômes. 

Quito  possède  un  Observatoire  muni  de  bons  inslrumenls.  Le  Gouverncnu'iit 
français  a  mis  à  la  disposititui  du  Gouvernement  équalorien  |)our  une  période 
de  cinq  ans  un  de  nos  plus  habiles  astronomes,  M.  Gonessiat,  de  l'ObseiNaloire 
de  Lyon.  Ce  savant  va  prendre  la  direction  de  l'Observatoire  de  Quito. 

Cette  combinaison,  si  heureuse  au  point  de  vue  de  l'influence  extérieure 
de  la  France,  a  été  rendue  possible  par  la  munilicence  de  deux  donateurs 
anonymes,  et  je  suis  heureux  d'avoir  l'occasion  de  lendre  ici  hommage  à  leur 
généreuse  pensée. 

En  tout  cas,  cette  circonstance  facilitera  singulièrement  les  opérations  de  la 
Mission.  Pendant  que  les  officiers  opéreront  dans  les  stations  extrêmes, 
M.  Gonnessiat  fera  des  observations  simultanées  à  Quito.  Cette  simultanéité, 
indispensable  pmir  les  observations  de  longitudes,  sera  aussi  [iréeieusi'  |ioiii-  la 
mesure  de  la  lalilude  et  nous  fera  connaître  les  dillerences  de  latitude  avec  une 
très  grande  précision. 

Longitudes. 

Le  télégraphe  rejoint  maintenant  Quito  à  Gayaqiiil  et  à  un  puiiil  très  voisin 
de  la  station  astronomique  Nord.  Entre  Quito  et  Gaya(piil,  il  y  a  un  relai;  il  y 
en  a  un  également  entre  Quito  et  la  station  Nord.  Mais  il  sera  facile  de  suppri- 
mer ces  relais  en  employant  un  nombre  suffisant  de  piles. 

Vers  le  Sud,  le  télégraphe  est  [)oussé  moins  loin  et  il  s'arrèti'  à  une  assez 
grande  dislance  de  la  station  astronomique;  mais  on  travaille  art  iiellcment  à  le 
prolonger  et  il  est  certain  qu'au  moment  du  besoin  il  pourra  être  lacilemeut 
relié  à  la  station  Sud. 

Les  dift'érences  de  longitude  entre  Quito  et  les  deux  stations  astronomiques 
principales,  et  entre  Quito  et  Gayaquil  pourront  ainsi  être  déterminées  sans 
relai  télégraphique,  c'est-à-dire  avec  une  grande  précision. 
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Ga\ii(|uil  {■si  irlir  |>:ir'  des  Ciihlcs  >(iiis-niMriiis  <mi  l'csciiii  lt'l('j;iii|)lii(|n('  gùne- 
r;il;  mi  |i(iiirrii  iloiu'  ciiiiiiMilrc  >:i  (lillcrciicr  de  loiii;!!  iiilc  iivcc  rAiiici'i(|iic  ilii 
^io^ll.  Mais  ici  ICmiiloi  de  relais  sera  mévilalilc  cl  la  piMU'isliiii  sera  imniiilrc. 
Elle  sera  (railleurs  beaucoup  moins  nécessaire. 

Astronomie  secondaire. 

(  )ulre  les  Iniis  slalions  aslroiiiiMii(|ues  [iriiuipales,  il  sera  clahli  six  slalions 
asi  i'ciiiiMUU|Mes  seconilaires  où  Idii  mesurera  îles  laliluiles  liilli'iciil  lelles  el  des 
azimuls  secondaires.  Ces  stations  seront  sensihiemeul  espacées  de  degré  en 
degré. 

f^'une  d'elles,  Cliuvuj,  es!  voisine  de  la  liase  principale. 

Nivellements . 

I,es  hases  devani  être  réduites  au  nivt'au  de  la  uiei',  d  luipoile  de  ccmnaitre 
leur'  aililude  avec  une  assez  grande  exaclitude. 

L'allilude  de  la  base  centrale  nous  sera  donnée  par  une  opérallon  de  nivelle- 
uu'Ul  gi'onK'trifpu'  de  précision,  avc^c  les  méthodes  créées  par  M.  Lallemand  el 
employées  dans  le  nivellement  général  de  la  France.  Ces  méthodes  sont  fami- 
liùres  aux  officiers  du  Service  géographique,  qui  en  ont  fait  usage  en  Algérie. 

Ce  nivellement  se  fera  le  long  du  tracé  du  futur  chemin  de  fer  de  Gajaquil  à 
Quito. 

Le  niveau  de  la  uh'i-  sera  déterminé  par  un  niédimarémètre.  On  n"a  pas  cru 
de\  Mil  riiilijir  cet  instrument  à  Gajaquil.  Ce  port  se  trouve,  en  effet,  au  loml 
dune  baie  longue  et  étroite  qui  débouche  elle-même  sur  le  golfe  de  Gajaquil. 
On  pourrait  donc  craindre  qu'il  y  eût  de  légères  dillerences  entre  le  niveau 
moyen  du  port  et  celui  de  la  pleine  mer.  C'est  pourquoi  le  médimarémèlre  sera 
placé  à  Playas,  sur  la  côle  du  Pacifique  proprement  dit,  un  peu  avant  l'entrée 
du  golfe  el  à  70'""  de  Gayaquil. 

La  ligne  de  ulvelleuienl  du  médimarémèlre  à  la  base  présentera  un  dévelnji- 
pemenl  total  d'environ  280'"".  Du  médimarémèlre  à  Gayaquil,  puis  de  Gayaquil 
à  Puenlc  de  Ciinbo,  c'est-à-dire;  sur  i^o""",  l'altitude  s'élève  lentement  jusqu'à 
.345"";  de  ce  point  justpi'à  Sibambe,  où  la  ligne  de  nivellement  rejoint  la  chaîne 
Irigonomélrique,  on  moule  rapideiuenl  de  o45"'  à  ^470'"  sur  oS'"';  sur  le  reste 
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du  tracé,  He  Sibaiiihe  à  la  liasu,  l'alliluilc  lolc  cIcnco,  mais  SL'nsiblemciil 
conslanle. 

On  ne  peut  songera  relier  les  deux  bases  exlrônies  à  la  mer  (lar  des  lignes 
de  nivellemenl  analogues.  On  devra  se  conlenler  des  données  du  nivellemenl 
géodésique.  A  cet  elleL  on  mesure  ni  dans  cliaiiue  slalion  li's  dislances  zeiul  haies. 
Toules  les  fois  (jue  cela  sera  possible,  on  procédera  par  lut'sures  recipidcpies 
et  simultanées,  ce  qui  pt'rmelira  d'éliminer  la  réfraction  géodésique  et  d'en 
étudier  les  lois. 

On  doit  pourtant  observer  que  l'une  des  brigades  suivant  toujours  la  chaîne 
occidentale  et  l'autre  la  chaîne  orientale,  le  nivellement  géodésique  ne  pourrait 
élre  prolongé  d'uni'  i)ose  à  Vnn\vv  /)ar  mesures  réeiproqiies  el  siiiiulUdiées 
(pie  le  long  d'une  ligne  en  zigzag  passa  ni  alleiualivemenl  d'une  chai  ne  à  l'an  lie. 

11  n'est  pas  même  cerlain  que  le  hmg  de  ces  lignes  ces  mesures  simultanées 
puissent  se  faire  sans  difficulté  el  sans  pertes  de  lenqjs.  En  tout  eus,  les 
mesures  de  distances  zénithales  seront,  sinon  simultanées,  du  moins  toujours 
réciproques  el  la  précision  restera  suffisante. 

En  elTel,  d'a|)rès  les  conqiaraisons  des  mesures  faites  en  France  el  en  Algérie. 
rineerlilude  ne  serait  ipie  de  ipudques  mètres,  ce  (pu  amènerail  poiii' la  liase 
rediiile  au  ni\('aii  de  la  nu'r  une  (>rreur  de  i/i  oooooo''à  peu  près.  Or  la  eonçiu- 
dance  des  bases  calculées  et  des  bases  mesurées  ne  se  vérifie  généralement 
qu'avec  une  précision  beaucoup  moindre,  el  si  l'on  a  élé  parfois  jusqu'au 
i/Sooooo"  peut-ôlrc  par  suite  de  componsalions  forluites  entre  les  erreurs, 
c'est  sitr  le  i/iooooo'^  seuiemeni  cpi'il  convient  tle  compler. 


Observations  du  pendule. 

Les  mesures  de  gravité  soni  [)ai'liHil  le  eom|demenl  indispensalilc  dr>  (ipiTa- 
lions  géodésifpies  ;  mais  il  y  a  une  raison,  sur  laipielle  (railleiiis  nous  revien- 
drons plus  loin,  et  tpii  les  rend  encore  (dus  imporlanles  dans  le  cas  (pu  nmis 
occupe. 

La  région  où  l'on  doit  opérer  est  une  des  plus  élevées  du  Globe,  el  le  relief 
considérable  des  Andes  porterait  à  penser  qu'il  peuL  s'y  produire  des  atlrac- 
lions  supplémentaires  capables  de  produire  des  anomalies  de  la  gravit('  et  un 
relèvement  local  du  géoïde.  Ce  relèvement  ainsi  que  les  déviations  de  la  verli- 
cale  aux  extrémités  de  l'arc  seraient  de  nature  à  affecter  gravement  le  résultai. 
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Cl'  si'inil  là  iik'^iiu'  uni'  oliieclioii  scriuiisc  cciuliv  le  cliuix  de  colle  mi'iiiliciiiic 
si  li's  obsiMvalioiis  pcndiilairos  ne  nous  t'ouraissiik'nl  pus  |)récisûim'iil  un 
inovcii  de  reconnaître  l'exislence  de  ces  anomalies,  d"(''valiu'r  les  erreurs  (jiiien 
résullenl  et  au  besoin  de  les  corriger. 

Le  projet  prévoit  sept  ou  huit  mesures  d(^  pesaaiciir  disposées  suivaul  une 
coui>e  pai'iani  dt'  la  cûle  vers  Gayaquil,  passant  au  pied  du  Cliimhorazo,  à 
Quili).  el  aboutissant  au  versant  oriental  du  massif  Colopaxi-Antisana. 

Il  en  résultera  évidemment  les  indications  les  plus  précieuses,  puisqu'on 
verra  ainsi  comment  varie  la  pesanteur  depuis  la  côte  jusqu'au  pied  des  Cor- 
dillères, puis  jusqu'au  faîte  de  la  chaîne  occidentale  el  jusqu'au  plateau;  on  se 
rendra  compte  de  plus  des  anomalies  qui  résultent  de  la  présence  des  deux 
massifs  les  plus  élevés,  ceux  du  Chimborazo  el  du  Cotopaxi. 

Ce  n'est  pas  assez,  hiuicidis,  cl  nous  pensons  qu'il  serait  désirable  de  multi- 
jjlier  encore  les  stations,  ce  (jui  n'entraînera  pas  de  dépenses  supplémentaires 
iinportanles,  si  l'on  prend  soin  de  combiner  le  plan  d'opérations  de  façon  à 
éviter  des  déplacements  inutiles. 

Il  faudrait  faire  des  observations  tout  le  long  de  la  chaîne  [)our  se  rendre 
compte  de  la  façon  dont  les  anomalies  de  la  pesanteur  varient  depuis  la  base 
Nord  jusqu'à  la  base  Sud.  On  pourrait,  par  exemple,  fain^  des  mesures  dans 
cliarune  des  slalious  astronomiques  principales  et  secondaires  et  dans  le  voisi- 
nage des  bases. 

D'un  autre  côté,  on  aurait  intérêt  à  posséder  des  données  sur  les  valeurs  de 
la  gravité  dans  la  plaine  située  à  l'est  des  Andes;  et,  en  effet,  le  relèvement 
général  du  géoïde  ne  dépend  pas  seulement  de  l'intensité  de  la  pesanleur  au 
point  où  Ton  veul  évaluer  ce  relèvement  et  dans  son  voisinage  immédiat,  nuiis 
il  dé|)end  aussi  de  la  valeur  de  g  dans  les  régions  un  peu  plus  éloignées. 

Toutefois,  nous  devons  remarquer  que  cette  plaine  est  peu  habitée  et  presqiu^ 
inexplorée,  qu'on  n'y  saurait  pénétrer  sans  escorte.  C'est  donc  sur  place  qu'on 
pourra  s'assurer  de  la  possibilité  de  cette  expédition.  C'est  d'ailleurs  seidenieni 
(juand  les  opcraliiuis  seront  plus  avancées  qu'on  verra  si  les  ressources  dont 
dispose  encore  la  Mission  lui  pcrrncllcnl  de  renircprendre. 

Au  contraire,  il  est  iim^  autre  station  où  l'observation  du  pendule  serait  fort 
intéressante  el  pourrait  se  faire  sans  aucune  difficulté.  Je  veux  parler  de  celle 
où  sera  placé  le  inédimarémèire.  Il  est  possible,  en  efl'et,  que  l'influence  des 
Andes  se  fasse  déjà  sentir  à  Gajaquil,  el  qu'on  trouve  une  différence  entre  les 
deux  slalions. 
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Toiiles  CCS  mesures  se  feroni  avec  le  pendule  relatif  di'  M.  le  Cdldiiel 
Dellorgcs.  Les  déterininalions  relatives  suffisent  en  effel  pour  notre  objet,  et  le 
transporl  du  pendule  absolu  présenterait  de  grandes  difficultés. 

Observations  magnétiques. 

L(^s  observations  inagnéliques  se  rattachent  moins  direclemenl  aux  Iravaiix 
géodésiques.  Mais  on  profitera  du  voyage  de  la  Mission  pour  déterminer  les 
trois  éléments  magnéticpies  absolus  :  déclinaison,  inclinaison  et  composante 
horizontale,  au  moins  pour  toutes  les  stations  astronomiques,  qui  sont  au 
nombre  de  neuf. 

Les  officiers  s'exerceront  avant  leur  dé|iart  au  maiiieuienl  des  inslriiiucnts 
luagiiélupies,  à  l'Observatoire  magnétique  du  parc  Saint-Maur,  sous  la  direction 
de  M.  Moureux,  dont  la  compétence  est  bien  connue  de  l'Académie. 

Observations  géologiques  et  topographiques. 

11  est  nécessaire  de  corriger  les  latitudes  observées  des  déviations  locales  (h' 
la  verticale,  et  pour  cela  de  calculer  l'attraction  locale  due  aux  massifs  appa- 
rents les  plus  voisins  des  stations  d'observation.  Une  correction  analogue  devra 
souvent  être  appliqué'e  aux  mesures  pendulaires. 

A  cet  effet,  il  faudra  faire  un  levé  topographique  de  ces  massifs  à  une  échelle 
suffisante,  afin  d'évaluer  leur  volume,  et  une  étude  géologique  sommaire  des 
roches  qui  les  constituent,  afin  de  connaître  leur  densité. 

Un  membre  de  la  Commission  a  proposé  de  choisir  pour  médecin  de  la 
Mission  un  homme  habitué  aux  recherches  pétrographiques  et  géologi(pies. 
Mais  la  majorité  li'a  pas  jugé  que  cette  solution  fût  la  meilleure. 

Si  l'on  peut  espérer  de  trouver  chez  le  médecin  militaire  attaché  à  la  Mission 
des  connaissances  zoologiques  cl  botaniques,  si  cela  est  môme  désiral)le  à  tous 
égards,  il  n'y  a  aucune  raison  de  supposer  qu'on  ail  plus  île  chances  de  rencon- 
trer parmi  les  médecins  un  géologue  compétent.  Ce  sont  plutôt  les  officiers 
eux-mêmes  ipii  sont  préparés  par  leurs  études  et  leurs  travaux  antérieurs  à 
l'étude  pétrograpliique  des  terrains. 

On  a  donc  pensé  que  le  mieux  était  de  prier  M.  Fouqué  ou  M.  Lacroix  de 
donner  à  quelques  officiers  leurs  conseils  éclairés  et  de  les  exercer  au  Muséum 
aux  déti'rminations  pétrographiques  et  au  choix  judicieux  des  écliantillons. 
H.  P.  —  VIII.  74 
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Examen  du  devis. 

\(ui^  iioii>  l'Ii'iulicins  |n'U  Mir  le  iIcnIs  csI  riii:ilil,  i|iii  (■(■li:i|i|i('  il  luilir  i'oiii|)(''- 
U'iict",  cl  nous  iKnis  liDiLicioiis  à  t:uii'  rcs^orlii'  rinipicsMuii  m'iicriilf  (|iil  se 
Hi''i;ng;c  il  im  inciiiicr  cxaincn. 

C'osl  (lui'  Cl'  ili'MS  a  t'iii  L'ialili  a\('i;  j;ruiiil  soin  cl  avec  un  souci  conslani 
d'éviler  les  doubles  emplois  el  les  dépenses  inutiles.  Il  ne  semble  pas  qu'il 
puisse  ûlre  réduit. 

Eli  cHcl.  on  diul  leiiir  ((iiiiiilc  de  ce  lail  ipu',  malj^ré  la  l)onne  volonli' fbi 
(iouM'iiiciiu'ul  de  riùpialeur,  son  concours  sera  forcémenl  liiiiili'. 

Il  pourra  fournir  à  la  Mission  une  escorte  el  des  hommes  |)our  les  Iransporls. 
Mais  cette  escorte  el  ces  auxiliaires  devront  probablement  être  payés. 

Sans  doule,  on  peut  espérer  que  le  crédit  demandé  ne  sera  pas  enlièrenuiu 
flé|iensé;  les  ('valuations  ont  été  laites  larj^emenl  et  en  leiiant  coinple  d'éven- 
tualités qui  ne  se  présenteront  peut-être  pas.  Gela  était  nécessaire,  afin  d'être 
assuré  que  le  devis  ne  serait  pas  dépassé;  mais  en  escomptant  les  circonstances 
lieurcuses  el  en  réduisant  d'avance  le  crédit,  on  s'exposerait  à  des  surprises. 

11  ne  semble  pas  qu'aucun  des  articles  du  devis  puisse  donner  lieu  à  une 
contestation. 

Il  é'iail  ni'cessaire,  par  exemple,  de  prévoir  le  cas  où  quelques-uns  des 
ollieiers  auraieni  besoin  d'un  congé  pendant,  une  cainpagde  si  longue  el  si 
laliganle. 

11  était  nécessaire  d'emmener  un  mécanicien  pour  faire  sur  place  les  répara- 
lions  des  instruments;  car  le  renvoi  des  instruments  en  France,  à  cause  du  prix 
des  transports  el  des  délais  qui  résulleraienl  d'un  aussi  long  voyage,  entraîne- 
rait des  dépenses  considérables. 

Enfin,  tandis  (|iie  la  Mission  principale  partira  au  mois  de  février  ou  de  mars 
prochain  en  vue  d'une  campagne  de  ipialre  ans,  deux  ollieiers  parlirunl  six 
mois  plus  tôt,  en  septembre  1900,  alin  de  préparer  h^s  voies  el  d'acheter  les 
animaux  destinés  aux  transports.  11  est  évident  (pie  cette  disposition  produira 
en  délinilive  une  économie  notable. 

Étendue  de  l'arc. 

Il  nous  reste  à  Irailcr  deux  iiiipoilaules  questions.  Ea  [iremière  a  été  soule- 
vée par  la  Eetln;  luinisténelle  elle-même. 
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'(  ToiiU'tois,  flil  M.  le  Minlslrc,  il  y  ii  lli'ii  ilc  cdiisificrcr  (|iii'  l:i  dépense 
[Kiiirrail  ('■Iri'  iitIuiIc  dans  une  assez  forle  proporlion  s'il  élail  possible,  sans 
inconvénienl  scienliiiqtie,  de  réduire  l'arc  acluellemenl  prévu  de  6"  à  /^'\^,  de 
la  base  de  Colombie  à  la  base  de  Targui;  on  supprimerait  ainsi  la  partie  la  plus 

difficile  des  travaux Je  prierais  l'Académie  de  me  faire  connaîlre  son  senli- 

menl  sur  la  ([ueslion  de  l'amplilude  de  l'arc  à  mesurer  et  de  me  dire  si  la 
mesure  d'un  aie  de  ^°,^  lui  paraîtrait  répoiulre  suffîsaiiiinenl  aux  besoins  de  la 
Science.  » 

Ij'arc  mesuré  au  xviii'  siècle  s'étendait  de  la  sLalion  de  Mira,  ])ar  i>".'>.t'I\, 
jusqu'à  la  base  de  Targui,  par  3"io'S.  Il  s'élcndail  ainsi  sur  environ  3", 5.  Il 
est  question  de  le  prolonger  vers  le  Nmd  jusqu'à  Cerro  de  Pasto,  par  i"  i  a'N, 
soit  (le  trois  ipiarls  de  degré  environ,  et  vers  le  Sud  jusque  sui-  le  lerntcuic 
péruvien,  ])ar4"55'S,  soit  d'à  peu  près  i°,5. 

La  proposition  visée  dans  le  paragraphe  que  je  viens  de  citer  consisterait  à 
supprimer  le  prolongement  vers  le  Sud,  ce  qui  réduirait  l'arc  à  ^",o. 

Nous  devons  d'abord  remarquer  que  l'arc  à  mesurer  doit  être  combiné  avec 
des  arcs  de  grande  amplitude  pris  dans  les  latitudes  moyennes  et  qui  ont  une 
vingtaine  de  degrés;  j'ai  cité  plus  liant  les  plus  importants  de  ces  arcs;  il  serait 
à  désirer  que  la  nouvelle  détermination  eût  un  poids  comparable. 

Or,  il  est  évident  que  ce  poids  sera  d'aulaut  plus  grand  que  l'arc  sera  plus 
étendu.  La  principale  cause  d'erreur  est,  en  effet,  l'incertitude  sur  les  latitudes 
extrêmes,  en  raison  des  attractions  locales  qui  peuvent  faire  dévier  la  verticale. 
Cette  déviation  et  par  conséquent  cette  incertitude,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  seront  indépendantes  de  l'amplitude  de  l'arc,  de  sorte  que  l'erreur 
relative  qui  en  résultera  variera  en  raison  inverse  de  cette  amplitude. 

A  ce  compte,' en  réduisant  l'arc  de  6"  à  ^",5,  on  réduirait  d'un  quart  sa 
valeur  scientifique  ;  mais,  en  réalité,  ces  sortes  d'appi-éciations  ne  peuvent  se 
traduire  par  des  chiffres.  Quand  une  détermination  devient  deux  fois  plus  pré- 
cise, est-il  vrai  que  sa  valeur  scientifique  devient  seulement  deux  lois  j)liis 
grande?  Tous  les  savants  répondront  que  la  progression  est  iieaucoup  plus 
rapide,  que  pour  avoir  deux  fois  autant  de  précision  ils  devront  dépenser 
beaucoup  plus  de  deux  fois  autant  de  peine,  et  qu'ils  ne  la  regretteront  pas. 

D'un  autre  côté,  plusieurs  membres  de  la  Commission  ont  émis  l'avis  que, 
les  Irais  généraux  restant  les  mêmes,  la  dépense  ne  serait  réduite  que  d'un 
sixième. 
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Mais  un  l'xaincu  plus  apiiiuloudi  du  devis  inonlii'  une  celle  évuhuiliou  esl 
rncore  très  oxtTgcréc.- 

Il  n"v  aurait  aucuiK^  économie  ni  sur  la  mesure  des  bases,  ni  sur  les 
indemnilés  d'entrée  en  campagne,  ni  sur  le  iransport  du  personnel  el  du 
matériel  de  France  en  Amérique,  ni  sur  le  nivellement  de  précision,  ni  sur 
l'arliat  des  mules. 

En  ce  qui  concerne  la  mesure  des  angles,  réconomie  n'est  pas  la  môme,  si 
1(111  veut  rallaclier  la  triangulalion  à  la  mer,  au  point  dit  «  l'ancien  IMiare  », 
diiiil  j'ai  parlé  plus  liaul,  ou  si  l'on  renonce  à  ce  rattachement. 

Si  l'on  veut  rejoindre  la  mer,  jonction  dont  l'intérêt  est  manifeste,  on  ne 
pourra  supprimer  que  neuf  stations,  à  savoir  les  cinq  stations  péruviennes  et 
celles  d'Acacana,  Pisaca  el  Ama.  Je  ne  parle  pas  des  deux  stations  situées  aux 
extrémités  de  la  base,  qui  se  trouveraient  supprimées  également,  mais  qui 
devraient  être  remplacées  par  deux  stations  analogues  aux  extrémités  de  la  base 
de  Targui. 

Si  l'on  renonce  à  joindre  la  mer,  on  pourra  supprimer  en  plus  Chilla,  Mulle- 
|)ungo.  Minas  et  l'ancien  Phare,  de  sorte  qu'on  économiserait  en  tout  treize 
stations. 

La  diirc'e  de  l'opération  serait  ainsi  diminuée  de  deux  mois. 

l'our  les  mesures  astronomiques,  la  station  principale  du  Sud  serait  sup|)ri- 
mee,  ainsi  que  la  station  secondaire  du  Cerro  Chacas,  mais  la  station  secon- 
daire de  Purin  devrait  devenir  principale. 

En  somme,  on  aura  il  (juaire  stations  secondaires  au  lieu  de  six;  d'où  une 
iKjuvcdie  économie  de  deux  mois. 

L'eut  relien  <bi  |)ersoniiel  français  j)endant  un  mois  montant  à  417^''»  l'éco- 
nomie en  argent  serait  de  16700'''.  Celle  évaluation  esl  très  (exagérée,  car  le 
séjour  de  chaque  membre  de  la  Mission  ne;  serait  pas  réduit  de  quatre  nu)is,  et, 
en  particulier,  l'officier  supérieur  chef  de  la  Mission  devrait  néanmoins  restiT 
un  an  à  l'Equateur.  Quant  à  une  réduction  (bi  personnel,  elle  ne  saurait  se 
laire  sans  nuire  à  la  rapidile  el  à  la  bonne  exéculidii  du  travail. 

Les  Irais  occasionnés  par  la  mesure  des  angles,  soit  08000'',  seraient  réduits 
d'un  quart  environ  (toujours  en  renonçant  à  la  jonction  à  la  mer),  soit  gfioo''. 

Les  dépenses  des  stations  secondaires  seraient  réduites  d'un  tiers,  soit  .'3()oo'''. 

Cela  fait  en  tout  environ  3o  000''',  mettons  35  000'''  pour  tenir  comj)le  de 
divers  Irais  de  transport  el  des  économies  réalisables  sur  les  mesures  de  gravité. 
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GeU(î  évrtlualion,  qtii  csL  pliUôt  exagérée,  suffit  pour  expliquer  comnienl 
voire  Commission  a  été  unanime  à  penser  que  l'arc  devait  ôtre  prolongé  sur  G". 

Relèvement  du  géoïde. 

La  seconde  rpiestion  se  rapporte  au  relèvement  du  géoïde  (pie  pouiraii 
|)n)duire  l'allraclion  du  massif  des  Andes.  IM.  Ilall,  ilans  les  siMUces  de  la 
Commission,  a  insislé  à  plusieurs  reprises  sur  les  diflicullés  qui  |)euM'nl  eu 
résulter. 

Nous  devons  d'abord  nous  demander  quelle  est  l'importance  probable  ou 
p(jssibli'  de  ce  relèvement.  Quelques  auteurs  avaient  parlé  de  i5o'".  Si  Ton 
calcule  l'efTel  de  l'attraction  d'un  massif  cylindrique  de  oooo'"  de  liauleur  ei  de 
i5o'""  de  iliamèlre,  en  supposant  la  densité  moitié  de  celle  de  la  Teric.  on 
trouve  un  relèvenieni  maximum  de  So'".  I^e  résultai  pouriait  être  augmenlé.  cl 
peut-ôtre  doublé,  pour  la  chaîne  des  Andes,  qui  ne  se  réduit  pus  à  un  massif 
circulaire,  mais  s'étend  tout  le  long  de  la  cûte  du  Pacifique. 

Mais  il  faut  tenir  compte  aussi  de  l'influence  probable  des  masses  intérieures. 
On  sait  que  les  observations  du  pendule  dans  les  régions  montagneuses  ont  mis 
en  évidence  un  fait  des  plus  curieux.  Les  valeurs  observées  de  la  gravité  sont 
toujours  en  dé'lîcil  sur  les  valeurs  calculées  par  la  formule  de  Bouguer.  ElU^s 
s'accordent,  au  contraire,  assez  bien  avec  une  autre  formule,  due  à  M.  Faye, 
et  où  l'on  néglige  complètement  l'attraction  des  massifs  montagneux. 

Ce  fait  inallendu,  sur  lequel  M.  Faye  a  appelé  à  plusieurs  reprises  l'attention 
du  monde  savant,  montre  que  l'attraction  des  massifs  montagneux  apparents 
est  compensée,  du  moins  en  giande  partie,  par  la  distribution  intérieure  des 
masses,  de  telle  sorte  que,  si  la  formule  de  M.  Faye  était  rigoureusement  exacte, 
le  relèvement  du  géoïde  serait  nul. 

Il  en  est  à  peu' près  ainsi  dans  les  Alpes  et  l'Himalaya.  En  sera-t-il  de  même 
dans  les  Andes?  Les  différences  de  structure  stratigrapliique  et  de  constitution 
lithologique  ne  nous  permettent  pas  de  l'affirmer.  L'observation  peut  seule 
décider. 

Nous  devons  voir  maintenant  quelles  peuvent  ûtre  les  conséquences  de  ce 
relèvement  sur  les  résultats  de  nos  mesures. 

Pour  bien  le  faire  comprendre,  nous  devons  distinguer  trois  surfaces  : 

1"  L'ellipsoïde  de  révolution,  qui  dillere  le  moins  de  la  forme  de  la  Terr('; 
2"   Le   géoïde   vrai,    c'est-à-dire    la  surface  d'équilibre  des   eaux    lian(|uill('s 
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SOUS  l'iiitliii'nci"  (le  la   t'orrc  rcnlririii;!'  cl   dr  l'allrncllon  de   loulcs  les  massos. 
lanl  apparonU's  qu'inlériiMires  ; 

3"  Lo  géoïdc  corrigé,  c'csl-à-dirc  la  ligure  d'équilibre  que  |)rendiaienl  ces 
inèiiics  eaux  tranquilles  si  l'on  supprimail  quelques-uns  des  massifs  les  plus 
appai'inls. 


11  est  clair  que  le  géoïdc  corrigé,  dont  la  définition  reste  d'ailleurs  arbitraire 
dans  une  large  mesure,  dilTércra  Ir^s  peu  du  g(''oïd(^  vrni,  mais  prés('nloi"i 
moins  de  petites  irrégularités  locales. 

Le  théorème  de  Logendre  et  Gauss  prouve  d'abord  (pie  nos  mesures  nous 
di>iiiieniiil  cxaclement  lu  ^érilabl(•  longueur  d'un  arc  méridien  du  géoïde  Mai 
(ou  du  géoïde  corrigé,  si  l'on  a  calculé  convenablement  les  attractions  locales), 
à  la  seule  condition  que  la  base  ail  été  correctemeni  réduite  au  niveau  de  la 
mer,  je  veux  dire  du  géoïde. 

Jusqu'à  quel  point  celle  condition  sera-t-elle  réalisée?  A  cause  de  la  grande 
allilude  de  la  base,  elle  ne  le  sera  qu'au  prix  de  certaines  [irécautions.  Soit  a 
l'angle  de  la  luirmale  au  géoïde  et  de  la  normale  à  l'ellipsoïde.  Si  la  variation 
de  cet  angle  entre  les  deux  extrémités  de  la  base  est  de  i",  il  est  aisé  de  calculer 
ipie  l'erreur  sur  la  réduction  de  la  base  sera  d'un  peu  plus  de  i"^'". 

Mais  si  nous  obtenons  ainsi  exactement  la  courbure  d'un  certain  arc  du 
géoïde,  il  n'est  pas-certain  que  cette  courbure  ne  s'écarte  pas  notablement  de 
celle  (le  l'ellipsoïde;  il  peut  se  faire  qu'on  ait  pris  les  mesures  sur  une  bosse 
loule  locale  du  géoïde,  et  cjue  la  courbure  y  soit  très  différente  de  ce  qu'on 
aurait  trouvé  dans  une  autre  partie  peu  éloignée  de  ce  même  géoïde,  sur  le 
bord  du  Pacifique  par  exemple. 

11  importe  de  se  mettre  en  garde  contre  une  semblable  erreur,  et  l'on  ne  peut 
le  faire  qu'en  cherchant  à  évaluer  le  relèvement  du  géoïde.  Quels  sont  les 
moyens  que  l'observation  nous  fournit  poiir  cela? 

Il  y  en  a  deux  :  le  premier  est  l'observation  |)endulaire.  C'est  le  moins  coû- 
teux et  c'est  le  plus  sûr,  parce  qu'on  peut  multiplier  les  mesures.  Mais  il  n(( 
donnera  le  relèvement  cherché  que  si  les  cotes  sont  assez  nombreuses  pour 
qu'on  ait  une  idée  approximative  des  variations  de  la  gravité  dans  loule  la  région 
considérée. 

Tcjiilefois,  ce  ])remier  moyen  ne  devrait  pas  nous  faire'  négliger  le  second,  si 
sur  place  on  le  recomiaissail  |)raticable  el  sullisaïuiiient  ('•(•oiioiiiique.  (  .e 
second  moyen  ^^l  la  mesure  de  la  dilh'rence  de  longiliide  Mslrmiiirimpic  enirc' 
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un  poini  (lo  la  cûlc  et  Qiiilo  cl  su  comparaison  avec  la  difléience  de  loni;lliide 
géodésique. 

Il  est  clair  qu'on  pourra  en  déduire,  sinon  le  relôvemeni,  absolu  du  géoïde, 
du  moins  la  différence  entre  les  valeurs  de  C(^  relèvemenl  k  Quito  et  sur  le  hord 
du  Pacifique. 

Mais,  pour  que  cette  opération  puisse  se  faire,  il  faut  trouver  sur  le  littoral 
un  point  dont  on  puisse  avoir  à  la  fois  la  longitude  astronomique  et  la  longitude 
géodésique.  Gajaquil,  au  nord  du  golfe  du  môme  nom,  et  relié  à  Quito  par  le 
télégraphe;  on  en  mesurt'ra  donc  la  longitude  astronomique.  I)  un  autre  côté, 
l'ancien  Phare,  au  sud  du  même  golfe,  sera  ratlacliéau  réseau  irigonomélriquc^, 
et)  qui  permettra  d'en  calculer  la  longitude  géodésique. 

En  revanche,  on  ne  peut  avoir  ni  la  longitude  astronomique  de  l'ancien 
Phare,  puisque  le  télégraphe  n'y  va  pas,  ni  la  longitude  géodésique  do  Gajaquil, 
parce  que  la  plaine  entre  cette  ville  et  les  Cordillères  est  plate,  boisée  et  sans 
vues. 

Mais  il  y  a  au  milieu  du  golfe  de  Gayaquil  une  île  appelée  I^una  ;  dans  celle 
île  se  lrouY(uit  quelques  collines  que  l'on  pourrait  peut-être  raccorder  à  la 
triangulation  au  moyen  d'un  ou  deux  triangles.  On  peut  espérer,  d'autre  pari, 
que  le  télégraphe  sera  d'ici  à  quelques  mois  prolongé  de  Gayaquil  à  Puna. 

La  uK'sure  des  deux  sortes  de  longitude  deviendrait  alors  possibh'. 


Conclusions. 

En  résumé,  votre  Commission  vous  |)ropose  : 

i"  UCmellic  un  avis  favorabh^  au  pinjel  de  revision  de  la  nu-ridienne  (!<■ 
Quito  ; 

2"  D'insister  au]Hès  de  M.  le  Ministre  pour  i|ue  l'arc  mesuré  soil  de  G"  et 
non  de  4", 5  ; 

.3"  D'émellre  le  vœu  que  l'opération  soit  confiée  au  Service  géographique  de 
l'Armée,  sous  le  liaut  |)alronage  el  sous  le  contrôle  scientifique  de  l'Académie 
des  Sciences  ; 

4"  De  nommer  une  Commission  |)eiiuanente  chargée  de  suivre  el  de  conii-ôler 
les  op(''ralioiis  de  la  Mission; 
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ô"  l)";i|)|>roiiVL'r  dans  sus  Irails  i;('m'ra\ix  1  avanl-proicl  qui  nous  est  soumis, 
sous  la  rosurvo  dos  observations  conU'iiucs  dans  ce  llapporLcl,  en  parliculicr, 
de  celles  qui  se  rapporlenl  à  la  nécessité  de  mulliplierles  mesures  pcndulain^s. 

Après  Idiseussioii  en  ('.oiuilc  >c'(i'<'l.  rVcadciiiic  ii(lc>|ili'  Irs  ((iiirliisKiiis  du 
Rapport. 


RAPPORT  PRÉSENTÉ  AU  NOM  DE  LA  COMMISSION 
CHARGÉE  DU  CONTRÔLE  SCIENTIFIQUE 


DES 


OPÉRATIONS  GÉODÉSIQUES  DE  L'EQUATEUR' 


Comptes  rendus  de  rAfadéinie  des  Sciences,  t.  134,  p.  963-972  (28  avril  1902). 


La  Commission  cliargéc  par  1  Acadciiiir  du  icuiln'ilr  scinil  ilii[iic  des  nyn'-- 
ralions  géodésiques  de  l'Equaleur  s'csl  i('Miiiic  le  10  mars  dernier  pour  ciiloudro 
M.  le  Comiiiandanl  Bourgeois,  cliet  (!<■  la  iMissioii,  qui  vient  de  renirer 
en  France  après  avoir  organisé  le  travail.  Ce  savant  ol'llcier  lui  a  rendu 
compte  des  mesures  eirectuées  pendant  l'année  1901,  et  votre  Commission 
a  riionneur  de  vous  soumettre  un  Rapport  sommaire  sur  ces  opérations. 

L'avanl-garde  de  la  mission,  comprenant  MM.  les  Capitaines  Maurain 
el  Lallemancl,  a  consacré  les  premiers  mois  de  1901  à  l'achat  des  mules 
nécessaires  aux  convois  et  à  la  reconnaissance  de  la  région  de  Riobamba, 
où  devait  se  trouver  la  base  fondamentale. 

Le  gros  de  la  mission,  commandé  par  M.  Bourgeois  et  comprenant 
M.  le  Capitaine  Lacombe,  M.  le  Lieutenant  Perrier,  M.  le  Médecin  aide-major 
Rivet,  plusieurs  sous-ofliciers,  caporaux  et  soldats,  débarqua  à  Gajaquil 
le    i"^'    juin  avec   le   matériel.   Des  convois  furent  organisés    avec    120    mules 


(')  (Commissaires  :  MM.  les  .Membres  du  liurcau,  MM.  Faye,  Hatt,  Bassot,  Lœwy;  H.  Poincaré, 
rapporteur. 

H.  P.  —  VIII.  75 
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(le  louai;!'  vl  jn  liulicns  ixiilciirs.  La  i('i;li'  liiiiu'lalli<|iic.  qui  ne  pomail  (Mn' 
Iransporlc  qiià  dus  tiliommcs,  arriva  à  Kioltaniha  \v  il  jiiillcl.  Le  lolc  du 
malt^riel  iMail  arrivé  le  aa  juin.  Six  officiers  (kjiiatoriens  adjoints  à  la  mission 
aidèreni  à  liirganisalion  des  coinois,  cl  leur  t'nlri'iiiisi'  laiilila  les  rajiporis 
avec  les  aiilorili's  locales  et  avec  les  indigènes. 

M.  le  Commandanl  Bourgeois  se  rendit  d'abord  à  Quito  el  visita  l'Obseï'- 
vatoire.  où  M.  Gonuessiat  a  di'jà  l'ii  |)cii  de  Iciiips  oIjIciiii  d'excelleiiK 
résultats. 

Le  ciic'l  de  la  Mission  se  porta  euMiilc  dans  le  \oisinagc  ilc  I'u(d)amL)a, 
où  il  exauiina  les  eniplaceinents  r<'Conniis  par  lavaiil-garde. 

La  pi'emiére  cliose  à  faire  était  de  ciioisir  la  iiase  à  mesurer.  M.  Maiiraiii 
avait  |u'oposé  deux  emplacements  tie  liase,  l'un  de  lo'""  environ  à  travers 
champs,  l'autre  di;  6'"",5oo  sur  roule.  M.  Bourgeois  rejela,  avec  raison  selon 
nous,  le  second  alignement  parce  fpi'une  do  ses  extrémités  étant,  tout  prés 
du  Cliimborazo,  l'inlluence  îles  attractions  locales  ('tait  trop  à  redouter. 
Le  plein  ler  aligueiuciil ,  maigre  les  inconvénienls  tlune  mesure  à  travers 
champs,  se  recommandait  d'ailleurs  par  son  ratla(  hciiienl  lacile. 

La  base  fui  mesurée  une  première  lois  à  la  règle  iiiinelalli(pie  du  3o  jiiillel 
au  4  septembre;  entre  les  deux  termes  extrêmes,  un  terim-  inlerméiliairc 
fui  établi  à  la  porlé  84o,  cest-à-dire  au  tiers  environ  de  la  base.  Ce  segment 
partiel,  d'un  peu  plus  de  o'"",  fut  mesuré  une  seconde  fois  à  la  règle 
bimétallique  du  ~  au  iS  >c]ilciubrc.  l'oiile  r('(liicli()u  faite,  la  ditlt'ii'uce  enirc 
les  deux  mesures  n'est  que  7""",  soit  environ  1/430000". 

L'opération,  malgré  les  difficultés  du  terrain,  a  été  menée  rapidement, 
puisqu'on  à  fait  en  moyenne  80  portées  par  jour. 

11  importe  d'insister  sur  les  difficultés  renconirées  et  rpii  jjeuvi'iit  influer 
sur  la  précision  du  résultat.  La  nature  du  terrain  rendait  îles  glissements 
possibles  el  la  stabilité  des  supports  incertaine.  D'un  autre  côté,  les  inclinaisons 
étaient  souvent  très  fortes.  En  résumé,  l'apiiareil  l)iini'lalli(|iie  de  Brenner 
se  prête  mal  à  une  mesure  faite  en  pleins  champs. 

D'autres  difficultés  provenaient  du  climat;  riiuiiiidiié  des  nuits  el  des 
matinées  oblige  à  remplacer  constamment  les  fils  des  micromètres  qui 
se  détendent  ;  ci  lurnic  (juaud  ou  j)ar\  leiit  à  les  jjn'scrxer  la  uiiil  avec 
du  cliloniic  de  calcium,  ils  s(^  dclcndciil  à  vue  d'oui  dès  qu'on  ouvre  la  lioilc 
si  l'on  opère  entre  (j''  et  y''  ilu  iiiallu;  iriiu  aiilic  côh'.  entre  1  1''  el  i''  s'élève 
un    vent    du    Nord-Est    (pii    soulève    des    Ilots    de    pcjussière.    Ces    poussières 
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s'Iulrochiisanl  dans  les  inslriimculs  s'opposenl  au  libre  glissement  des  règles 
el.  délérioreraienl  rapidement  les  appareils.  Enfin  les  vaiialions  de  température 
sont  très  brusques  el  l'on  peul  se  demander  si  l'équilibre  lliermique  des  deu\ 
régies  est  bien  assui('. 

Toutes  ces  raisons  renilaieul  diinlanl  plus  nécessaire  le  conlrôie  par 
la  luesuic  au  lil  Jadderin.  La  Mission  elait  munie  de  deux  (ils,  un  eu  cuiMe, 
l'aulrc  eu  luelal  luxai'  ou  acier-nickel  tiuillauuu'.  Les  opéralious  devaient 
comprendre  :  un  |)remier  étalonnage  des  (ils,  deux  mesures  complètes 
de  la  base  et  un  second  étalonnage  des  fils. 

En  vue  de  l'étalonnage,  (ui  fil  établir  dans  \\n  jardin  apparlenani 
à  don  Pedro  Lizarzaburo,  pelit-ne\eu  de  don  l'edro  Maldonado,  le  compagnon 
de  voyage  de  La  Condamine,  deux  petits  piliers  à  24"'  l'un  île  l'autre. 
La  dislance  exacte  des  deux  piliers  lut  mesurée  trois  fois  à  la  règle  biuK'- 
lallique;  trente  mesures  de  celte  même  distance  avec  l'appareil  Jadderin 
ont  pc^rmis  ensuite  de  déterminer  la  longueur  des  deux  fils  et  leur  coefficient 
de  dilatation.  Don  Pedro  a  pris  des  dispositions  pour  que  les  piliers  restent 
installés  à  demeure  dans  son  jardin,  de  façon  à  perinellre  de  uou\eaux 
étalonnages  à  une  époque  quelconque.  11  y  a  lieu  de  remercier  cet  ami 
de  la  Science  qui  a  tenu  à  rester  fidèle  aux  traditions  de  sa  famille. 

La  mesure  de  la  base  fondamentale  faite  en  double  par  le  système  Jiidderin 
a  été  terminée  le  9  octobre  et  suivie  d'un  nouvel  étalonnage  des  fils. 

Les  opérations  astroii(iiiii(pies  aulmir  de  Rioijamba  ont  occupé  la  Mission 
du  g  octobre  à  la  fin  de  novembre.  On  avait  d'abord  pensé  placer  à  Quito 
même  une  des  stations  astronomiques  principales.  Un  observatoire  temporaire 
avait  été  installé  près  de  Quito  de  façon  à  pouvoir  être  facilement  relié 
d'une  part  à  l'Observatoire  permanent  de  cette  ville  et  d'autre  part  au  réseau 
trigonomélrique.  .Cet  observatoire  était  placé  sur  la  colline  du  Panecillo, 
qui  est  pour  ainsi  diie  collée  aux  premières  pentes  de  l'énorme  masse 
du  Pilchincha.  La  latitude  fondamentale  qu'on  aurait  pu  y  observer  aurait 
donc  été  fortement  affectée  par  les  attractions  locales. 

A  ce  point  de  vue,  le  voisinage  immédiat  de  Riobamba  présentait  des  condi- 
tions beaucoup  plus  favorables.  M.  Elysée  Reclus  a  comparé  la  région  interan- 
dine  à  une  immense  échelle  dont  les  montants  sont  représentés  par  les  deux 
Cordillères  el  les  barreaux  par  les  cliaînes  transversales  qui  les  relient 
de  distance  en  distance;  ces  barreaux  partagent  le  plateau  laterandin  en  une 
série  de  cirques  successifs.  Il  est  clair  que  la  verticale  doit  être  moins  déviée 
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ail  contre  d'iiii  de  ces  cirinics  (juc  dans  le  voisinai^c  de  l'un  îles  LarrcaiiA. 
C'esl  pour  ccllo  raison  (|ik'  la  siltialion  do  Riobainba  ('laicnl  a\anlai;i'iisf. 

Le  Commandant  Bourgeois  résolut  donc  d'installci'  à  la  Lunia,  près 
de  Rioliainlia.  une  slallun  principale,  ri  dr  ilrlciiiiiner  la  laliliidi'  à  la  luis 
au  Panecillo  el  à  la  Liiiiia.  pins  la  diUcreiuc  di'  loni;iliide  des  deux  slalions, 
et  enfin  un  a/iiinil  au  l'aniM'ilIn  ri  un  aiilrc  à  la  Liuiia.  par  la  iiii''llindi' 
ih's  ohservalions  iiii'ridicuncs. 

Les  latiliidcs  lurenl  dclfi'iniui'cs  par  la  iiiélliodc  de  \  illarccaii  eu  liuil 
soirdcs  dans  (pialrc  positions  du  cercle  (il)servées  (  liaeiiui'  nadir  lace  iNtuil 
cl  nadir  lace  Sud. 

La  dillcrcnce  des  limi;iliidcs  piil  se  laire  sans  grande  tlilliciillé,  car  les  deux 
pusles  (laicnl  iclii's  lid('t;ra|)in(piciucnl  cl  radiuinislialion  des  télégraphes 
a\ail  f\i  la  coni])laisanee  ilc  iiicllrc  le  lil  à  la  di>pii^il  imi  cxclusi\c  des  ohser- 
\aleuis  de  8''  à   1  ! ''  du  soir. 

Mallieiireusciuenl  rccliaui;e  des  ip|)ser\aleurs  ne  put  être  pratiqué; 
les  idticicrs  n'aiiraicnl  pu  aliandcumcr  leur  posie  sans  s'exposer  à  voir 
disparailrc  li's  mires,  parce  (|iic  le  personnel  Irançais  était  trop  peu  noniljrenx 
el  (pi'il  aiiiail  lallu  laisser  la  ^^arde  à  lies  Indiens  en  qui  l'on  ne  poii\ail  avoir 
conliance.  (  )n  s'est  donc  contente  lie  déterminer  avec  le  plus  j;rand  soin 
les  dillciences  d'é(jualions  ])ersonnelles.  Cela  paraît  devoir  suffire  pour  le  but 
il  atteindre,  c'est-à-dire  )>our  le  calcul  des  atlraclions  locales  dans  le  sens 
Esl-Oiiesl,  qui  sons  le>  laliliides  eipiainriales  ne  peinenl  être  déiliiiles 
des  obseisal  ions  d  aziiniil. 

liln  uii'ine  leiiip>  (pie  l'observation  de  la  longitndi!,  et  pour  profiter  de  l'étude 
de  la  iiiarclie  de  l'Iiorloge,  M.  B(»urj;eois  fil  à  RIobanilja  une  station  de  pendule 
dans  une  caseiuale  C(Hislriiile  p(uir  rinslallalion  de  l'Iiorloge.  Cette  station, 
une  lois  calculée,  nous  perniellra  (l(''jà  de  voir  si  les  Andes  se  comporleni 
de  la  même  laiton  (|iie  les  Al|jes  et  rilinialaja  en  ce  qui  concerne  la  correction 
d'alliliide.  On  se  somienl  (pie  divers  géologues  avaient  émis  des  doutes 
à  cet  égard. 

Les  éléments  ma^niMiques  furent  également  délerminés, 

J'endant  ce  lemps,  on  s'occupait  ('galemenl  du  raltaclieiueul .  En  moins 
do  35  jours  M.  Mauiain  rec(jninil  les  ^lalions  du  lallaclieiiicnl  el  \  conslriiisil 
les  signaux,  ainsi  filiaux  sommel>  de  Iimus  des  tiiant;les  du  i;ranil  loeaii. 
M.  le  (Japilaine  Lacuiiibe  a(dieva  de  rallaclier  la  base  de  l'iioliamiia  au  r(''seau 
dans  les  derniers  iiKjis  de   \()(>i. 
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IjC  |iri)^niiiiiiic  comporlait,  en  outre,  hi  cli'lcriiiliial  loii  ilr  la  lallliide  à  la 
seconde  ronde  en  chacune  de  ces  stations.  On  complaît  se  servir  du  théodolite 
à  microscopes  qu'on  y  avait  hissé  pour  les  opérations  géodésiques.  On  avait 
modifié  cet  appareil  dans  l'espoir  de  le  rendre  propre  aux  ohservalions 
astronomiques;  mallieureuscnient  il  n'était  rentré  de  chez  le  constructeur  (nie 
quelques  jours  avant  le  départ,  de  sorte  (ju  il  n'avait  pu  être  essayé  à  Paris. 
A  l'usage,  les  observateurs  rencontrèrent  des  difficultés,  surtout  jKMir 
l'éclairage;  on  dut  donc  ajourner  l'opération  projetée.  Nous  discuterons  plus 
loin  les  moyens  de  reprendre  cette  inij)ortante  opération  qui  ne  saurait 
en  aucun  cas  être  abandonnée. 

M.  le  Commandant  Bourgeois  quitta  liio])aml)a  le  2.)  noMiiibre  après  avoir 
tout  terminé.  M.  Maurain  partit  de  Quito  les  26  pour  les  stations  du  Sud, 
en  laissant  à  M.  le  Lieutenant  Perrier  le  soin  d'achever  les  opérations 
au  Panecillo.  M.  Perrier  rejoignit  à  son  ttuir  M.  Bourgeois,  le  1  i  décembre, 
dans  le  nord  de  l'Equateur. 

En  décembre,  le  chef  de  la  ^fission,  accompagné  du  Capitaine  Lallemand, 
du  LIeutenanI  ['errier  l't  du  Méilecin  aide-major  Rivet,  se  rendit  dans  la  région 
du  Nord  pour  les  déterminations  astronomiques  et  la  mesure  de  la  base  de 
vérification.  Dans  les  projets  primitifs,  l'arc  devait  être  prolongé  sur  le  territoire 
colomiiien,  mais  les  événements  politiques  dont  cette  région  \ieiit  d'élre 
le  théâtre  ont  rendu  cette  prolongation  Impossible.  L'arc  ne  se  trouvera  ainsi 
diminué  que  de  i5'.  La  station  astronomiiiue  Nord  et  la  base  de  vérification 
se  trouvaient  ainsi  l'eportées  près  de  la  ville  de  Tulcan. 

Mallieureusement ,  dans  celle  région  les  deux  Cordillères  se  rapproclieni 
l'une  de  l'autre  et  il  n'y  a  plus  di'  plateau  iiiterandln.  Il  est  donc  difficile 
de  choisir  un  emplaceinenl  de  base.  On  doit  même  renoncer  complètement 
à  en  trouver  un  comportant  l'emploi  de  la  règle  bimélallique.  L'état 
des  chemins  ne  [)ermettail  d'ailleurs  pas  de  songer  au  transport  de  cette  règle, 
transport  (pii  aurait  entraim''  de  trop  fortes  dépenses.  Il  fallut  donc  se  contenter 
du  m  .ladderln;  la  pente  montait  par  endroits  jusqu'à  10%.  On  devait  laire 
trois  mesures  de  la  base,  mais  11  fallut  recommencer  cettt'  triple  mesure 
à  plusieurs  reprises  par  suite  de  divers  accidents.  Le  plus  fâcheux  de  ces 
accidents  est  une  déformation  du  fil  qui  a  été  réparée,  mais  d'où  il  résulte 
néanmoins  que  les  étalonnages  faits  avant  la  mesure  ont  perdu  toute  valeur, 
de  sorte  que  tout  se  passera  comme  si  les  fils  n'a%aient  été  étalonnés 
qu'une  fois. 
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La  slatiou  asli'oiiiiiiiii|iK'  do  Tiilcan  a  é\é  coiislniiic  cl  sa  lalilude  délerminét'. 

La  latiliidc  de  la  station  astronomique  Sud  à  l'avta  ùtail  observée  en  mc^inc 
temps  par  M.  le  C-apilaine  Maiirain.  Los  valeurs  |U'ovisoires  sont  +o"47'i.'i" 
pour  Tulcan  et  — 5"5'i8"  pour  Pajta,  ce  qui  donne  à  l'arc  uni-  auqilitude 
totale  de  5°52'33". 

Cepcniliiul  M.  Lallciiiaïul  reconnaissait  le  rallaciii'incnt  au  réseau  général 
de  la  liasc  mesurée  cl  i\r  bi  slalion  asironomiquo  de   lidcan. 

Si  j'ajoute  que  M.  le  Médecin  aidc-iuajor  Rivet,  qui  a  d'ailleurs  coopéré 
aux  travaux  géodésiques,  a  fait  d'importants  envois  an  Muséum  et  a  entrepris 
l'étude  anthropologique  des  races  indiennes,  j'aurai  fait  voir  que  les  membres 
de  la  Mission  ont  liien  (Muployé  l'année  1901. 

L'arc  à  laesiircr  se  Irouxc  partagé  en  dcnix  li'onç(jns,  l'un  enlr(;  la  station 
astruiii)uiii[uc  principale  de  Riobamba  et  celle  de  Tulcan  au  jNord,  l'autre 
entre  Riobamba  cl  la  station  astronomique  du  Sud  à  Pajia.  Chacun  de  ces 
tronçons  sera  subdivisé  en  deux  sections,  le  premier  par  la  station  astro- 
nomique de  Quito,  ofi  les  opérations  sont  terminées,  le  second  par  une  station 
astronomique  secondaire  à  choisir  dans  la  région  de  Cuença. 

On  remarquera  qiw  le  r('seau  télégraphique  actuel  permet  déjà  la  mesure 
de  la  différence  de  longiliidc  entre  les  extrémités  des  trois  sections  du  Nord. 
Il  A  a  lieu  d'espérer  qu'axani  la  fin  de  la  Mission,  c'est-à-dire  avant  la  fin 
(h'  ifjo/j,  la  jonction  avec  Ic's  lignes  péruviennes  sera  achevée,  ce  qui  permettrait 
de  relier  les  deux  dernières  stations,  Pajta  et  Cuença.  Dans  le  cas  contraire, 
on  devrait  se  contenter  de  déterminer  à  Payta  l'attraction  dans  le  sens 
Est-Ouest  par  la  diflérence  entre  les  azimuts  géodésiijiic  cl  astronoinicjue, 
([ni  ilonncrail  déjà  une  inih(;ali()u  ulilc  |iuis(pic  la  lalilude  de  Pajta  est  déjà 
de  5". 

D'ajirès  les  instruclions  laissées  par  le  chef  de  la  Mission,  le  prograiiinie 
comprendrait  : 

Kn  \()i>'>-.  les  opi'iatiuns  gcodi'siqiics  ilii  tronçon  iNord  cl  la  reconnaissance 
de  la   I ''''  sccliiiii  du  Ironçon  Sud. 

Ln  190.^,  Ic^  (ip(''rations  asIronoiiiKiiics  du  lionçoii  .Sinj,  les  opérations 
géodésiqiies  di'  la  i'"  section  du  Ironçon  Sud  cl  la  reconnaissance  de  la 
2°  section. 

En  if^o^  :  1"  la  (in  des  ojx'ialioiis  géodési(pics  de  la  chaîiu'  cl  la  mesure 
de  la  base  de  Pavia  : 
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2"  Le  iiivelk'ineiit,  de  précision  depuis  la  mor  jusqu'à  la  base  fondamentale 
de  Riobamba.  Dans  les  projets  primitifs,  celte  opération  devait  se  faire 
au  déliut  de  la  Mission;  mais  l'état  actuel  des  chemins  des  Cordillères  l'aurait 
rendue  1res  difficile,  tandis  qu'en  1904  le  chemin  de  fer  sera  terminé  et  l'on 
pourra  l'utiliser  pour  les  transports,  tout  en  faisant  le  nivellement  le  long 
de  la  plate-torme  même  fie  la  ligne  ferrée; 

3°  Le  rattachement  géodésique  du  réseau  à  une  slalion  du  bord  de  la  mer 
et  les  observations  astronomiques  dans  celte  station.  Ces  opérations  ont  pour  l)ui 
de  comparer  les  différences  de  longitude,  tant  géodésique  qu'astronomique, 
entre  la  chaîne  et  le  littoral.  Cette  détermination  aurait  une  grande  importance; 
malheureusement  la  nature  boisée  du  terrain  en  rend  encore  la  réalisation 
incertaine.  On  pourra  en  tout  cas  observer  la  différence  de  longitude  astro- 
nomique Gayaquil-Quito. 

Toutes  les  fois  que  les  circonstances  le  permettront,  on  tera  en  outre 
dans  diverses  stations  géodésiques  des  observations  pendulaires  et  magnétiques 
et  des  mesures  de  latitude. 

Il  y  a  lieu  d'insister  sur  l'importance  de  ces  déterminations  de  la  latitude 
et  du  |)i'iidnh'.  Puisque  le  tiiéodolile  à  microscopes  ne  semble  pas  pouvoir 
être  utilisé,  la  latitude  ne  pourra  être  mesurée  que  dans  les  stations  oii  le  cercle 
méridien  pourra  être  monté.  Mais,  toutes  les  fois  que  ce  transport  sera 
possible,  sans  trop  ih'  peine  et  de  dépenses,  il  ne  faudra  pas  négliger  ce  genre 
d'observations,  principalement  dans  le  voisinage  des  cinq  stations  astro- 
nomiques et  des  bases.  C'est  la  seule  garantie  que  nous  ayons  que  les  latitudes 
fondamentales  déterminées  dans  ces  stations  ne  sont  pas  faussées  par 
les  attractions  locales. 

Bien  convaincu  comme  nous  de  celle  nécessité,  le  clu'f  de  la  Mission 
a  étudié  les  points  où  le  cercle  méridien  pourra  être  transporté.  Dans  le 
voisinage  rie  Riobamba,  la  latitude  pourra  être  mesurée  à  Chujiij,  ainsi 
qu'en  un  poini  de  la  Cordillère  de  l'Est  et  aussi,  malgré  l'altitude,  à  la  station 
de  Chimborazo.  La  station  de  la  Loma  si'  trouvera  ainsi  bien  encadrée. 

A  la  liaiileur  de  Quito,  on  a  déjà  la  latitude  fondamentale  du  Panecillo. 
On  fera  une  station  de  pendule  au  sommet  du  Pitchincha;  cette  opération 
est  absolument  cécessaire  :  c'est  là  en  effet  qu'au  xviii"  siècle  a  opéré  Bouguer, 
et  c'est  après  cette   mesure  qu'il    a  adopté  la  correction  qui  porte  son  nom. 
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On  SIMM  (loue  obligé  de  laisser  le  cercle  méridicu  au  soimnol  de  celte  inonlagnc 
et  l'on  en  profitera  pour  faire  une  détermination  de  la  lalilude.  Ce  jioinl 
est  tr(>s  voisin  du  Panecillo,  mais  dans  des  conditions  très  difl'érenles  au  point 
de  vue  des  attractions.  D'autre  part,  M.  Gonnessiat  s'ofTre  à  faire  des  mesures 
dr  lalilude  à  l'Est  de  Quilo  ave<'  un  insIruuu'uL  de  l'Observatoire. 

Près  de  la  base  du  Nord  t't  de  la  station  de  Tulcan,  ou  poiura  observer 
la  latitude  en  trois  points,  un  iiu  Sud-Ouest,  un  au  Sud  et  un  au  Sud-Est 
de  Tulcan,  d'autant  plus  faellenieul  (pu'  l'un  des  instruments  méridiens 
est  resté  dans  la  région. 

On  est  donc  certain  de  pouvoir  encadrer  les  trois  stations  du  tronçon  Nord. 
(^)uanl  au  liouron  du  Sud,  il  n'est  pas  encore  complètement  reconnu,  uuiis 
il  V  a  lieu  d\'s])érer  qu'on  n'y  rencontrera  pas  de  plus  grandes  difficultés. 

En  ce  qui  concerne  les  mesures  pendulaires,  on  n'a  encore  fait  qu'une 
station,  celle  de  Riobamba;  il  y  a  lieu  de  [uocéder  à  une  série  d'observations 
le  long  d'une  coupe  perpendiculaire  à  la  chaîne  méridienne  et  allant  de  la  mer 
au  versant  amazonien  à  la  latitude  de  Riobamba.  Toutefois,  il  serait  impossible 
de  uiultipliiT  les  stations  avec  l'appai-eil  Defforges;  il  serait  donc  nécessaire 
de  faire  l'acipiisition  d'un  pendule  Sterneck  ou  d'un  appareil  analogue  pour 
les  stations  secondaires.  On  ferait  alors  sur  cette  coupe,  outre  la  station 
de  Riobamba,  deux  autres  stations  du  second  ordre  par  la  méthode  Defforges 
(dont  une  à  Gayaquil)  et  un  grand  nombre  de  stations  du  troisième  ordre 
au  Sterneck. 

Nous  posséderons,  en  outre,  en  dejiors  de  cette  coupe;,  une  autre  station 
du  second  ordre  au  somiuet  du  i'ileli iueha,  où,  comme  nous  l'avons  dit, 
on  lient  à  renouveler  Idpéralion  faite  par  Bouguer  au  xvui''  siècle. 

H  V  a  lieu,  d'ailleurs,  d'n|)peler  uue  fois  de  plus  l'attention  du  chef  de  la 
.'\lissiou  sur  la  iu;cessilé  de  midti[)lier  les  stations  au  Sterneck,  aussitôt  qu'on 
disposera  d'un  appareil  léger. 

On  a  du  abandonner  le  uiode  d'obserNatitui  pai-  hi'dioslats,  et  C(da  pour 
deux  raisons  :  le  personiud  français  est  trop  peu  uombreuv  el  les  jours 
de  soleil  sont  trop  peu  fréquents.  <}n  est  donc  oi)ligé  de  revenir  au  système 
des  mires.  Dans  ces  conditions,  il  n'est  plus  nécessaire  d'avoir  deux  brigades 
opérant  simultanément,  l'une  sur  la  chaîne  de  l'Est,  l'autre  sur  celle  de  l'Ouest. 
Tout  en  regrettant  qu'on  renonce;  ainsi  à  la  possibilité  d'obtenir  des  distances 
zénilhalf;s  réciproques  et  siuiullaiiées,  nous  ne  |iou\ons  (pu>  nous  incliuei' 
devani   une  nécessité  tpii  parait  démontrée.  Mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  que, 
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ne  pouvant  opérer  par  distances  zénithales  simultanées,  une  ijonne  élude 
de  la  réfraction  devient  encore  plus  utile. 

En  1902,  une  bri2;ade  s'occupera  de  la  reconnaissance  d'une  partie 
du  tronçon  Sud,  pendant  que  deux  brigades  d'opérations  partant  l'une 
de  Riobamba,  l'autre  deTulcan,  marcheront  à  la  rencontre  l'une  de  l'autre. 

La  Commission  ne  peul  que  féliciter  M.  Bourgeois  de  l'habileté  avec 
laquelle  il  a  préparé  et  conduit  l'expédition,  f.e  clief  de  la  Mission  et  les 
officiers  placés  sous  ses  ordres  ont  su  triompher  des  difficultés  causées 
par  le  climat,  par  la  nature  du  terrain  et  par  les  dispositions  de  la  partie 
la  plus  ignorante  de  la  population;  pour  cela  ils  ont  dû  faire  preuve  à  la  fois 
d'endurance  physique,  de  tact  psychologique,  d'un  grand  talent  scientifique 
et  surtout  d'un  zèle  infatigable.  Ils  ont  rencontré  un  concours  empressé  chez 
les  officiers  équatoriens,  qui  leur  ont  été  précieux  par  leur  connaissance 
des  indigènes  et  des  ressources  locales.  J'ajoute  que,  dans  les  succès  obtenus, 
une  part  importante  revient  à  l'habile  direction  de  notre  confrère,  M.  le  Général 
Bassol.  Les  résultats  déjà  atteints  sont  d'un  heureux  augure  pour  l'avenir 
de  l'entreprise. 


H.  P.  —  viir.  76 


RAPPORT 

SUR  LES  OPÉRATIONS  GÉODÉSIQUES 

DE  L'EQUATEUR 


Association  géodésiqac  internationale,  t.  li,  p.  1 13-127. 


L'Association  connaîl,  depuis  le  ilciiiior  Congrès  les  détails  du  projet 
de  révision  de  l'arc  méridien  de  (^uilo;  je  vomirais  lui  rendre  compte  de  l'étal 
actuel  de  cette  entreprise  et  des  premiers  résultats  ol)tenus.  L'avant-garde 
de  la  IMission,  comprenant  MM.  les  Capitaines  Maurain  et  Lallemand,  s'est 
i-endue  à  l'Equateur  au  commencement  de  l'année  1901  et  a  consacré 
les  premiers  mois  de  cette  année  aux  préparatifs  indispensables.  Le  gros 
(le  la  Mission,  comniaiMlé  par  ]\L  Bourgeois  et  coMi]ir('iiiint  M.  le  Capitaine 
Lacond)e,  M.  le  Lieutenant  l'errier,  ]\L  le  Médecin  aide-major  Rivel,  plusieurs 
sous-officiers,  caporaux  et  soldats,  débarqua  à  Guajaquil  le  i"  juin  avec 
le  matériel.  Six  officiers  équaloriens  furent  adjoints  à  la  Mission  pour  aider 
à  lorganisation  des  convois  et  leur  entremise  facilita  beaucoup  les  rapports 
avec  les  autorités  locales  et  avec  les  indigènes. 

Grâce  au  zèle  di'  loul  le  pei>onnel.  loiil  le  nialériel,  ^  compris  la  règle 
bimétallique,  put  élre  I  r,iiiN|ii]iié  à  Riobaud)a,  le  i.i  jiiillel. 

Les  opérations  commencèrent  par  la  mesun;  de  la  base  principale  à  Riobamba. 
Celte  mesure,  ainsi  que  les  opér;itions  astronomiques  principales  elles  obser- 
vations pendulaires  autour  de  Riobaudja,  occupèrent  la  Mission  jusqu'à  la  fin 
de  novembre. 

Pendant  ce   tenqis,    M.    MMiiriiiii   1  i(;onn;iiss:iil    les   slalious  du   lallaclK  iiienl 
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et  y  conslruisait  les  signaux  ainsi  qu'aux  sommets  de  trois  des  Iriangles 
du  grand  réseau.  M.  le  Capitaine  Lacombe  acheva  de  rallaclier  la  ijase 
de  Riobaniba  au  réseau  dans  les  derniers  mois  de  1901. 

En  décembre,  le  chef  de  la  Mission,  accompagné  du  Gapilaim;  Lallemand, 
du  Lieutenant  Perrier  et  de  M.  Rivet,  se  rendit  dans  la  région  du  Nord 
pour  les  déterminations  astronomiques  et  la  mesure  de  la  base  de  vérification. 
Dans  les  projets  primilils,  celle  liase  devait  se  trouver  sur  le  territoire 
colombien,  mais  les  événements  politiques  dont  celte  région  inl  le  ihéàlre 
à  cette  époque  rendit  impossible  la  prolongation  de  l'arc  en  dehors  de  la 
République  de  l'Equateur.  C'est  donc  sur  le  territoire  équatorien  près  de  Tulcan 
que  furent  choisis  les  emplacements  de  la  station  astronomique  principale 
et  de  la  base  du  Nord.  La  mesure  de  la  l)ase  rt  la  latitude  de  Tidean  furent 
terminés  à  la  fin  de  février.  On  a  déteraiiné  cnsuile  la  dillérenco  de  longitude 
Quito-Tulcan,  ce  qui  a  demandé  plus  de  temps  à  cause  de  l'étal  du  ciel. 

Pendant  ce  temps,  M.  le  Capitaine  IMaurain  s'était  rendu  à  Pajta  à  l'extrémité 
Sud  de  l'arc  et  avait  déterminé  la  latitude  de  cette  station  astronomique 
principale. 

En  même  temps,  M.  Lallemand  reconnaissait  le  laltachement  au  réseau 
général  de  la  iiase  du  Nord  el  dr  la  station  astronomique  tle  Tulcan. 

Les  premières  opérations  avaient  en  somme  été  terminées  dans  les  délais 
prévus;  la  triangulation  propreinen!  dite,  au  contraire,  par  suite  de  difficultés 
dont  nous  allons  parler,  avança  beaucoup  plus  lentement  qu'on  ne  l'avait 
espéré. 

M.  Bourgeois  quitta  l'Equateur  pour  rentrer  en  France  au  commencenu'nt 
de  l'année  1902,  laissant  le  coniinaudeiucnt  à  M.  le  Capitaine  Maurain; 
en  partant,  il  espérait  qu'on  pourrail  leiiuinci'  dans  l'année  1902  les  opérations 
géodésiques  du  tronçon  Nord  entre  les  deux  stations  astronomiques  principales 
de  Riobamba  et  de  Tulcan  et  la  reconnaissance  de  la  i""  section  du  tronçon 
sud  jusqu'à  la  station  astronomique  secondaire  de  Cuenca. 

Deux  brigades  avaient  donc  été  constituées,  l'une  devant  descendre 
de  Tulcan  vers  le  Sud  et  l'autre  remonter  de  Riol)aiul)a  vers  le  Nord,  et  l'on 
espérait  qu'elles  se  rencontreraient  avant  la  fin  de  l'année,  de  telle  façon 
que  les  opérations  géodésiques  du  tronçon  Nord  se  trouveraient  terminées. 
M.  Lallemaïad  devait  commander  une  troisième  brigade  chargée  des  reconnais- 
sances et  de  la  construction  des  signaux. 

Ce    programuie    est    loin    d'avoir   été   exécuté,    Ijien    que    M.    Maurain   ail 
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C«in>liliii'.  a  11  11  (II'  lia  1er  li'S  Ira  vaux,  iiiir  l)rii;a(l('  auxiliaire  (Uiiil  il  |iiil  lu  i-iiièiiic 
le  coiiniiamleiiieul. 

Ce  retard  (^sl  dû  à  deux  causes  principales  el  d'aliord  à  des  circonstances 
mi''téoroloi;iques  exceplionuelleiuenl  défavorables.  I^es  somniels  étaient 
constauiiiient  masqués  par  des  iiiiat;es  ou  des  brouillards  cpii  rendaient 
les  visées  impossililes.  C'esl  ainsi  ipie  M.  le  Lieiileiiiinl  l'enier  a  dû  rester 
Irois  mois  au  |)o>le  du  Mirador  à  lall  ilude  de  4ooo"'  et  presque  constammenl 
dans  le  brouillard.  Pendaiil  lout  son  séjour,  pluies  incessantes,  horizon  limité 
au  camp  même,  un  vent  furieux  qui  faisaient  tout  trembler  dans  la  baraque. 
Au  bout  de  i5  jours,  il  n'avait  pu  mesurer  qu'un  seul  angle  sur  21  el  il  n'avait 
pas  aperçu  une  seule  fois  le  signal  de  ^  ura-Cruz  ;  dans  les  vallées  qui  séparent 
les  deux  signaux  s'écoulaient  sans  inlerriiplion,  comme  dans  un  canal, 
des  bandes  de  nuages  venant  de  l\Esl.  Jusqu'au  dernier  jour,  M.  Perrier 
eul  à  liiller  conire  les  mêmes  difficultés.  Enfin  sa  persévérance  fui  récompensée 
cl  il  put  achever  complèlement  en  cette  station  la  tâche  qu'il  avait  à  accomplir; 
on  doit  féliciter  cet  officier  d'avoir  mené  à  bien  son  travail  dans  de  pareilles 
conditions  et  sans  se  laisser  aller  au  découragement. 

Les  autres  brigades  rencontraient  les  mêmes  obstacles  que  celli'  du  Nord 
et  leurs  chefs  faisaieni  preuve  des  mêmes  qualités.  A  la  Tiicunga,  M.  Maiirain 
ne  pouvait  observer  qu'à  de  rares  inlervalles  en  profilant  des  éclaircies; 
un  violent  vent  d'Est,  accompagne''  de  rafales  de  neige,  rendait  le  travail 
très  pénible,  arrachait  les  attaches  du  toit  de  la  baraque  d'observations 
et  enlevait  les  tentes  à  plusieurs  reprises.  M.  Lacombe  à  la  sation  de  Cahuito, 
restait  plusieurs  jours  dans  le  brouillard  et  la  neige  sans  pouvoir  faire  aiieiine 
obser\ali(>n.  Dans  toutes  les  stations  d'ailleurs,  les  éclaircies  periuellanl 
d'observer  élaienl  lrè>  rares.  M.  r>alleiiiand,  qui  dirigeait  la  brigade 
de  reconnaissance,  avait  à  opérer  dans  des  terrains  très  difficiles.  Il  tomba 
dans  une  crevasse  au  (^otopaxi  et  resta  alité  trois  semaines.  Ces  circonstances 
défavorables  paraissent  avoir  un  caractère  exceptionnel,  les  reconnaissances 
ne  les  faisaieni  pas  prévoir.  D'ordinaire  la  saison  di's  pluies  est  plus  ciuirle  et, 
iiièiiie  dans  les  juois  les  plus  mainais,  les  olisei\al  ions  resleul  ipielipiefois 
possibles  pcndaul  plusieurs  heures  de  la  joiirnél!.  Fa  ul-il  rallacherces  mauvais 
temps  persistants  à  la  recrudescence  d'activité  volcanique  qui  s'est  manifestée 
dans  toutes  l'Amérique  du  Sud  après  la  catastrophe  de  la  Martinique;? 
Les  volcans  de  la  Cordillère  orientale  (pii  n'cMiielleul  en  temps  ordinaire 
qu'un  peu  de  \apeur  d'eau,  rejetèri^nl  à  plusieurs  reprises  d'épaisses  colonnes 
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dp  fumée;  il  y  eut  des  coulées  de  lave  dans  la  chaîne  occidenlale;  de  fortes 
secousses  sismiques  se  produisirent  également.  Ces  manifestations  volcaniques 
ne  génèrent  pas  directement  les  travaux  de  la  Mission,  mais  peut-être 
ne  sont-elles  ])as  étrangères  aux  phénomènes  météorologiques  qui  lui  ont  été 
si  préjudui.ilih's. 

La  seconder  cause  du  relai-d  es!  la  (h'sii  lulion  conlinuelle  des  mires  par 
les  Indiens  et  même  par  les  Mânes,  (".es  populations  ignorantes  s'imaginent 
<pu'  ces  signaux  sont  |)lari's  là  jjour'  marquer  reuqilacement  d'un  trésor; 
tdies  ne  se  lioiiicnl  pas  à  ahallre  h>s  piliers,  mais  elles  fouillent  profondément 
le  sol  liMil  aniiiui'.  deliiiiMinl  ainsi  h's  repèies  (pie  l'on  s'eflbrce  d'élahlir 
pour  reliduxcr  au  hesoiii  le  iciilre  du  signal.  Les  avis  du  ( jouvernement ,  dont 
on  ne  saurait  trop  liuier  le  zèle  éelaiié,  les  mandements  des  évoques,  h^s  prédi- 
cations des  eun's.  n'iuil  |)ii  jusqu'ici  empêcher  ces  destructions.  On  ixmiI 
ospéi'er  (pie,  grâce  aux  ellorls  des  autorités  équaloriennes  et  surtout  à  la  haute 
inlerveulicui  de  M.  le  l*résideiil  île  la  liepiiiilupie  ('MpialDiieiiue  (pu  jiorle 
laill  d  ililc'ièl  à  celle  eiilrepiise  scieiil  iliipie,  elles  de\  leudroiil  de  plus  eu  plus 
rares. 

\y.\  iK'eessili'  de  reciuisl  niire  les  signaux,  situés  somcnt  à  une  forte  altiliide 
et  dans  des  jiays  où  les  communications  sont  si  difficiles,  eniraiuail  loujoiirs 
de  longs  relards;  mais  ce  n'est  pas  tout.  Il  arriva  plusieurs  fois  cjue  le  centre 
du  signal  détruit  n'ayant  pu  èlre  exactemcinl  déterminé,  on  dû  recommencer 
toutes  les  stali(jns  d'où  ce  signal  axail  elé  visé.  C'est  ainsi  fjue  la  démoliliou 
de  la  mire  de  (.ImiJuJ.  située  au  cenire  d'un  polygone,  a  oblige  de  refaire 
entièrement  quatre  stations. 

'  Certains  signaux  ont  été  détruits  jusqu'à  trois  fois  cl  presque  chaqu(>  rapport 
du  Capitaine  Maurain  menlionne  une  iKuixclle  destruction.  L'un  des  plus 
fâcheux  de  ces  incidents  a  été  la  démolltiiui  simultanée  de  la  mire  astronomique 
du  Panecillo,  où  se  trouvait  l'une  des  stations  astronomiques  principales 
el  du  signal  géodésique  de  Pambamarca.  La  station  géodésicjue  n'ajanl  pas 
encore  été  exécutée;  il  a  fallu  déterminer  entièrement  à  nouveau  l'azimut 
astronomique  du  côté  Panecillo-Pambaïuarca  sur  l'horizon  de  Panecillo, 
opération  primordiale  qui  avait  été  terminée  en  octobre  1901.  On  n'est  pas 
sans  inquiétude  sur  les  signaux  du  côté  Zagroun-Laulanguzo  qui  est  le 
côté  le  plus  méridional  aujourd'hui  mesuré  ;  si  ces  signaux  n'étaient  pas 
respectés  pendant  le  temps  cpie  vont  encore  durer  les  opérations  du  Nord, 
on   ne   jioiirrait    plus  partir  de  ce  côté  pour  continuer  la   chaîne  vers   le  Sud, 
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cl  il  i;m(lr;iil  ((■rlniiifiuenl  laiir  i'i  iiiniM'iiii  plusieurs  sliilKiiis.  IMiisiciirs  officiprs 
L^tiuatorii'iis  all;u"lu''S  à  la  Mission  mil  clé  cnvo\cs  de  ce  eôle  |Hnir  surveiller 
ces  points  l't  allii'cr,  sur  la  ediiseivaliiiii  des  sii;iiaii\,  lalleiilioii  des  autorités 
iHilil  iiiiies  locales. 

I)aiis  la  nreiiiièrc  uuiilie  de  ramiec  i()o.'>,  les  circunslaiiccs  iiictéorolof;i([ues, 
toujours  défavorables,  nul  elc  un  |icii  niciins  inaiixaiscs  cl  un  a  |iii  axaiicer 
un  })cu  plus  rapidciiicnl . 

Il  est  dillicilc  <le  preMiir  l'iiiiporla  iice  du  lelard,  d'aiilaiil  plus  ipie 
le  CiapilaiiU'  Mauraiu  ne  peni  plus  eiiso^cr  des  rapports  délailh'S  aussi 
iri'iMieuiuieul  (lu  aiil  relois.  par  suite  de  la  peste  luilioiiiipie  ipii  rè^ne 
à  (iiiavaqiiil  et  qui  l'iiiptM'Iie  la  pliiparl  des  lii'il  iiiieiils  d' \   relàelier. 

roiilelois  le  dernier  de  ces  rapports,  daté  du  24  mai,  faisait  prévoir  que  la 
Mission  poiirrail  se  Iromcr  ri'unie  à  C.iicui'a  pour  la  lin  de  l'année,  ne  laissant 
derrière  elle  (pic  les  mesures  de  gravite.  Elle  aiiraÏL  ainsi  terminé  les  opérations 
i^éodésifnics  |)roprement  dites  sur  trois  des  (piatic  sections  de  l'arc,  ce  qui 
roiist  iluerail  1111  lelaril  d"en\ii'oii  six  mois  sur  les  prévisions.  Mais  il  laiil 
pour  cela  ipie  le  temps  ne  siul  pas  lro|i  didavoralile. 

Mal^n''  loiiles  ces  dilliciiltés.  nous  axons  la  sat  isl'acl  ion  de  constater 
inie  les  opi^ralious  ont  été  ('(uiduitcs  dans  des  conditions  (pii  nous  donnent 
loule  garantie  d'exactiludc.  Nous  n'aurons  à  regreller  (prun  ictard  de  quelques 
mois  d'où  résultera  sans  doute  1111  surcroîl  de  dépenses,  mais  la  valeur 
scientifique  de  l'œuvre  ne  laissera  rien  à  désirer,  c'est  ce  que  \a  nous  monli'er 
rexamen  détaillé  (les  résultats. 

Mesures  des  bases. 

La  liase  foiiilaiiienlale  de  Piiohaiii  lia  lui  mesurée  d'aljord  à  la  règle  himé- 
lalliijiie  de  Hriinner;  comme  \ érillcal ion,  un  tronçon  de  3"""  enviix)n  lui  mesuré 
une  seconde  Ibis  à  la  règle  ljimétalli(pie.  Cauiirne  conlrijle,  la  base  totale 
fui  mesurée  en  double  par  le  système  Jaderin.  Après  une  première  reconnais- 
sance, M.  Maiiiain  avait  proposé  deux  emplacements  de  base,  l'un  de  lo""" 
environ  à  travers  champs,  l'autre  de  6'"",  5  sur  route.  Malgré  les  avantages 
d'une  mesure  faite  sui-  roule,  M.  Bourgeois  rejeta,  avec  raison  selon  nous, 
le  second  alignemeul ,  parce  i|ii"iiiie  de  ses  exi ri'iiiili's  élanl  tout  près 
du  Cliiniboiazo.  rinlliience  des  attractions  locales  était  trop  à  redouter. 
Le  ju-emier  alignement  se  recommaudail  d'ailleurs  par  son  rattacliemenl  lai-ile. 
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La  double  opéralion  à  la  règk-  l)lint'lalliqut'  lui  uicuée  rapideniênl  à  raison 
de  80  portées  par  jour  malgré  les  dilTicullés  des  terrains.  11  importe  d'insister 
sur  la  nature  de  ces  difficultés  qui  peuvent  influer  sur  la  précision  du  résultat. 
La  natui'c  du  terrain  rendait  des  glissements  possibles  et  la  stabilité  des  supports 
incertaine.  D'un  autre  côté,  les  inclinaisons  étaient  souvent  très  fortes. 
En  résumé,  l'appared  de  Brunner  se  prèle  mal  à  une  mesure  faite  eu  pleins 
champs. 

D'autres  difficultés  provenaient  du  cliinal  ;  l'Iiumiditè  des  nuits  et  des 
malinc'es  oblige  à  lemplacer  constamment  les  fils  des  micromètres  qui 
se  déteudcni  :  et  même  quand  on  parvient  à  les  préserver  la  nuit  avec 
"Iddiiiii'  de  calcium,  ils  se  détendent  à  vue  dieil  dès   qu'on   ouvre  la  i)oite 


(tu  cl 
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si  l'on  opère  entre  6'^  et  g''  ilu  malin;  d'un  autre  côté,  entre  i  i ''  et  i''  sél 
un  vent  du  NE  qui  soulève  des  llols  de  poussière.  Ces  poussières  s'introtluisaul 
dans  les  instruments  s'opposent  au  libre  glissement  des  règb's  et  détérioreraient 
rapidemeni  les  appareils.  Enfin  les  variations  de  leiupéialure  sont  très 
hius(pies,  de  sorte  qu'on  pnuiiail  se  deriiaiuler  si  l'équilibre  lliennlcnie 
des  deux  règles  e>l  Ijumi  assuré. 

La  base  a  ('té  partagée  en  deux  segments,  et  comme  nous  l'avons  dit, 
le  segment  Sud  a  été  mesuré  deux  fois  à  la  règle  liimélallique.  La  com|)araison 
des  deux  résultats  obtcmus  nous  permet  de  nous  rendre  compte  de  la  précision 
léalisée;  or  nous  trouvons  : 

Première  mesure 3359'",965iG>l'',4 

Deuxième  mesure J359"',9!)8520l'-,9 

Dillérence 0G4il^,J 

soit  i/5o6ooo  de  la  longueur  du  segment,  ce  (pii  est  bien  la  précision  obtenue 
dans  les  bonnes  mesures  de  base.  La  valeur  adoptée  pour  la  base  totale 
est  :  9380" ,  7688681^. 

Ce  chiffre,  calculé  à  l'aide  de  l'étalonnage  fait  k  Breteuil  en  1901,  pourra 
être  très  légèrement  modifié  à  la  suite  du  nouvel  étalonnage  qui  vient  d'être 
tait  après  le  retour  de  la  règle  à  Paris.  Cet  étalonnage  a  donné  lieu  aux  obser- 
vations suivantes.  La  règle  avait  été  mesurée  à  plusieurs  reprises  pendant 
les  années  <pii  ont  précédé  le  départ  et  une  dernière  fois  en  1901.  On  avait 
constaté  une  variation  très  légère,  mais  systématique.  L'étalonnage  du  retour 
n'a  pas  montré  une  nouvelle  variation  dans  le  même  sens;  au  contraire, 
la  règle  était  revenue  à  sa  longueur  primitive. 
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Il  \  :nn;\  liiMi  (li<  {lisctilcr  ces  (llIlrTcnls  cl;ilomi;\i;<'s,  mais  quel  qiu^  doive  ôlro 
lo  ri'sullal  lie  ici  le  disnissioii,  le  cliillrL'  liiial  n'en  sera  pas  seiisiblenienl 
afl'ecliS  car  la  dilleronre  ciilr-c  les  valeurs  e^lr^ines  correspond  seulement 
à  une  iiicerlilmle  de  :>."""  sur  la  l(iiii;iieui'  lolale  de  la  iiase. 

(^►neliine  sali>laisanle  une  sml  la  pict'isKin  iilileniie.  les  ililiicMllés  (|ue  j'ai 
signalées  plus  liaiil  amaienl  pu  laisseï'  (pjelipie  donle  el  rendaieni  désirable 
le  eonlri'ile  au  lil  .liideiin.  ce  eoiil  ii~ile  ilail  d  ailleuis  n(''eessaii'e  à  un  autre 
point  de  \ue.  cai'  il  perniellail  de  >c  i-endre  coiuple  de  la  précision  (pie  l'on 
pouvait  allc'udre  de  la  iiou\elle  iiielliode  (pu  p()U\ail  seule  ("^Ire  appliquée 
à  la  liase  d  n   Noiil. 

Les  ()pérali(uis  devaient  (•(uiipreiidrc  :  un  premier  élalonna<Je  des  fils  ;  deux 
mesures  romijh'les  de  la  hase  et  un  second  elalonna^e  des  fils. 

En  vue  de  l'étalonnage,  on  fil  établir  dans  un  jardin  appartenant  à  don  l'edro 
Lizarzaburo,  pelil-neveii  de  don  l'edro  iMaldonado,  le  compagnon  de  voyage 
de  l.a  (  .oiidamine,  deux  pelils  piliei's  à  a/j'"  l'iiii  de  l'aulre.  La  (_lislance  exacte 
des  deux  piliers  lui  mesurée  Irors  l'ois  à  la  r(''j;le  bimétallupie  ;  .}o  mesures 
do  celle  iiicMiie  distance  a\ec  ra|>pareil  Jaderin  oui  permis  ensuite  de  déterminer 
la  longueur  des  deux  lils  cl  leur  coellicieni  de  dilalalion.  Don  Pedro  a  pris 
des  di.s|)osili()ns  jjour  ([ue  les  piliers  restent  Installés  à  demeure  dans  S(ni  jardin, 
de  fa(;on  à  permettre  de  uoiueaiix  étalonnages  à  une  épo(pie  (pielconque. 
Il  ^  a  lieu  de  remercier  cel  ami  de  la  Science  (pii  a  lenii  à  rester  (îdèle 
aux  traditions  de  sa  famille. 

La  Alission  disposait  de  deux  fils,  l'un  dil  Ao  en  métal  invar  ou  aciei' 
au  nick(!l  Guillaume,  l'auli-e  dil  lî,  en  laihui:  clia(pie  ])ortée  élail  mesurée 
d'aboi'd  avec  b;  fil  A,,  puis  a\cc  le  lil  h,  el  pendant  ce  U'Uips  on  prenait 
la  lempéralur('  au  iheiiuonu'lre  fronde  aux  deux  extrémités  el  au  milieu 
de  la  jjorlée.  Les  mesures  olitenues  a\ec  l'invar  el  avec  le  lailon  étaient 
séparément  corrigées  de  la  température. 

On  calculait  en  outre,  à  titre  de  contrôle,  la  longueur  de  chaque  portée, 
en  la  déduisant  de  la  comparaison  dos  longueurs  nn^surées  avec  l'invar  et  avec 
1(,'  laiton  et  en  faisant  le  calcul  comnu>  axec  un  appareil  bimétallique. 

Cette  dernière  méthode  est  évideiuiiieiil  lieaiicouji  moins  précise  à  cause 
de  la  ffiible  dilalali(jn  de  l'acier  au  iiick(d;  aussi  n'a  l-OJi  pas  retenu  les  nombres 
auxquelles  elle  conduisait;  ces  nombres  ne  jjouvaient  servir  (pie  pour  évitei' 
les    erreurs    grossières    comme    serait    par    exemple,    l'oubli     d'une    portée. 
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Lii  prcmioTP  ni('!ll)()clf'  a  doiiiK' 

Par  le  fil  A, 938o, 75532 

Par  le  fil  B, 9380,74142 

Les  dilTérences  avec  la  mesuro  à  la  règle  bimélalliquo  onl  été  : 

Pour  le  fil  A» —  3""",  5         ou  i/32ooooo 

l'our  le  fil  B, — 17""". 4         ou  i/jooooo 

II  csl  ('vidciil  ([lie  la  coiiconlancc  si  coniplèlc  dos  résultais  ne  pi'iil  (Mre 
alliihiK'c  qu'à  uii  heureux  hasard;  car  si  l'on  compare  les  deux  mesures  lailes 
dans  le  sens  aller  et  dans  le  sens  retour,  tant  a\<'C  le  111  invar  qu"a\ee  le  fil 
de  laiton,  on  constate  un  écarl  notablement  plus  grand  ;  cesl  sculenieul 
la  moyenne  des  deux  mesures  A.j.  ou  la  moyenne  des  deux  mesures  H| 
(pii  se  rapprochent  d'une  tacun  aussi  (■xtra(jrdinaii('  de  la  longueur  oiilcnue 
par  la  règle  de  Brunner. 

Cïependant  si  nous  comparons  les  longueurs  du  segments  Sud  obtenues  par 
les  deux  méthodes,  nous  constatons  la  môme  concordance.  La  moyenne 
d(^s  deux  mesures  A._>  ne  diffère  (pie  de  i/3ooooo  de  la  moyenne  des  deux 
mesures  à  la  règh'  el  il  semble  que  ce  soil  bien  là  la  pin'ciMoii  ipie  peniiel 
d'allcMiidre  la  melhode  Jàilerin  avec  le  lil  invar.  Avec  le  laiton,  l'aciMutl 
est  moins  b(Ui.  (pioupie  enccnc  très  salisfaisant. 

l''n  résumé.  aM'c  la  melhode  Jiiderin,  on  peut  compter  sur  le  1/ 100000 
ou  le  i/aooooo;  mais  on  a  beaucoup  plus  de  garanties  avec  l'acier  Guillaume 
(pi'avec  le  laiton.  Tous  ces  chiffres  onl  été  calculés  en  se  servant  exclusivement 
du  premier  élaloniiage  fait  dans  le  jardin  de  don  Pedro  a\anL  les  opérations 
sur  le  terrain. 

On  a  trouvé  en  efl'et  entre  les  deux  étalonnages  une  différence  de  i/Soooo 
environ,  et  diverses  raisons  portent  à  penser  que  l'une  des  bornes  a  dû  recevoir 
un  choc  dans  l'intervalle  des  deux  mesures.  Cet  incident  ne  doit  pas  nous 
préoccuper  en  ce  qui  concerne  la  base  deRiobamba  puisque  le  chiffre  définitif 
adopté  sera  naturellement  celui  qu'a  donné  la  règle  bimétallique. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  en  ce  qui  concerne  la  base  du  Nord,  mesurée 
à  El  Vinculo,  près  de  Tulcan.  Dans  cette  région,  en  effet,  les  deux  Cordillères 
se  ra])|)roclient  el  il  n'y  a  plus  de  plateau  interandin.  Il  est  donc  difficile 
de  choisir  un  emplacement  de  base.  On  a  dii  renoncer  complèteineni 
à  en  trouver  un  comportant  l'emploi  de  la  règle  bimétallique.  L'état 
des  chemins  ne  permellail  dailleurs  pas  de  songer  au  transport  de  celle  règle. 
II.  P.  —  VIII.  77 
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transport  (jni  iiiuiiil  cnlrMiiic  de  tmp  fortes  dépenses.  11  fallut  donc  se  conli'iikT 
du  fil  Jadorin.  La  |iciilc  inoulail  par  cndroils  jnscprà  io%. 

On  di'\ail  taire  trois  mesures  de  la  base,  mais  il  fallut  recommencer 
cette  triple  nu'sure  à  plusieurs  reprises  par  suite  de  divers  accidents,  tels  que 
destructions  de  i-epôres  par  les  Indiens.  Le  plus  fâcheux  de  ces  accidents 
est  un  nœud  qui  s'est  produit  dans  l'un  des  fils  ;  cette  déformation  a  été  réparée 
et  toutes  les  mesures  reprises  après  la  réparation;  mais  il  en  résulte  néanmoins 
que  les  étalonnages  faits  avant  la  mesure  ont  perdu  toute  valeur,  de  sorte 
que  tout  se  passera  conim(>  si  les  fils  n'avait  été  étalonnés  qu'une  fois. 

La  base  d'El  Vinculo  devra  être  calculée  uniquement  à  l'aide  du  second 
étalonnage  fait  après  les  mesures;  cela  est  d'autant  plus  regrettable  que  cet 
étalonnage  est  lui-môme  suspect,  puisque  nous  avons  dit  qu'on  avait  des  raisons 
de  supposer  tpie  lune  des  borne  placées  dans  le  jardin  de  don  Pedro  avait  été 
déplacée  par  nu  clioc.  Il  est  donc  fort  important  de  s'assurer  de  la  réalité 
de  ce  déplacement  de  la  borne,  bien  que  la  base  d'El  Vinculo  n'étant  qu'une 
bas(!  de  vérification  et  ne  devant  pas  intervenir  dans  les  compensations, 
il  semble  qu'on  puisse  se  contenter  de  la  précision  de  i/5oooo  qui  correspond 
à  la  différence  constatée  entre  les  deux  étalonnages.  Los  fils  Jaderin  qui  ont 
servi  à  l'Equateur,  ont  d'ailleurs  été  ramenés  au  pavillon  de  Breteuil  où 
ils  seront  examinés  de  nouveau. 

Un«  troisième  base  doit  être  mesurée  à  Payta,  dans  la  partie  Sud  de  l'arc, 
vers  la  fin  des  opérations.  Comme  l'emplacement  choisi  est  sur  une  plage 
de  sable  au  bord  de  la  mer,  l'emploi  de  la  règle  bimétallique  redevient  possible. 
Il  serait  donc  à  désirer  que  la  règle  de  Brunner  qui  a  servi  à  Riobamba  et  qui 
a  été  ramenée  à  Paris  en  vue  d'un  iiouncI  étalonnage  pût  être  renvoyée 
à  l'Equateur  dès  que  seront  terminés  ce  réétalonnage  el  sa  conqjaraison 
avec  la  règle  égyptienne  qui  se  font  actuellement  à  Breteuil.  Cette  solution 
n'est  pas  la  seule,  on  pourrait  aussi  employer  la  nouvelle  règle  en  acier 
au  nickel  récemment  construite,  si  les  essais  faits  avec  cet  appareil  donnent 
toute  satisfaction.  Les  frais  de  transport  seraient  en  tout  cas  tout  à  fait 
minimes. 

L'opération  serait  complétée  par  une  mesure  Jaderin,  en  emportant  non  plus 
deux  fils  d(!  métaux  dillerents,  mais  deux  ou  jdusieurs  fils  en  acier  invar, 
])uisque  l'expi-rience  en  a  (h'niontn'  la  supi'riorité.  Mais  dans  l'intervalle, 
la  méthode  Jaderin  a  reçu  de  nouveaux  perfectionnements;  on  a  proj)osé  de 
remplacer  les  réglettes  dv,  laiion  par  des  réglettes  en  invar;  elles  dynamomètres 
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par  des  poids.  Les  deux  perfectionnements  semblent  accroître  très  notablement 
la  rapidité  des  opérations  et  la  précision  des  résultats.  Il  faudrait  l)ien  entendu 
en  munir  les  appareils  qu'on  enverrait  à  l'Equateur.  Nous  saurions  ainsi 
délînitiveuient  à  quoi  nous  en  tenir  sur  l'exactitude  de  la  nouvelle  méthode, 
depuis  les  plus  récents  progrès  qu'on  a  réalisés. 

Triangulation . 

Dans  les  projets  primitifs,  les  officiers  devaient  se  partager  en  deux  brigades 
qui  se  seraient  déplacées  parallèlement,  l'une  sur  la  chaîne  occidentale,  l'autre 
sur  la  chaîne  orientale.  On  devait  aussi  se  servir  d'héliostats;  les  Académiciens 
du  xvm"  siècle  avaient  eu  en  effet  à  soullrir  de  la  destruction  des  signaux 
par  les  indigènes;  on  craignait  de  rencontrer  la  même  dificullé  cl  l'expérience 
a  depuis  prouvé  que  cette  crainte  n'était  que  trop  fondée,  on  voulait  donc 
éviter  d'avoir  à  construire  des  signaux  fixes. 

Malheureusement  les  circonstances  n'ont  pas  permis  de  suivre  ce  plan. 
En  premier  lieu  les  jours  de  soleil  sont  trop  peu  fréquents  pour  que  l'emploi 
de  héliostats  puisse  être  avantageux.  Ensuite  le  personnel  français  était 
trop  peu  nombreux  pour  qu'on  puisse  constituer,  outre  les  deux  brigades 
principales,  une  chaînt',  quatre  sous-brigades  (deux  par  eliaiiie,  une  pour 
la  station  d'amoni,  l'aulre  pour  la  station  d'aval)  pour  la  manteuvre  des 
héliostats. 

On  se  trouva  donc  obligé  de  revenir  au  système  des  mires,  exposées, 
comme  nous  l'avims  \u,  à  de  fréquentes  destructions,  et  pour  éviter  des  trans- 
ports onéreux,  on  fut  conduit  d'autre  part,  à  constitut'r,  non  pas  deux  brigades 
se  déplaçant  parallèlement,  mais  deux  brigades  venant  à  la  rencontre  l'une 
de  l'autre  et  marchant  l'une  vers  le  Sud,  l'autre  vers  le  Nord.  C'était  renoncer 
à  la  mesure  des  distances  zénithales  réciproques  et  simultanées  puisque 
les  deux  opérateurs  ne  devaient  jamais  se  trouver  en  vue  l'un  de  l'autre. 

Nous  avons  dit  quelles  ont  été  les  difficultés  rencontrées  dans  la  triangu- 
lation. Ces  difficultés,  qui  ont  amené  tant  de  relards  ne  paraissent  pas  avoir 
eu  d'influence  sur  la  précision  des  résultats.  Les  angles  azimutaux  mesurés 
donnent  uni'  compensation  très  satisfaisante.  Le  24  mai  il  ne  restait  plus 
pour  achever  la  géodésie  des  stations  du  tronçon  Nord,  qu'à  terminer 
les  quatre  stations  de  Culangal  et  de  Pusacocha,  Tupisa  et  \ura-Cruz. 

Les    observations    sont    sans    doule    commencées    sur   la    piemièrc    moitié 
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(lu  iKuicdii  Sud  ciilri'  Hiuliiiiiilia  cl  (^/lU'iiçii  ;  là  on  (cra  opéicr  deux  brigades 
niarcliaul  parallèlciiuMil  du  (Nord  au  Sud;  bien  entendu,  il  faudra  continuer 
à  construire  des  signaux,  remploi  des  héliostals  demeurant  impossible; 
mais  les  chances  de  deslruclion  se  trouveront  diminuées,  puisque  chaque 
mire  ne  sera  utile  que  pendant  moins  de  temps. 

Je  ilols  signaler  que,  |)ar  snilc  de  circonstances  diverses,  on  a  été  obligé 
d  "adoiitei-  poni'  une  partie  du  ri'seau  une  sohilion  hinlc  pari  icidièrc.  Il  a  lallii 
construire  à  -Sincholagua  deux  mires  à  peu  de  distance  l'une  de  laulre, 
parce  que  chacune  de  ces  luires  était  invisible  de  certains  points.  On  a  donc 
mesuré  do  quatre  stations  :  Corazon,  l'iciiinciia,  Panecillo  et  l'ambamarca 
l'angle  sous  leq<ud  se  voyait  la  distance  de  ces  deux  mires,  (jrâce  à  celle 
|iic(;nili()U.  cl  aux  cuiulilions  l'aNorabics  dans  Icscpielles  ces  (disci\atl()ns  oui  pu 
clic  laites,  lui  pciil  cti<'  assure  (pic  la  compensation  de  cette  ])arlic  du  i(''scaii 
sera  aussi  solide  (pie  celle  du  reste  i\f  la  (diaiiic.  Les  ei'rcurs  de  feriiieliirc 
n'\  (h'passent  pas  i"-. 

Dans  la  moitié  Sud  du  tronçon  Mord  (section  lliobamba-C^uitoj  les  ieriiiclurcs 
lie    .»(>    triangles    dont    les    résultats    nous    sont    connus   donnent    pour  \alcur 

du    coelficiciil    de   coiiipaiaisoii.    m  =^i/  ^ — >  .'>.^J  i  =0",^   (cette   \alcur  t(Hnba 

à  o",  6  si  l'on  met  à  part  les  triangles  29  et  ^^0  dont  les  erreurs  de  fermeture 
licnnenl  \  laiNeinblablemeut  à  ce  que  la  mire  de  Ouangolasin  n'a  pas  été 
exaclemeiil  recentrée  après  les  desl  nul  loiis  ).  Il  n"\  a  d'un  peu  coiisidi'iable 
(pie  la  leriiielnre  du  triangh;  29,  (j",  de  sorle  (pie  la  Iriangiilal  i(Mi  est  dans 
sou  ensemble  liés  satisfaisante. 

Astronomie  fondamentale. 

Les  projeK  piliiiilifs  compoilaieiit  trois  stations  asi roiioiiiKpie.s  |iiiiicipales, 
uni!  à  (^nild.  nue  dans  le  voisinage  de  la  jjase  ilu  j\'(ji(i,  une  près  de  la  b.ise 
du  .Sud. 

La  ville  de  Quito  possède  un  observatoire  permanent  actiielleinenl  dirigé 
])ar  lin  astronome  très  expérimenté,  M.  Gonnessial.  Le  concours  de  cet 
obseival(;ur  éminenl  était  pour  la  Mission  une  précieuse  bonne  fortune;. 
Un  Observatoire  temporaire  avait  donc  été  installé  près  de  Quito  de  façon 
à  pouvoir  être  facilement  relu'',  d'une  part  à  l'Observatoire  peiiiianent  de  cette 
sille  et.   d'anlic  pail,   an   r(''sean   I  rigouonK'l  ri(|ne.   ('.et   (JliseiNaloire  ('lail    placé 
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sur  Irt  colliiu'  (lu  Panecillo,  qui  esl  pour  ainsi  dire  colk't'  aux  prcuiiùres  pentes 
rie  l'énorme  niasse  du  Pitchincha.  La  latitude  fondamentale  qu'on  aurait  pu 
y  observer  aurait  donc  été  fortement  afl'ectée  par  les  attractions  locales. 

A  ce  point  de  vue,  le  voisinage  immédiat  de  Riobamba  présentait 
des  conditions  beaucoup  plus  favorables.  M.  Elysée  Reclus  a  comparé  la  région 
inlerandine  à  une  immense  échelle  dont  les  montants  sont  représentés  par 
les  deux  Cordillères  et  les  barreaux  par  les  chaînes  transversales  qui  les  relient 
de  dislance  en  distance;  ces  barreaux  partagent  le  plateau  interandin  en  une 
série  de  cirques  successifs.  Il  est  clair  que  la  verticale  doit  être  moins  déviée 
au  centre  d'un  de  ces  cirques  que  dans  le  voisinage  de  l'un  des  barreaux. 
C'est  pour  cette  raison  que  la  situation  de  Riobamba  était  avantageuse. 

Le  Commandant  Bourgeois  résolut  donc  d'installer  à  la  Loma.  piès 
de  Riobamba,  une  station  principale,  et  de  déterminer  la  latitude  à  la  fols 
au  Panecillo  et  à  la  Loma,  puis  la  différence  de  longitude  des  deux  stations 
et  enfin  un  azimut  au  Panecillo  et  un  autre  à  la  Loma  par  la  méthode 
des  observations  méridiennes. 

Les  latitudes  furent  déterminées  [lar  la  méllioile  de  \  illarceau  vn  liuit  soirées 
dans  quatre  positions  du  cercle  obsei'vées  cliaciine,  nadir  lace  Nortl  et  nadu- 
face  Sud. 

La  différence  des  longitudes  put  se  faire  sans  grande  difficulté,  car  les  deux 
postes  étaient  reliés  télégraphiquement  et  l'administration  des  télégraphes 
avait  eu  la  complaisance  de  mettre  le  fil  à  la  disposition  exclusive  des  obser- 
vateurs de  8''  à  1  i''  du  soir. 

Maliieureusement,  l'échange  des  observateurs  ne  peut  être  j)rali(pié; 
les  officiers  n'auraient  pu  abandonner  leur  poste  sans  s'exposer  à  voir 
disparaîti'e  les  mires,  parce  que  le  personnel  français  était  trop  peu  nombreux 
et  qu'il  aurait  fallu  laisser  la  garde  à  des  Indiens  en  qui  on  ne  pouvait  avoir 
confiance.  On  s'est  donc  contenté  de  déterminer  avec  le  plus  grand  soin 
les  diflerences  d'équations  personnelles. 

La  latitude  de  Tulcan  (station  astronomique  du  Mord)  et  celle  de  Payta 
(station  du  Sud)  ont  été  déterminées  simultanément. 

On  a  déterminé  également  un  azimut  à  Tulcan  et  la  ditlérence  de  longitude 
Quito-Tulcan.  Pour  cette  dernière  différence  les  soirées  d'échanges  de  signaux 
télégraphiques  comprennent  deux  soirées  complètes  à  quatre  positions 
communes  aux  deux  stations,  deux  demi-soirées  communes,  plus  cinq  soirées 
comportant  deux  positions  à  une  station  et  une  seule  à  la  station  conjuguée. 
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L'ocliant;c  <lt'>  oIisitmiIciii-s  n'rlanl  pus  pt)ssiljl(',  MM.  Maiir;iin  cl  l'crricr 
av.iienl  iliHoriuiné  leurs  équations  personnelles  à  Quilo  el  les  deleiiniueionl 
encore  quand  ils  s'y  rencontreront  de  nouveau. 

Il  resie,  pour  achever  les  opérations  astronomiques  londauicnlalcs,  à  mesurer 
une  loni;ilude  et  un  aziuiul  à  l'ayla.  Depuis  (pielques  mois  la  jonclion  entre 
les  lij;iies  télégraphiques  pc'ruviennes  et  équaloriennes  esl  achevée,  ce  qui 
permellra  de  relier  Payta  aux  stations  du  Nord.  La  mesure  de  la  longitude 
astronomique  ne  présentera  donc  pas  de  difficulté. 

Les  résultats  des  mesures  de  latilndes  princi])ales  sont  les  suivants,  tous 
calculs  laits  : 

Payta —5     5     «,(5 

Riobamba — i  4"     0,9 

Panecillo — o  i3  5i ,  i 

Tulcan +0  48  25,(1 

Amplitude  totale  de  Tare 5  53  34,2 

Amplitude  du  tronçon  Nord 2  28  26,5 

L'amplitude  totale  de  l'arc  reste  donc  voisine  de  6",  bien  que  les  événements 
politiques  aient  empêché  de  le  prolonger  en  Colombie  ;  il  n'est  diminué  de  ci;  fait 
que  de  i5'  environ,  Les  observations  de  longitude  ne  sont  pas  encore  réduites. 

Astronomie  secondaire. 

Le  tronçon  iNord  comportait  deux  stations  astronomiques  secondaires 
au  Pinllar  près  d'Ibarra  entre  Tulcan  et  Quito,  et  à  la  Tacunga  entre  Quito 
el  Riobamba.  M.  le  Capitaine  Maurain  décida  de  déterminer  d'abord  la  diil'é- 
rence  de  longitude  de  la  station  principale  de  Panecillo  à  l'Observatoire 
de  Quito,  ce  qui  avait  l'avantage  de  permettre  de  profiter  de  l'installation 
de  cet  Observatoire  et  de  la  présence  continuelle  de  M.  Gonnessiat  pour  la 
détermination  de  la  longitude  des  stations  secondaires.  A  cet  elfet,  M.  Maurain 
détermina,  avant  le  départ,  sa  difierence  de  l'équation  personnelle  avec 
-M.  (Jonn(!ssiat  el  observa  ensuite  la  différence  de  longitude  entre  (^)uit() 
el  la  Tacunga,  en  trois  soirées  el  en  se  servant  d'un  seul  chronograplic  mslalic 
à  Quito  et  sur  lequel  s'enregistraient  les  observations  des  deux  o|i(''iaieurs. 
Les  communications  télégraphiques  pouvaient  se  faire  sans  relais. 

La  latitude  de  la  Tacunga  fut  déterminée  en  (piatre  soirées  au  cercle 
méridien;  la  moyenne  générale  provisoire  esl  o"  06'  o",g'j. 

Lors  du   départ  du   dernier  courrier,   M.  le  LieulenauL  Perrier  se  trouvait 
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au  Pinllar,  près  d'Ibarra  où  su  trouve  la  seconde  stalion  secondaire.  Il  avail 
achevé  la  détcrminalion  de  la  latitude,  et  d'un  azimut  et  commencé  celle 
de  la  longitude,  Quito-Pinllar.  Après  avoir  terminé  cette  opération,  ainsi 
que  les  deux  stations  géodésiques  qu'il  lui  reste  à  faire,  cet  officiers  doit 
se  rendre  à  Quito  où  il  observera  en  double  avec  M.  Gonnessiat  en  vue  de  la 
détermination  de  leur  équation  relative. 

Une  troisième  station  secondaire  sera  observée  à  Cuença  entre  Pajta 
et  Riobamba.  M.  Maurain  doit  s'y  rendre  en  personne  aussitôt  les  opérations 
du  Nord  terminées.  M.  Maurain  ferait  ensuite  avec  M.  Perrier  la  longitude 
Alansi-Cuença  ou  Alansi-Rioliamba.  Alansi  est  une  station  située  sur  le  plateau 
interandin  au  point  ou  1(^  chemin  de  fer  de  (iuayaquil  à  Riobamba  lourne 
pour  remonter  vers  le  Nord.  Celle  station  vient  d'être  réunie  à  Guaya(piil 
par  une  li^ue  télégraphique  en  cuivre. 

Latitudes  du  troisième  ordre. 

Pendant  le  congrès  de  1900,  M.  Helmert  avait  insisté  sur  Tiulérèl  (pi'il 
y  aurait,  dans  un  pays  aussi  accidenté,  à  mesurer  la  latitude  à  la  seconde 
ronde,  autant  que  possii)le  dans  toutes  les  stations  géodésiques. 

On  comptait  d'abord  se  servir  du  théodolite  à  microscopes  qu'on  doit  hisser 
dans  chacune  de  ces  stations  pour  les  opérations  géodésiques.  On  avait 
modifié  cet  appareil  dans  l'espoir  de  h"  rendre  propre  aux  observations 
astronomiques;  malheureusement,  il  n'était  rentré  de  chez  le  constructeur 
que  quelques  jours  avant  le  départ,  de  sorte  qu'il  n'avait  pu  être  essayé 
à  Paris.  A  l'usage,  les  oijservaleurs  rencontrèrent  des  difficultés,  surtout  pour 
l'éclairage. 

Ils  durent  renoncer  à  s'en  servir  et  l'on  crut  quelque  lenips  que  la  latitude 
ne  pourrait  être  mesurée  que  dans  les  stations  où  le  cercle  méridien  pourrait 
être  monté. 

Ce  n'est  qu'au  bout  de  plusieurs  mois  que  la  Mission  reçut  enfin  des  acces- 
soires permettant  l'emploi  du  théodolite  à  microscopes  pour  les  mesures 
de  latitude. 

Le  Capitaine  Maurain,  aussitôt  après  avoir  observé  au  cercle  méridien 
la  latitude  secondaire  de  la  Tacunga,  s'occupa  de  déterminer  au  théodolite 
une  latitude  de  comparaison,  afin  de  savoir  quelle  précision  on  peut  attendre 
de   cet    instrument;    les    résultats   lui  ont  paru  suffisants  pour  qu'on  puisse 
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reiiiplovcr  iiiix  o|n't:illiiii><  en  ("iOidillèrf  ;  ou  pciil  cuiiipli'r  sur  la  .seconde 
romli'.  Ct'si  (raillcuis  ce  (|ue  coulinne  la  discussion  des  ohscrvalions  ullé- 
rieures  ;  11  y  a  l(iu|onis  uni'  diflérence  syslùnialique  entre  les  éloiles  Nord 
el  les  éloiles  Sud,  mais  les  ecaris  enire  plusieurs  soirées  consécutives  sont 
toujours  1res  lad)les. 

Il  lut  doue  possiiiK'  de  taire  des  mesures  fie  lalilutie  dans  presque  loules 
les  stations  de  la  moitié  i\ord  du  tronçon  INorcI;  mais  il  reste  sept  stations 
dans  la  moitié  Sud  dont  la  latitude  n'a  pas  été  déterminée.  Ce  sont  celles 
de  Sagoaloa,  Huicotango.Mulmul,  Cahuito,  Chimborazo,  Zagroun,  Yana-Asiipa. 

Î\I.  Lallemand  va  s'y  rendre  spécialement,  [lendanl  que  les  autres  officiers 
opéreront  dans  le  tronçon  Sud.  Il  consacrera  vraisemblablemenl  plus  de  trois 
mois  à  ces  observations  de  latitude. 

Je  dois  ajouter  que  la  Mission  va  recevoir  deux  appareils  Claude-Driencourl  ; 
cet  appareil,  que  M.  Bouquet  de  1;»  Grje  a  présenté  au  Congrès,  comporte 
une  plus  grande  précision  el  est  très  portatif;  il  pourra  être  utilisé  dans 
les  stations  géodésiques  qui  resleni  à  taire  ou  encore  dans  les  localités  où  l'on 
de\ra  se  rendre  pour  les  mesures  du  pendule. 

Nivellement  géodésique. 

Nous  avons  \ii  pour  quelles  raisou>  tui  a\ait  été  obligé  de  renoncer  à  l;i 
luesurf  des  distances  zénitliales  réci[)roqiu's  et  simultanées  ;  mais  on  a  olilenu 
piirlciiii  des  ibslances  réciproques.  LUi  premier  examen  de  ces  dislances  moulre 
qu'elles  sont  jjien  concordantes;  les  réfractions  sendjlent  convenablcuu'Ul 
constantes,  ce  (jue  la  tranquillité  des  images  permettait  déjà  de  préjuger.  De 
plus  cela  a  ('lé  conliruK'  par  (b's  mesures  rigoureusement  simultanées  laites 
par  M.  Maurain  à  l'amhamarca  cl  par  M.  Gonnessial  au  Panecillo.  Dans  ces 
coiuiitions.  il  isl  peiniis  de  compler  sur  nu  bon  nivellement  géodésique. 

Nivellement  de  précision. 

(  )n  avait  daliord  pensé  laiie  celle  opération  dès  la  premièi'e  ^aunee.  Mais 
l'élal  des  chemins  des  Cordillères  l'aurait  alors  rendue  très  difficile^;  on  a 
préféré  allcndrc  l'aclièveiiieul  du  (  lieiuin  de  fer  tb-  façon  à  l'utiliser  dans  b^s 
transports  lonl  ru  taisaiil  le  ui vcllriucul  le  loiij;  ilc  hi  phile-loruie  luèiiie  de  la 
ligne  ferrée. 
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M.  ÎNIiuiraiii  s't'sl.  mis  d'accord  avec  la  Compagnie  du  Clicmiii  fie  IVr  et 
toiiU's  facilités  seront  accordées  au  personnel  qui  en  sera  cliargé.  Les  opérations 
de  nivellement  pourront  commencer  aussitôt  après  la  conclusion  de  l'astro- 
nomie principale  du  segment  Rioh.iiaha-Cuença.  Les  oao'""  à  faire  exigeront 
une  campagne  de  5  à  6  mois  par  suite  des  fortes  pentes  (pu  réduiront  de  miulii' 
les  nivellées  normales  sur  le  versant  occidental  de  la  Cordillère.  M.  le  Capitaine 
Laconibe  a  reconnu  sur  la  côle  du  l*aci(lque  un  emplacement  coiuennltle  pour 
le  médimarémètre. 

Observations  pendulaires. 

C'est  la  partie  du  travail  qui  se  trouve  le  plus  en  retard;  une  seule  station  a 
été  faite  par  M.  Bourgeois  à  Riobainba,  en  même  lemjjs  que  l'observation  d(i  la 
longitude  et  pour  |)rofiler  de  l'étude  de  la  marclie  de  l'horloge.  Cette  station  a 
été  réduite,  il  ne  manque  plus  que  la  détermination  délluilive  de  la  marclie  de 
l'horloge  sidérale. 

Aucune  mesure  nouvelle  n'a  été  faite,  on  hésite  encore  au  sujet  de 
l'instrument  à  adopter  dans  les  stations  secondaires.  Le  pendule  Sterneck  ne 
[laraîlpas  présenter  d'aussi  grands  avantages  qu'on  l'avait  cru  d'abord.  Toutefois 
le  chef  de  la  Mission  ne  perd  pas  de  vue  cette  importante  question  et  nous 
pouviuis  être  assurés  qu'elle  ne  sera  pas  négligée. 

Les  officiers  qui  sont  actuellement  à  l'Equaleur  ne  miiiI  pas  lial)iliiés  aux 
mesures  pendulaires;  elles  ne  pourront  ôlre  reprises  qu'après  le  retour 
de  M.  le  Commandant  Bourgeois.  Il  est  donc  à  désirer  que  ce  retour  ne  se 
fasse  pas  longtemps  attendre.  L'importance  de  cette  question  est  trop  évidente 
et  trop  connue  île  l'Association  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'insister. 

Travaux  géologiques  et  topographiques. 

Les  officiers  de  la  Mission,  grâce  aux  trop  fréquents  loisirs  que  leur  laissent 
les  brumes  ont  levé  au  phototachéomètre,  non  seulement  des  tours  d'horizon 
autour  de  chaque  station,  mais  une  carte  au  i/5ooooo*  de  la  région  inlerandine. 
Une  uiinule  des  eii\  irons  de  Tulcan,  levée  au  i/iooooo*^  par  le  lieutenant  l'errier 
et  le  Docteur  Rivet,  a  été  tirée  au  Ser\  ice  Géographique  comme  specinien  el 
envoyé  à  M.  le  Président  de  la  République  de  l'Equateur. 

Ces  travaux  lopographiques,  et  l'étude  des  échantillons  minéralogiques 
H.  P.  —  VIII.  7« 
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n'ciicillis  (lan>  Ir  \  iiisiiiiii;c  ilc  iliii(|iii'  sIuIidu  huililridiil  rcliidi' di's  ullriicliuiis 
locales. 

Observations  magnétiques . 

Des  (il)>('r\al  Ions  iiiaj;ii('li(jiK's  oui  élu  lailcs  dans  la  [)lu|iarl  des  slalioiis; 
(•1K'>  u  oui  jias  l'ucorc  élé  ivdiiiU's. 

Sciences  naturelles. 

M.  le  lMi''d('cin  aide-major  Rivel  s'esl  occupé  d'éludés  relatives  aux  sciences 
iiallirclles.  Il  a  fail  île  nombreux  envois  au  Muséum  el  il  a  enirepris  une  élude 
anthropologique  sur  les  races  iudii'nnes  de  la  région  inlerandine.  Je  profile  de 
l'occasion  pour  ajouter  que  M.  le  Docteur  Rivel  a  pris  une  pari  active  aux 
opéralions  géodésiques  propremenl  dites  el  qu'il  a  été  d'un  grand  secours 
à  M.  Perrier  dans  les  stations  difficiles  où  cet  officier  a  observé. 

Relèvement  du  géoîde. 

Dans  le  Congrès  de  1900,  plusieurs  membres  on  fait  observer  que  l'attraction 
des  masses  montagneuses  des  Andes  pourrait  produire  d'importantes  dévia- 
lion  de  la  verticale  el  un  relèvement  notable  du  géoîde  et  qu'il  importait  de  se 
mettre  en  garde  contre  les  erreurs  qui  pouvaient  en  résulter. 

En  ce  qui  concerne  les  déviations  dans  le  sens  N-S  les  mesures  de  latiludc 
du  3*^  ordre  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  doivent  suffire  pour  nous 
renseigner. 

Les  différences  entre  les  latitudes  géodésiques  et  astronomiques  dans  les 
stations  dont  nous  connaissons  les  résultats  atteignent  i5"  et  18"  sexagésimales 
el  souvent  pour  des  points  relativement  rapprochés. 

Il  sendile  (pi'il  serait  d'autant  ])lus  désiralile  de  connaître  exactement  les 
déviations  dans  le  s(!ns  E-0,  qui,  on  doit  s'y  attendre,  doivent  être  plus 
considérables.  On  a  montré  dans  le  dernier  Congrès  quelles  sont  les  difficultés 
qu'on  doit  rencontrer  dans  cette  détermination. 

Le  premier  moyen  proposé  consistait,  on  se  le  rappelle,  à  mesurer  la  longi- 
tude géodésique  et  la  longitude  astrcniouiique,  Guayaquil-Quito  en  utilisant 
une  île  du  Golfe  de  Guayaquil,  l'île  de  l'una,  qui  se  prêterait  à  l'installation 
des  signaux. 
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ARC   MÉRIDIEN    DE  QUITO 
Partie  Nord  de  la  Triangulation 


Signes  conventionnels 


Padre  urcu^ 
iJupisa) 

Yana-urcu 


Coté  de/a  TriangulatJon  

Base  géodésique  .. 

DifFérence  de  Longitude  

Azimut  

Sommet  géodésique  û 

Station  astronomique  a 

Observatoire  de  Quito  ^ 

Localités  importantes  <, 

-  ,      ,  ,  Pusacocha 

àommets  de  montagnes         ©  iPuca-hugslIa) 


ElPelado 
(  Cerro  delSalto 


Pichmcha 
OUITO 


Mirador 


Corazon 


Yana-Ashpa 
(Dolumldc) 


Lanlanguzo 


Aupate 
ilhmal) 


Zagroun 
\Smiguallay 
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1,1's  derniers  riipporls  du  (",;i|)il;uiii'  Maurniii  Icuil  |iii\<iir  ([iie  celli!  opération 
p(iiirr;iil  se  laire  sans  trop  de  (liCficullés  en  pailani  tles  eôles  C^aluuipata- 
Scddados-^Iinas  et  qu'il  sulTniiil  de  deux  stations  intermédiaires  placées  sur  la 
("iordillèrc  de  MoUetiiro  et  sur  les  liauleurs  de  l'una. 

M.  Maurain  propose,  en  oulre,  de  l'aire  des  observations  de  l(iiij;ilude  en  trois 
points,  en  liaison  télégraphique  avec  Quito  et  situés  l'un  à  l'iiuest  de  la 
Cordillère  occidentale  du  côlé  de  Santo  Domingo  de  los  Colorados,  un  autre 
un  peu  à  l'est  de  Quito  sur  la  crête  de  Poingasi,  un  troisième  au  pied  de  la 
Cordillère  orientale,  près  de  Cayanihe;  au  [)oint  de  vue  géodési(pie  les  deux 
derniers  points  peuvent  élre  recoupés  facilement  des  stations  du  réseau;  di- 
Sanio  Domingo,  on  jieut  viser  plusieurs  soinniels  dont  la  position  a  été  déter- 
minée par  recoupement  lors  des  opérations  géodésiqucs. 

Les  trois  points  en  question  se  trouvant  loul  indiqués  comme  stations  de 
])endule,  ces  opérations  se  feraient  en  même  lemps  (pie  la  campagne  de  gravité. 
il  y  a  lieu  de  retenir  cet  intéressant  projet  et  d'inviter  le  chef  de  la  Mission  à 
{'(■■tudier  de  près. 

En  dehors  de  ces  mesures  de  longitude,  on  possède  un  autre  moyen  de  se 
rendre  compte  de  riiilluence  des  massifs  des  Andes.  Ce  sont  les  observations 
pcuidulaires  ;  nous  avons  parlé  plus  haut  de  celle  (|ueslion  et  nous  avons  insisté 
sur  son  importance. 

Conclusion. 

En  i(;siiiné,  la  Mission  <le  l'Iùpialeur  a  rencontré  de  1res  graïuh's  diflicullés. 
Grâce  à  ra|)]iui  éclairé  du  (  îoiiveinenienl  e(pialorien,  au  zèle  des  officiers 
français  et  à  l'aide  ipie  leur  ont  constamment  prêtée  les  officiers  équatoriens, 
ces  difficultés  ont  été  ou  s(Mont  vaincues.  Elles  n'auront  d'autre  conséquence 
([u'un  retard,  malheureusement  considérahle,  cl  un  surcroît  imprévu  de 
dépenses.  Mais  nous  avons  la  satisfaction  de  constater,  (pie  en  dépit  de 
conditions  si  difficiles,  ces  officiers  ii'onl  rien  sacrifié  «h'  la  précision 
scienlili(pie  la  plus  rigoureuse  et  qu'ils  oui  accompli  une  iniivre  de  très  iiaiile 
valeur. 

Li!s  longues  journées  d'allenle  dans  la  neige  et  le  brouillard  n'ont  })as  amené 
un  instant  de  découragement;  la  constance  et  le  dévouement  des  officiers  et  de 
loul  le  personnel  ne  se  sont  jamais  déinenlis.  Il  \  a  lieu  de  Icdiciler  ces  vaillants 
pionniers  de  la  .Science  de  leur  courage  et  des  résultais  obtenus. 
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DES 


OPÉRATIONS  GÉODÉSIQUES  DE  L'EQUATEUR 


Association  géodésique  intermitiondle^  t.  15,  p.  aSg-Su. 


1903. 

Lii  Commission  clinro;('îo  par  l'Académie  du  rnnlrôle  scipnlifiqiie  des 
opérations  j^ûodésiqiics  de  i'iupuilenr  s'osl  réiinic.  le  8  mars  1904.  poiif 
(mlL'ndn,'  le  Rap])orl  de  M.  le  Commandanl  Bourgeois  sur  les  Iravaux  efl'eclués 
pendant  l'année  igoS. 

II  résulle  de  ce  Rapport  que  les  circonstances  météorologiques  qui  avaient 
('■lé  SI  préjudiciables  aux  Iravaux  de  la  Mission  pendant  l'année  pn'cédente,  ne 
se  sont  malheureusement  pas  améliorées,  et  que  les  opérations  ne  se  sont  |)as 
poursuivies  avec  la  rapidité  sur  laquelle  on  avait  compté. 

Dans  noti'e  Rapport  précédent,  nous  avons  fait  connaître  le  programme 
proposé  par  M;  Bourgeois,  cliel  de  la  Mission,  programme  aiii[nel  voun  a\iez 
donné  votre  approbation. 
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L'année  1900  tlc\ail  ùlw  consacrée  : 

1"  M  racliovcnu'iil  (U's  o|iét'alioiis  du  Ironçon  Nord; 

2"  aux  ohsorvalions  géodésiqiies  de  la  secllon  Riobaiidja-Cuciica  ; 

3"  aux  (ihscrvatiims  aslroiii)iiiic[iii's  à  Ciicnca  ; 

4"  aux  observations  magnétiques; 

5"  au  couiuienceinent  du  nivellciiienl  de  précision. 

Ce  programme  n"a  pu  élre  entière  iiieul  icnipli;  les  opérations  du  treuiçon 
Nord  n'ont  été  terminées  cpi'au  i5  février  i<)o4.  On  n'a  pu  faire,  dans  le  Sud, 
i[ue  qu('kpn>s  stations  en  i;)o3,  et  les  travaux  asln)noiuHpu's  de  Cuenca  vont 
seulement  commeucer. 

Nous  allons  expliquer  maintenant  quelles  ont  été  les  causes  de  ces  retards  et 
montrer  que  la  valeur  scientifique  des  résultats  n'en  est  nullement  atteinte. 

Des  changements  ont  eu  lieu  dans  le  personnel.  M.  le  Capitaine  Lacombe 
s'est  embarqué  pour  la  France  le  16  avril  iQoJ,  et  a  été  remplacé 
par  M.  le  Capitaine  Peyronnel  qui  est  arrivé  à  Guayaquil  le  20  janvier  dernier. 
M.  le  Médecin  aide-major  Rivet  est  venu  en  congé  en  France,  mais  il  doit 
rcliMirner  à  l'Equateur  le  26  avril  prochain. 

Opérations  du  Nord.  —  Au  i"''  janvier  1900,  trois  brigades  opéraient 
sinnillani'menl  dans  le  Nord;  celle  de  M.  Manraiu  au  Corazon,  à  la  hauteur  de 
Quito;  celle  de  M.  Lacombe  entre  Quito  et  Ri(d)anil)a,  ecdle  de  M.  PciriiT  dans 
le  voisinage  de  la  baie  de  Tulcan. 

Quand  M.  Lacombe  partit  pour  la  France,  après  avoir  terminé  la  partie  du 
tronçon  (pii  lui  était  attribuée,  on  constitua,  avec  son  personnid,  une  nou\elh' 
brigade,  placée  sous  les  ordres  de  M.  le  ('.a|)ilaine  Ijalleuiaud  el  destinée  à 
opérer  entre  les  deux  aulics  lirigades,  afin  de  marcher  au  (h'vaut  de  M.  Perrier 
et  de  rattraper  une  partie  (bi  temps  perdu. 

.^L  le  Capitaine  Maurain,  après  l'achèvemenl  de  sa  section,  se  rendit  le  y  août 
à  Alausi,  pour  préparer  les  opérations  du  tronçon  Sud.  Au  mois  de  septembre, 
M.  le  Capitaine  I^alleinand,  ajaul  à  sou  loiir  terminé  sa  tâche,  parlait  pour 
Riobamba,  pour  jc|)reudre,  dans  les  stations  (pii  entourenl  cette  baie,  les 
observations  de  laiiiude  à  la  seconde  ronde,  conformément  au  %(i>u  de  l'Aca- 
démie. 

M.  le  Lieutenant  l'errier  avait,  de  sou  côlé',  prexpie  mené  à  liouue  fin  les 
opérations  dans  la  région  si  difficile  «jù  il  travaillait,  quand  diverses  circons- 
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lances  robligèrcnt  à  reprendre  plusieurs  stations  où  il  devait  rencontrer  des 
conditions  aussi  défavorables  que  pendant  son  premier  séjour.  Il  y  retrouva 
ces  brouillards  qui,  rendant  les  signaux  invisibles,  le  forcèrent  de  nouveau  à 
de  longues  semaines  d'attente  à  de  grandes  altitudes.  Ce  n'est,  comme  nous 
l'avons  dit,  que  le  i3  février  1904,  qu'il  put  enfin  quitter  ces  régions  inhospi- 
talières. 

Les  causes  de  ces  retards  sont  celles  qui  ont  été  signalées  dans  les  précédents 
Rapports,  et,  en  particulier,  les  circonstances  météorologiques.  Les  stations 
sont  toutes  à  de  fortes  altitudes;  elles  sont  souvent  battues  par  des  tempêtes  de 
neige  ou  enveloppées  de  nuages.  Nous  avons  expliqué,  l'année  dernière,  les 
souffrances  que  notre  personnel  avait  à  supporter  dans  ces  conditions.  Cette 
situation  n'a  pas  changé. 

Le  tableau  suivant  fera  d'ailleurs  mieux  ressortir  la  nature  des  difficultés 
rencontrées  : 

Nombre  de  stations  distinctes 43 

Nombre  de  stations  redoublées 12 

Nombre  total  de  stations 55 

Altitude  moyenne 3  700  m 

Nombre  total  de  couples  mesures 2  391 

Durée  totale  du  séjour  dans  les  stations  (déplacements  non-compris) i  137  jour 

Dans  trois  stations  on  n  dû  séjourner  plus  de  80  jours,  dans  onze  plus 
de  3o  jours,  toujours  par  suite  des  circonstances  météorologiques. 

La  seconde  cause  de  retard  a  été  la  destruction  des  signaux;  deux  signaux  ont 
été  détruits  deux  fuis  et  un  trois  fois;  18  incidents  de  cette  nature  ont  obligé 
les  opérateurs  à  revenir  à  12  stations  et  à  reprendre  la  mesure  de  36o  couples. 
Sans  le  zèle  éclairé  du  Gouvernement  équatorien,  sans  l'appui  constant  et 
bienveillant  de  M.  le  Président  de  la  République,  ces  destructions  auraient  été 
beaucoiqj  plus  fréquentes.  On  ne  saurait  trop  louer  les  efforts  persévérants  des 
autorités  équatoriennes  pour  assurer  la  conservation  de  nos  signaux. 

Les  opérations  du  Nord  étant  aujourd'hui  terminées,  on  peut  dès  maintenant 
se  faire  une  idée  de  leur  précision.  M.  Maurain  a  calculé  provisoirement 
l'enchaînement  entre  les  deux  bases  de  Riobamba  et  de  Tulcan.  Au  sujet  de 
ce  calcul  nous  devons  observer  : 

i"  Qu'il  a  été  fait  avant  les  dernières  mesures  du  Chiles  qui  viennent 
seulement  d'être  achevées  et  que,  par  conséquent,  i\L  Maurain  a  dû  conclure 
un  angle  en  Chiles  ; 
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P."    (^)iril    ;i    ndniis.    |)iMir   ce    (mIciiI    [iion  ishiim'.    ([iic    li's   ilcux    l)asrs    ^oiil    nu 


iiiiMiic  m\(';iu. 


I):ins  ci's  coikIiIious,  M.  Miiiirniii  csl  nriivi'  nii  ic-iiillal  siiivanl  : 

m 

Base  du  .Nord  mesurée 6  Co4 ,77 

Base  du  Nord  calculée fi6o1,83 

La  cimciHilanci'  l'sl  iiicii  sii|)criciir('  à  rc  (jii'on  pouvait  allciidrc,  l'Iaiil 
iliimifcs  les  cumlllloiis  daii'-  lcs(|iicll('s  on  a  opcTC',  cl  il  no  faudrait  pas  s'c'tonni'r 
(pic  les  calculs  dclinillls  ne  1  anieliorcnl  pas;  il  n'en  est  pas  moins  ccilain,  dès 
il  présent,  ipie  celle  (pi  ils  lemnl  ress(jrlir  sera  tout  à  lail  salisfaisanle.  Aoiis 
Sduinics  ddiic  assures  de  la  Iim's  grande  pr('Cisiiin  de  celle  |)arlu'  de  la  li'iani;u- 
iation. 

Oprvdlionx  du  Sud.  —  Nous  avons  dit  rpic  M.  Maurain,  apr("^s  avoir  lerinin('' 
SCS  travaux  du  tronçon  Nord,  s'(?sl  rendu  à  Alausi,  le  9  août  1900  ;  il  a  pr()C(;d('; 
aussitôt  à  la  reconnaissance  du  tronçon  Sud  juscpi'au  massif  de  l'Aguay,  à  la 
ronslruclion  des  signaux  jusqu'à  Cuenca,  et  il  a  acliev('^  dans  le  courant  de  iyo3 
les  stations  de  Pagroun.  Lalanguzo,  Sinigallav  cl  Danas. 

La  l'econnaissance  enlreprisc  avait  en  |)arlie  pour  but  la  reclierclic  de 
remplacement  d'une  station  astronomique  secondaire  enire  Riobandja  et  Cuenca 
dans  le  voisinage  d'Alausi.  L'examen  du  terrain  a  prouve'  qu'il  l'Iait  impossible 
de  trouver  un  emplacement  convenable,  susceptible  d'iMre  ratlaclu;  à  la 
triangulation,  iii^me  avec  une  station  géodésique  supplémentaire.  Dans  ces 
conditions,  il  :i  piini  préférable  de  renoncer  à  ce  projet,  (|ue  la  n'solution  de 
mesuiiT  les  hililiide.,  ;'i  \;\  seconde  ronde  en  (dia(pie  slalKui  rendail  d'ailleurs 
beaucoup  moins  iiiléressaiit. 

M.  Maurain  est  en  ce  moment  à  Cuenca  où,  après  avoir  aménagé  la  station 
astronomicpie,  il  a  commencé  les  observations  de  latitude;  il  s'occupera  ensiiile 
de  la  détermination  de  la  différence  de  longitude  Cuenca-Quito. 

Le  réseau  primiliveinenl  |ir(''vu  sera  report(';  plus  à  l'Ouest  en  s'écartant  de 
la  direction  du  \ord-.Sud  ;  (|iiand  on  l'avait  établi  en  1899,  il  n'était  pas  encore 
(question  de  pousser  l'arc  jusqu'à  Pajta,  mais  seulement  jusqu'à  la  région 
Avabaca.  le  complchnenl  à  6"  (''tant  donné  par  le  prolongement  sur  le  territoire 
colombien.  Ce  prolongemeni  (•tanl  d(tvenu  impossiljle  par  suite  des  événements 

politiqu(-s.  on  résolu!  de  conlii r  l'enchaînement  vers  le  .Sud  sur  le  teiriloire 

péruvien  |iis(pi  a    l*a\la   siii-  la   C("ite  du    l'acidipie   de   lacon  à  lui  couseiv cr  une 
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('teinliio  totale  tlo  6".  Cet  (MiiplaciMiienl  de  l*a_)  ta  élail  (J'uillciii-s  particulièrcnieiit 
f'avoialjle  pour  les  mcsuios  de  bases.  Mais  comme  cette  localité  est  notablement 
à  l'Ouest  du  prolongemenl  de  l'arc  d'abord  projeté,  il  y  a  lieu  de  déplacer 
loiilc  la   cbaîne.    Les  observations  en   seroni    d'ailleurs   t;randeiiieiil    facilitées. 

L'espt-rience  a  prouve  en  ellet  ipu'  les  ibflicult(''s  climalerKpu's  (pii  ont  causé 
tant  de  cet  a  ni  s  aui^iuenteul  rapiiliiiienl  a\  ec  l'ail  il  ude.  (  )r  la  Cordillère  orientale 
esl  élevée,  liuniide,  malsaine  cl  prcxpie  I  ou  jours  ciMuerte  de  nnaf;es.  A  l'Ouest . 
au  conlraiic,  on  reneonUera  des  massils  montagneux  d'altitude  moindre,  où 
les  vues  sont  o'énéralenieul  libres,  par  suite  du  voisinage  du  déserl  sablonneux 
de  ^rumbrz.  On  aliouliia  ruliii  à  la  |i!aine  au  bord  de  la  inei'  doul  le  idiiiial  est 
très  sec.  En  anivaul  aux  premièi-es  slalions  de  cclli'  plaine,  les  alliliiiles 
varieront  très  rapidemenl  ;  il  conviendra  donc  dappoilir  un  grand  soin  à 
l'observalion  des  distances  zénilliales  cl  aiilani  ipie  possible  d'oblenir  ties 
niesni'es  réciprofpies  et  simultaué<'s. 

Tous  les  officiers  vont  se  Iroiivei'  reimis  dans  le  Su<l,  MM.  Lallemaïul  el 
l'eriier  a\  aiil  aclie\(''  leurs  travaux  dans  le  Acjrd  el  M.  I'e\  r(um(d  claiil  arrivé  à 
l'Equateur.  On  pourra  donc  coiisl  il  un-  deuv  briijades  cpii  opiMcidiil  |>aiallè- 
lemenl  ;  on  peut  espérer  qu'avec  ciiUe  façon  d'opérer,  les  destruclions  de  signaux 
seront  moins  à  craindre  el  en  tout  cas  auront  moins  d'inconvénients. 

M.  Maurain  estime  que  dans  ces  condilions  on  peut  compter  siii-  uiu'  \ilesse 
d'avancenienl  d'ime  slalion  par  brigade  el  par  mois,  de  sorle  ipie  les  liavaux 
CSSenliels  de  I  riangnial  ion  poiinaieiil  èirt'  acliev(''S  jiiscpi'à  l'avla  vers  la  lin 
de   i()o4. 


Litlilndes  de  Iroisiùme  ordre.  —  Dès  le  début  des  opérations,  on  avait 
reconnu  la  nécessité  de  procéder  aussi  souvent  que  possible  à  des  déterminations 
de  latitude.  Mais  ne  pouvant  utiliser  pour  ces  mesures  les  lliéodoliles  à  micros- 
copes dont  ils  étaient  pourvus,  les  officiers  de  la  Mission  durent  y  renoncer 
dans  les  premières  stations  qu'ils  firent  autour  de  Riobamba.  Depuis  ils  ont 
reçu  des  accessoires  qui  permettent  l'emploi  du  tliéodolite  pour  les  obser\  alions 
de  latitude,  et  à  partir  de  ce  moment  ils  ont  déterminé  la  latitude  à  la  seconde 
rond<'  dans  toutes  les  stations,  conformément  au  vœu  exprimé  par  l'Académie 
et  l'Association  internationale  géodésique. 

Mais  les  premières  stations  étaient  restées  en  souffrance;  M.  le  Capitaine 
Lallemand  a  donc  dû  s'y  rendre  de  nouveau.  Les  déterminations  y  sont 
H.  P.  —  Vltl.  79 
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tiTiiiiiuH'S  (>l  li's  résiill;ils   de  r<>s  ohscrvaliuns  uni   C-lv  envoyés  à  Paris  afin  d'y 
ôlro  réduils. 

Les  latitudes  ont  donc  été  mesurées  dans  toutes  les  stations  du  tronçon  Nord. 
Mu  ce  (|ui  concerne  le  tronçon  Sud,  la  Mission  va  disposer  d'un  instruiuenl 
nouveau.  M.  le  Capitaine  Peyronnel  a  apporté  en  ellcl  une  astrolabe  à  prisme 
du  système  Claude-Driencourl.  M.  Maurain  a  reconnu  un  em])lacenienl  près 
d'Alausi  où  les  officiers  pourroni  apprendre  à  la  manier. 

NiVelleme/il.  —  Les  travaux  du  nivelkiinent  d(>  précision  sont  confiés  à  une 
brigade  spéciale  commandée  [)ar  M.  l'Adjudant  Lallemand;  elle  a  commencé 
ses  opérations  en  décembre  1900  et  a  atteint  vers  le  milieu  de  février  la  station 
d'Alausi  ;  on  se  rappelle  cjue  la  ligne  à  niveler  s'étend  le;  long  du  tracé  du 
chemin  de  fer,  qu'elle  court  Nord-Sud  depuis  Riobamba  jiiscpi'à  Alausi,  puis 
Esl-Ouesl  depuis  Alausi  juscpi'à  (juayaquil  el  doil  élre  ensuite  prolongée  de  ce 
dernier  pdiiil  pis(pi"au  médiinarémètre. 

C'est  donc  la  piiMuière  section  Nord-Sud  qui  est  aujourd'hui  terminée; 
les  résultats  d'après  le  rapport  de  M.  Maurain,  sont  excellents,  et  l'on  n'a  eu  à 
reprendre  que  très  peu  de  nivelées. 

On  rencontrera  une  difficulté  au  passagt'  du  Guayas,  un  peu  avant  Guayaquil. 
Cette  rivière  e.>l  trop  large  pour  ipi'ou  puisse  employer  les  procédés  ordinaires 
de  nivellemeiil .  Il  faudra  opérer  géodésiquemenl  par  distances  zénithales 
réciproques  el  simultanées.  Une  bonne  vérification  consisterait  à  se  rattacher 
par  un  nivellement  de  précision  à  des  points  situés  sur  les  deux  rives  du  Guayas. 
En  choisissant  le  moment  où  les  courants  de  marée  s'annulent,  on  pourra 
admettre  en  effet  que  le  niveau  de  l'eau  est  sensiblement  le  môme  sur  les  deux 
rives. 

A  la  suite  d'une  reconnaissance  l'aile  avant  son  départ  par  M.  le  Capitaine 
Lacoinbe  un  emplacement  a  été  choisi  pour  le  médimarémèlre  à  Salinas,  sur 
la  côte  du  Pacifique,  en  un  point  situé  en  dehors  des  courants.  M.  Peyronnel 
a  apporté  deux  médimarémètres,  dont  l'un  sera  sans  doute  installé  à  Salinas  et 
l'autre  à  Payta. 

Pendule.  —  Cette  parties  du  programme  est  toujours  restée  en  soufl'rance. 
L'Académie  ne  saurait  trop  insistei'  sur  son  importance;  et  comme  il  semble 
CJue  celle  situation  doi\('  se  prolonger  jusqu'au  retour  de  M.  le  Coiumandant 
Bourgeois  en  Equateur,  nous  de\oiis  ('mettre  le  Meii  (pie  ce  rel(jui'  soit  aussi 
proiii|)t  (pie  possible. 


OPÉRATIONS    GÉODÉSIQUES   DE   L'EQUATEUR.  627 

[1  y  a  cependant  un  résullal  intéressant  à  signaler  :  la  station  de  Riobamba 
a  été  réduite,  et  l'on  a  pu  constater  que  les  résultats  concordent  avec  la  formule 
de  Bouguer,  tandis  que  les  mesures  faites  dans  les  massifs  des  Alpes  et  de 
l'Himalaya  ne  s'accordent  pas  avec  celte  formule  et  se  rapprochent  plutôt  de 
celle  de  Faje.  Ainsi  se  trouvent  confirmées  les  prévisions  de  M.  de  Lapparent, 
fondées  sur  la  différence  des  conditions  tectoniques  des  Andes  et  de  l'Himalaya. 
11  y  a  lieu  d'ailleurs  de  rappeler  que  c'est  à  la  suite  d'une  observation  faite  au 
Picliinclui  rpu'  Bouguer  avait  adopté  cette  formule. 

Uiitldclicinenl  de  Guayaquil.  —  Ce  résultat  fait  prévoir  un  reknement  assez 
considérable  du  géuïde;  il  d<'\i<'iit  dcmc  de  plus  en  plus  intéressant  d'apprécier 
l'importance  de  ce  relèvement  eu  mesurant  la  différence  des  longitudes 
géodésique  et  astronomique  de  Guayaquil.  Il  faut  poui-  cela  rattacher  géodési- 
queuient  cette  station  à  la  triangulation;  à  cet  ellel,  on  a  proposé  de  se  servir 
de  l'ile  de  Piina,  située  dans  le  golfe  de  Guayaquil.  Le  chef  intérimaire  de  la 
Mission  n'a  pas  perdu  de  vue  cette  iuquutante  ([uestioii,  el  11  a  eliidie  une 
autre  solution  qui  consisterait  à  prendic  comme  bas(!  la  ligne  géodésicpie  <al(iil<'e 
Sinaçalnian-Minas  ;  en  visant  îles  deux  extrémités  de  cette  ligne  le  sommet 
du  Cerro  de  Santa  Anna,  tout  proche  de  Guayaquil.  On  économiserait  ainsi 
deux  stations  ce  qui  serait  fort  important  étant  donné  le  retard  des  opérations,  el 
l'on  ne  [lerdrail  pas  beaucoup  en  précision.  II  reste  à  savoir  si  cela  est  possible  ; 
les  côtés  du  triangle  auraient  de  ido  à  1  ao"""  ;  M.  Maurain  estime  que  celte 
distance  pourrait  (''lie  frauclile;  c'est  ce  (piune  reconnaissance  ultéiienre  nous 
pourra  seule  appicudre. 

Duers.  —  Les  observations  magnétiques  ont  été  poursuivies. 

M.  le  Docteur  Rivet  est  nuitré  en  France  en  rappoilant  pour  le  Muséum  de 
nombreuses  caisses  de  collections;  ces  collections  intéressent  toutes  les  parties 
de  l'Histoire  naturelle,  mais  principalement  l'Anthropologie. 

Programme  et  résumé.  —  Nous  avons  dit  plus  liant  qu'on  pouvait  jn-évoir 
l'achèvement  des  opérations  du  tronçon  Sud  pour  la  iiii  de  1904.  La  latitiuh' 
de  Cuenca  est  actuellement  mesurée.  Il  est  probable  (pie  l'on  aura  terminé  à  la 
même  époque  : 

1°  les  différences  de  longitude  Cuenca-Quito  el  Payta-Quito; 

2"  le  nivellement  de  précision. 
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Il  ri'sli'rnll  ilniic  |>iiiir   i  (iii'i  : 

l"   In  l):iM'  ilr  l'ii\  lii  : 

à"    Ir    I  Mllailirincnl    ilc   (  iiiii  \  ;i(|ii  ri    ri    l;i    d  illiTcncc   (le   ]oni;ilii(I('   (  iiinynquil- 

o"    li's  iilisiTV  .il  nm-.  |iciiiliil;ur('s. 

Il  V  a  liiMi  imc  lois  (le  plus  i]f  IcIiciIim'  mis  (iKicicis  îles  rivsiilhil  s  (iiiils  oui 
uhicliiis  cl  iliiiil  l:i  \:i](Mii'  sciciil  ili(|Mr  rsl  lirs  i;i:iiul(',  de  iciulii'  lioriiiiiii^r  à 
leur  zi'lf  cl  il  Iciii'  conslimcc  (l:ms  les  circoiisliiiiccs  dillli'ilcs  où  ils  oui  ojk'ti; 
depuis  li-ois  ;ins. 

iNoiis  devons  rcmcrricr  r'i;nlcnn'nl  les  offiricr  cquatorions  doul  lt>  concours 
nous  :i  fie  Ires  iililc,  cl  suiloiil  le  (Hoiiverneiiienl  c(|iiiilorien  qui  ii':i  cessé  de 
nous  \eiiii'  CM  ;inle,  non  seiileiiieni  |i:ii'  ses  subsides,  111:11s  |i;ii'  son  inlervcnlicjn 
COns huile  aii|>rès  des  |io|iiilal  mns. 


1904. 

Ln  Commission  charj;ée  du  contrôle  de  rexpédilion  de  riviualciir  s'esl, 
comme  les  aniK'es  ])réCL'denles,  réunie  pour  cnlendre  le  Rapport  de  ]\I.  \ii 
Conimandanl  Bourgeois  sur  les  ojM'ralions  de  l'année  ujo/j.  Elle  a  eu  le  i'ej;iel 
de  conslaler  (pie  les  conditions  climatériques  ne  se  sont  pas  améliorées  et  que 
le  retard  (lui  sétail  prodiiil  dans  les  années  ])réC(''dcntes  s'esl  encore  accentué. 
Il  y  a  lieux  ans,  nous  poiixjons  espérer  qu'on  pousseiail  jusqu'à  (iUenca  a\ant 
la  lin  de  1  i;oo  ;  il  y  a  un  an,  nous  comptions  encore  ipion  alleindiail  ce  point 
vers  le  milieu  de  i()o4.  En  réalité,  c'est  seulemeni  en  novembre  que  les  stations 
qui  eiiloiireiil  celle  \ille  ont  pu  èlre  terminées.  Depuis,  on  n'a  |ias  pu  uiareliei- 
plus  rapidement,  de  sorte  qu'au  mois  de  jamier  on  ('lail  encore  à  Tinajillas  et 
Nariliiiima.  à  5o'""  et  80''"'  au  sud  de  Ciienca. 

Ces  relards  sont  exlrômemenl  fâcheux  el  nous  devons  d'abord  en  recherclicr 
la  cause.  Les  renseignements  fournis  par  les  indigènes  avaient  fail  croire  que 
la  contrée  au  sud  de  Riobamba  était  moins  brumeuse  que  celle  du  Nord.  Ces 
renseignements  l'Iaieiil  inexacts;  les  indigènes,  en  ellél,  ne  s'aventurent  pas 
volontiers  dans  les  liantes  régions  et  n'en  connaissent  pas  bien  le  iliiiial  :  eu 
outre,  ils  n'apprécient  pas  les  conditions  météorologi(jiies  au  même  |ioiul  de  vue 
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que  les  géodésiens  cl  s'iiujmèlcnl  peu  des  \  isihiliiés  ù  grandes  dislances.  On 
a  donc  été  obligé  de  séjourner  aussi  longtemps  dans  les  nouvelles  stations  que 
dans  les  anciennes,  les  bruines  s'opposant  aux  observations.  Ces  séjours 
prolongés  à  de  grandes  altitudes  étaient  d'ailleurs  très  pénibles  pour  le 
personnel.  A  Soldados,  la  foudre  est  toinl)ée  deux  fois  sur  le  campement.  On 
était  presque  constamniimt  entouré  de  nuages,  et  les  officiers  équatoriens,  qui 
accompagnaient  la  Mission  et  n'avaient  jamais  pénétré  dans  cette  partie  du 
pays,  étaient  étonnés  d'v  trouver  un  temps  si  constamment  mauvais. 

En  revanche  d'autres  incidents,  qui  avaient  contribué  à  relarder  les  travaux 
dans  les  années  précédentes,  ne  se  sont  heureusement  pas  reproduits.  Il  n'y  a 
plus  eu  de  destructions  de  signaux.  Les  clloils  fails  par  le  GouvernemenI 
équatorien  et  le  clergé  local  paraissent  enfin  avoir  produit  leurs  fruits. 

Malheureusement  la  santé  du  personnel  a  laissé  à  désirer  ce  quia  occasionné 
aussi  quelques  retards.  M.  le  Capitaine  Peyronnel,  chef  de  la  Mission  par 
intérim,  a  été  atteint  de  fièvre  et  obligé  d'interrompre  son  travail  pendant 
plusieurs  jours;  les  autres  officiers,  et  en  particulier  M.  le  Capitaine  Lalleniand 
et  M.  le  Docteur  Ri\el,  ont  été  aussi  forteiiu'iil  eprou\és.  AI.  l'Adjudant 
LalleuiMiid.  frappé  par  h\  lièvre  jaune,  a  dû  être  lapalrié.  Le  [lerbonncl 
secondaire  n"a  pas  été  non  plus  épargné  et  plusieurs  hommes  ont  été  malades. 

Enfin,  les  travaux  ont  subi,  à  la  fin  de  l'année  1904,  des  relards  imprévus  par 
suite  de  la  présence  au  Pérou  de  la  peste  bubonique  qui  a  empêché  la  marche 
rapide  des  opérations  de  reconnaissance. 

M.  le  Capitaine  Maurain,  malade  a  quitté  l'Eipiateur  au  mois  de  juin  ;  il  a  été 
remplacé,  comme  chef  par  intérim  de  la  Mission  par  M.  le  Ca|)ilaine  Peyronnel 
qui  était  arrivé  depuis  la  fin  janvier  1904.  M.  le  Docteur  Rivt'l,  qui  avait  passé 
en  congé  les  premiers  mois  de  l'année  i9o4-  i'  repris  son  poste  à  la  fin  de  mai; 
on  sait  qu'il  fournit  à  la  ÎMission  un  concours  actif,  non  seulement  comme 
médecin  et  comme  naluralisle.  mais  encore  comme  oiiservateur,  M.  Maurain 
ne  devant  pas  retourner  en  Amérique,  M.  le  Capitaine  Massenet  cpii  doit  le 
remplacer  est  arrivé  le  22  février  1900;  il  a  pris  le  conimandement  par  iulériiu 
auquel  son  ancienneté  lui  donnait  droit.  D'autre  part  M.  le  Capitaine  Perrier 
est  parti  en  congé  au  commencement  de  décembre  el  il  doit  retourner  en 
Equateur  au  mois  de  mai;  il  sera  accompagné  de  M.  le  Capitaine  Noirel,  chargé 
spécialement  des  observations  de  p(,'ndule. 

Triangulation.  —  On  en  était  resté,  à  la  fin  de  l'année  précédente,  au  côté 
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Danas-Sinigallay,  à  la  hauleur  du  chemin  de  l'cr  de  Guajaquil;  on  en  était,  à  la 
fin  de  it)04,aii  côté  Tinajillas-Narihiiima,  à  un  degré  environ  plus  au  Sud;  on 
avait  donc  fait  seulement  1 1  stations,  sans  parler  des  opérations  astronomiques 
de  Cuenca.  Il  est  probable  que  les  stations  de  Chilla-Cocha  et  Fierro-Urcu 
sont  iuijoiird'liui  lerniinées  et  (jue  nos  oliservaleurs  sont  actuellement  à 
Guaclia-Urcu  et  CoLunbo  (lalihule  4"'^"'  environ,  huitu(b'  de  Pajla  5°5'). 
M.  le  Capitaine  Perrier  a  fait  la  reconnaissance  et  la  construction  des  signaux 
insiju'à  la  frontière  péruvienne.  Les  l)rigades  se  suivent  maintenant  parallè- 
lement, de  sorte  que  les  opérations  sur  les  deux  chaînes  Est  et  Ouest  sont 
simultanées  à  la  même  hauteur.  Deux  points  sont  à  signaler.  Dans  les  quatre 
dernières  stations,  on  a  employé  l'héliostat  concurremment  d'ailleurs  avec  les 
mires,  les  signaux  ayant  été  préalablement  construits  par  les  reconnaissances. 
On  a  observé  en  effet  que,  dans  cette  région,  malgré  la  fréquence  des  brumes, 
le  soleil  brille  dès  que  les  nuages  sont  dissipés,  en  sorte  que,  à  part  les  jours 
où  la  visibilité  est  nulle  l'emploi  de  l'héliostat  est  possible. 

D'ailleurs,  comme  l'héliostat  est  doublé  par  la  mire,  comme  nous  \enons  de 
l'expliquer,  on  n'est  pas  exposé  à  perdre  une  journée  fuNoridde. 

En  second  lieu,  afin  de  rattraper  autant  que  possible  le  temps  perdu, 
le  Capitaine  Peyronnel,  chef  par  intérim  en  1904,  a  cru  devoir  remplacer  les 
triangles  de  So"""  de  côté  qui  avaient  d'abord  été  prévus,  par  des  triangles 
beaucoup  plus  grands  de  100'""  environ  :  le  nombre  des  stations  se  trouvera 
donc  considérablement  diminué,  mais  en  revanche  on  peut  se  demander  si  le 
niinil)rc  (les  jours  de  visibilité  suffisant!'  ne  va  pas  diminuer  dans  la  même  ])ropor- 
lion.  Toutefois,  les  officiers  ont  observé  (pi'en  richors  îles  jours,  malheureu- 
sfinr'iil  trop  h-équents,  où  les  nuages  couvrent  les  >omniels  plus  rapprochés  et 
où  iiucune  opération  n'est  possilîle,  la  vue  s'étend  à  de  grandes  distances.  Nous 
ne  pouvons  que  nous  en  rapporter  à  leur  expérience  du  .pays. 

IVous  devons  observer  que  les  dinu-nsions  de  ces  triangles  devront  èlic  pi-ogres- 
sivriiiiMil  l'i'duites  à  mesure  qu'on  s'approeluu'a  de  lu  noinrlle  base  à  mesurer, 
afin  de  iaeililer  le  latlachement  de  celtt;  base.  D'un  autre  côté  il  va  y  avoir  une 
assez  brusque  inflexion  de  la  rhnîni'  vers  r()uest  afin  de  rejoindre  la  côte  à 
l'ayla  et  un  brusque  changement  ir;dliludi'  an  nioiiirnl  où  l'on  franchira  la 
frontière  péruvienne. 

Astronomie.  —  Une  station  .ishNjnoMMipji' :i\ait  di'  inslalléc  à  <  .mcihm.  Les 
opérations    furent   terminées    au    mois    d'avril.    La    longitude    fut   déterniini'e 
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par  M.  Maurain  à  Ciienca  et  par  M.  Perrier  à  Quito;  la  latitude  el  l'azimut 
l'avaient  été  antérieurement.  Le  nombre  des  déterminations  à  Cuenca  est 
surabondant;  à  Quito  le  temps  à  été  moins  favorable,  mais  les  déterminations 
sont  amplement  suffisantes;  la  marche  de  la  pendule  étant  bien  connue  par  les 
observations  de  M.  Gonnessiat. 

Une  station  astronomique  avait  également  été  prévue  vers  le  quatrième 
parallèle. 

L'emplacement  n'en  est  pas  encore  choisi;  nous  discuterons  plus  loin 
l'opportunité  de  la  création  de  cette  station. 

La  station  astronomique  principale  de  Pavla  doit  surtout  attirer  notre 
attention;  on  y  a  déjà  mesuré  la  latitude,  il  reste  à  y  faire  l'azimut  vl  la  longi- 
tude. Payta  est  relié  à  Cuenca  par  Machala,  Chacras  el  les  lignes  péruviennes. 
On  pourra  donc  mesurer,  soit  la  dillérence  Payta-Cuenca,  soit  la  différence 
Payta-Quito. 

Latitudes  du  troisième  ordre.  —  On  a  continué  à  mesurer  les  latitudes  en 
chacun  des  sommets  de  la  triangulation.  L'astrolabe  Claude-Driencourt  qui 
sert  à  ces  opérations  continue  à  donner  toute  satisfaction.  Les  officiers  sont 
maintenant  complètement  familiarisés  avec  l'emploi  de  cet  instrument.  Il  est 
intéressant  de  signaler  que  les  latitudes  de  Souzahim  et  Yansaï  ont  été  observées 
au  théodolite  et  à  l'astrolabe;  les  résultats  calculées  pour  Yansaï  accusent  une 
différences  insignifiante,  n",i2  environ.  Cède  concordance  justifie  l'emploi 
exclusif  <h'  l'astrolabe  dans  la  [ilupart  des  stations. 

Nivelletneiil  de  précision.  —  Le  nivellement  de  précision  est  aiiiourdiiiii 
terminé,  sauf  la  traversée  du  Cuayas.  D'ajjord  dirigé  ])ar  IVL  1  \dju(hinl 
Lallemand,  il  fut,  après  la  malaiHc  et  le  départ  de  ce  sous-officier,  confié 
au  Sergent  Lecomte  qui  s'est  acquitté  de  sa  tâche  d'une  façon  très  satisfaisante. 

Pendule.  —  Notre  opinion  sur  l'importance  des  observations  pendulaires 
n'a  pas  changé,  et  il  importe  d'autant  plus  de  s'en  occuper  qu'elles  ont  été 
presque  complètement  laissées  de  côté  jusqu'ici.  Il  aurait  été  à  désirer,  tant  à  ce 
point  de  vue  que  pour  d'autres  raisons,  que  M.  le  Commandant  Bourgeois  pût 
retourner  en  Equateur.  Mais  malheureusement  les  nécessités  du  service  en 
France  ne  le  permettent  pas.  M.  le  Capitaine  Noirel  doit  |>artir  le  26  avril  en 
emportant  un  appareil  Defforges.  Cet  officier  est  accoutumé  aux  mesures  de 
gravité. 
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Ii(llt<iili<iii(lil  tic  Mdcliiild .  —  Dès  le  (li'liiil  (Ir  hi  Mi>si<m,  ou  s Chiil  rondu 
toniulc  lie  1,1  néri'ssilc  ilc  iiirMiiiT  la  (lc\iiili(iii  de  hi  vcrlicnh^  dans  !<■  sens 
Esl-Oiu'!-!.  l'iim-  ('(da  d  lallail  dcIcrTiiincr  la  dillércnci'  de  l(mi;iliid('  i;(''()<lésicju(' 
cl  la  dillV'rcnCt'  di"  lon^iliidc  asironoiiiiljiic  d'un  poini  de  la  cûle  et  d'un  point  do 
la  iiuTidionnc  de  (^lulo.  il  lallail  donc  Irouvcr  siii-  la  côlc  un  point  rpi'il  fùl 
itossilili'  di'  i(dicr  à  la  cliaini',  laul  ud(''j;raplii(pii'iueiiL  cpic  j;éodc'si(pRMn(_'nl. 
On  avait  d'aboid  si)n|;(''  à  Guayaquil  cpii  csi  on  communication  lélégraphi- 
quc  aM'c  (  )uilo,  cl  (pi'on  poinail  joinilr-c  };c()dcsi(picmcnl  à  la  cliaiuc  jiar  l'inlcr- 
môdiaiic  lie  1  ilc  i\i'  l'niia.  rdiiicliiis  le  passage  par  l'ilc  de  Puna,  oulrc  (pi  il 
aurait  entraîné  un  certain  noniluc  de  stations  siipjdémentaires,  n'était  pas  sans 
présenter  ipielques  difficultés. 

I.a  situation  s'est  heurcusi'ment  niodiliée  par  la  construction  d'une  nouvelle 
lii;ni'  télégraphique.  La  station  de  Macliala,  petit  port  de  mer,  vers  4°  de  lati- 
tude Sud,  est  maintenant  r(diée  au  réseau  télégra|)lii(pic  ;  d'autre  part,  elle  est 
visiidc  de  deux  stations  de  la  cliahie,  celle  de  Nariliuina  et  celle  de  Chdla 
Cocha;  ces  deux  stations  sont  aujourd'hui  terminées,  la  première  certainement, 
la  seconde  probablement,  et  les  visées  ont  pu  être  faitçs,  grâce  à  la  présence 
du  Sergent  Lccomte  qui,  après  avoir  terminé  le  nivellement  s'est  rendu 
à  Machala.  Ce  sous-officier  est  d'ailleurs  en  état  de  faiic  lui-même  la  mesure 
de  l'angle  Narihuina-MaclialM-Cliilla  Coclia.  de  sorte  cpi'il  ne  resterait  à  faire 
en  cette  statum  (pic  les  opérations  astronuniiipies. 

Cnnrliisiiiiis.  —  Les  lignes  précédentes  ont  niontic  quelles  difficultés  ont 
rencontrées  nos  officiers,  quels  cHoits  ds  ont  laits  jioiir  les  surmonter  et  tpie  la 
situation  actiiidlc  ne  peut  eu  aucune  façon  leur  être  iuqmtée.  Mais  il  n'en  est 
pas  moins  vrai  que  celle  situation  est  fâcheuse  et  il  convient  d'examiner  les 
moyens  d'y  faire  face. 

Il  n'v  a.  (''\  idciiiiiicnl ,  ipic  deux  partis  à  prendre,  ou  hien  arrêter  le  travail 
an  inoinciil  (iii  les  ressources  d(''|à  \()t('cs  seront  (■puisées,  ou  bien  le  |ioiiisui\  re 
jusqu  an  bout  en  se  résignaiil  aii\  sacrifices  nécessaires.  Ce  n'est  pas  à  nous, 
évidemment,  (pi  il  appartient  de  dcciiler,  puisqu'une  fpicstion  de  dépense  est 
soulevée,  mais  ikhis  pouvons  du  moins  émettre  un  avis. 

.lusqu'où  les  ressources  actmdles  nous  j)ermetlraienl-elles  d'aller?Un  examen 
minutieux  de  r(''tal  des  crc(lits  a  permis  an  .Service  géographique  de  répondre 
à  celle  question.  11  faudrait  : 
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i"  Kiiccmiicir  liiic  iluii  ik'gré  enxirun,  soil  ilii  sixiciiic  de  sa  lungiieur  t'ii 
s'arrêlanl  au  voisinaj;!'  fin  cûlé  Guacliii-Urcii-Culaiiibo. 

2"  Renoncer  à  mesurer  la  liase  du  Sud  avec  \ni  appareil  de  luuile  précision 
en  se  contenlani  d'un  appareil  plus  léger. 

En  effet,  l'arc  n'élanl  pas  poussé  jusqu'au  bord  de  la  mer,  il  i'iiudrall  |U'endre 
l'emplacement  de  base  dans  les  montagnes  où  l'emploi  de  la  règle  est  impossible, 
d'autant  que  le  transport  de  la  règle  dans  ces  régions  entraînerait  d'importantes 
dépenses. 

.3"   .Su[)primer  les  obser\alions  pendulaires. 

4"   Renoncer  au  rattacliemenl  de  ^^a^llala. 

11  sullit  d  énoncer  ces  coudilujns  jiour  montrer  qu  une  pareille  solulion  est 
inadmissible.  Ce  serait  une  véritable  faillite;  la  France  n'aurait  lait  (pi'une 
œuvre  incomplète,  ipji  ne  répondrait  nullement  aux  promesses  lailt'S  à  l'Asso- 
ciation inlernalionale  géodésique,  el  (die  se  verrait  exposée  à  voir  son  travail 
inachevé  repris  par  d'autres  puissances.  Nous  verrons  d'ailleurs  (jue  ce 
programme  restreint  enirainerait  lui-même  de  grandes  difficultés, 

1.  Il  est  clair  (iiie  le  rarcoiircisseiiu'iil  de  larr  diminue  sa  valeur  scienli- 
Tupie.  Il  avait  été  question  d'abord  de  le  prolonger  vers  le  Nord  jusque  sur  le 
territoire  colombien;  ce  premier  projet  ne  put  être  (exécuté  par  suites  des 
événements  politiques;  on  résolut  alors  de  compenser  la  réduction  nécessaire 
de  la  partie  septentrionale  par  une  |)rolongalion  correspondante  de  la  partie 
méridionale,  ce  qui  offrait  en  même  temps  l'avanlage  de  pousser  jiiscpi'à  la 
mer,  à  l'ajta,  où  l'on  devait  trouver  un  eiiiplaci'iiienl  très  favoraiîle  pour  la 
mesure  des  bases.  II  s'agirait  aiijourd'liui  de  renoncer  à  celte  prolongation. 

2.  N'allant  plus  jus(|u"à  la  mer,  on  n'aurait  plus  d'emplacement  assez  uni 
|iour  l't'iiiploi  des  règles  et  la  base  du  Sud  v  [lerdrait  en  précision,  ce  qui  serait 
d'autant  plus  fâcheux  que  la  base  de  vérification  du  Nord  n'a  pu  non  plus  être 
mesurée  qu'avec  les  fils.  Mais  ce  n'est  pas  tout,  et  l'on  peut  se  demander  s'il 
sera  possible  de  trouver  un  emplacement  se  prêtant  à  la  mesure  d'une  l)ase  par 
les  fils.  I.a  région  est,  en  effet,  très  accidentée  et  il  n'y  a  rien  de  comparable  à 
ce  qu'on  appelle  plus  au  Nord  la  plaine  ihteraiidine.  De  plus,  les  stations 
construites  forment  de  grands  triangles  et,  ])our  passer  à  une  base  de  longueur 
raisonnable,  il  faudrait  un  assez  grand  nombre  de  stations  intermédiaires  si  l'on 
veut  que  le  rattachement  se  fasse  avec  quelipie  précision. 

H.  P.  —  VtlI.  8o 
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3.  L'abiinilou  des  observa  lions  pendulaires  siuail  plus  déplorable  encore. 
Nous  n'avons  pas  à  revenir  sur  les  raisons  qui  ont  été  exposées  dans  les  précédents 
rapports  el  (pil  dénionlrenl  l'iinporlance  des  mesures  d(^  gravité.  Rap[)eloiis 
seulement  (pie  jusqu'ici  une  seule  slalit)n  a  été  faili'  celle  de  Uiobauilia. 

4.  Pour  fpu>  la  mesure  de  l'arc  de  méridien  conserve  toute  sa  valeur,  il  faut 
qu'on  soitassuré  que  cet  arc  n'est  pas  altéré  par  un  relèvement  anormal  du  géoïdc, 
dû  à  l'attraction  des  Andes.  Or  ce  relèvement  ne  peut  être  évalué  que  de  deux 
manières,  du  iticu  par  la  comparaison  des  observalious  pendulaires,  ou  bu'u 
par  la  mesure  des  différences  de  longitude  tant  géodésiques  qu'astronomicpies 
entre  un  point  de  la  C(jte  et  un  point  des  Andes. 

Si  Ion  renonce  aux  observations  pendulaires,  le  premier  moyen  nous  échappe, 
car  la  mesure  unicjue  effectuée  jusqu'ici  ne  permet  aucune  comparaison.  Si, 
d'autre  part,  on  renonce  au  rattachement  de  Machala,  le  second  moyen  nous 
lait  également  dclaut  ;  dans  le  projet  primitif  la  triangulation  touchait  la  cote 
eu  dcu\  |iiiinls  seiilcrnenl ,  à  Payta  et  à  Machala  el  ces  (h'ux  points  seraient 
abandonnés. 

Telles  sont  les  raisons  qui  ne  nous  permettent  pas  de  nous  arrêter  à  la 
première  solution.  Il  faut  maintenant  se  rendre  compte  des  dépenses  supplé- 
mentaires qu'entraînerait  l'adoption  de  la  seconde.  Los  évaluations  du  service 
géographique  les  perlent  à  iSoooo''.  Fort  lieureusemeut,  l'intervention  d'un 
généreux  donalcur  lacililc  beiUKMiup  la  .soluliiin  cl  nous  peiiiiel  d'entrevoir  un 
résultat  digne  de  la  France.  Le  Prince  Roland  Bonaparle  mel  à  la  disposition 
du  ^Il)uvern(^menl  de  la  Républitpie,  à  titre  de  fond  de  concours,  une  somme 
de  looooo''',  à  la  condition  que  l'oMivre  soit  poussée  jus(pi'au  bout.  Les  crédits 
nouveaux  à  demander  au  Parlement  se  réduiraient  ainsi  à  50000*^''. 

Il  semble  que,  dans  ces  conditions,  l'hésitation  ne  soil  pas  permise!  el  qu'il  > 
ail  lieu  de  mainlenii'  le  |)liiii  |ii'iiii  il  If,  el  de  rejeter  (hMiiiihveinenl  le  programme 
reslreiiil  donl  nous  avons  iiiouire  plus  haut  les  iiicoiivénieiils  :  mais  on  pourrait 
encore  se  demander  si  une  solution  intermédiaire  ne  serait  pas  possible.  Nous 
observerons  d'abord  qu'on  épargnerait  ainsi  du  temps,  mais  que  les  charges  du 
budget  ne  seraient  pas  diminuées  et  se  trouveraient  même  accrues,  puisque  le 
concours  du  Prince  Roland  Uonaiiarle  ne  nous  est  oilert  qu'en  vue  de  l'acliève- 
ment  de  l'arc  jusqu'à  T*ayta.  D'aulie  pari,  >i  le  laiiaelieineni  de  Machala  el  les 
observations  de  pendule  soni  al)S(jliimeiil  indls|)ensables  pour  estimer  le  relève- 
ment du  géoïde,  le  prolongemeiil    di'   l'arc-  jUMiu'à    la    mer  nous  esl  également 
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imposé  par  la  difficulté  de  trouver  uu  emplacemeuL  de  base  convenable  dans  la 
région  montagneuse.  D'ailleurs,  des  observations  astronomiques  ont  déjà  été 
faites  en  ce  point  par  le  Capitaine  Maurain.  Ces  considérations  ne  semblent 
pas  permettre  de  s'arrêter  à  une  solution  intermédiaire. 

Si  l'on  maintient  les  projets  primitifs,  il  y  a  lieu  de  se  demander  à  quel 
moment  on  peut  espérer  que  l'exécution  en  sera  achevée.  A  cet  égard,  nous 
devons  nous  en  rapporter  aux  évaluations  do  M.  le  Capitaine  Perrier  qui  a  fait 
la  reconnaissance  des  régions  où  l'on  doit  opérer,  et  qui  par  un  long  séjour  en 
Equateur  a  acquis  une  grande  expérience  de  ces  contrées.  Cet  officier,  estime 
qu'à  la  date  du  i"''  avril  iQoS,  toutes  les  stations  actuellement  construites  seront 
terminées,  sauf  les  deux  dernières  où  l'on  ne  peut  opérer  tant  que  les  signaux 
des  stations  suivantes  ne  seront  pas  établis.  Pendant  les  mois  d'avril,  mai,  juin, 
juillet  deux  des  officiers  opéreraient  la  reconnaissance  du  dernier  tronçon  de 
l'arc  et  y  construiraient  les  signaux.  Pendant  ce  temps,  les  autres  officiers 
feraient  la  station  de  Machala,  y  détermineraient  la  latitude,  y  feraient  les 
observations  de  pendule,  et  mesureraient  la  diflerence  de  longitude  Cuenca- 
Machala. 

T.es  stations  à  construire  seraient  vraisemblablement  au  nombre  de  dix,  y 
compris  les  termes  de  la  base.  M.  Perrier  estime  à  sept  mois  la  durée  des  opé- 
rations géodésiques  dans  ces  stations  (avec  deux  brigades),  de  telle  sorte  que 
ces  opérations  seraient  terminées  en  février  1906. 

Pendant  ce  temps,  deux  autres  officiers  si^  remlraicnl  à  Guaclia-LIrcu  et, 
Colambo  les  deux  dernières  stations  actuellement  contruites;  ils  y  feraient  la 
géodésie  et  deux  latitudes  au  cercle  méridien,  ce  qui  les  mènerait  à  la  fin 
d'octobre.  Ils  feraient  ensuite  la  différence  de  longitude  Colambo-Cuenca  qui 
serait  terminée  à  la  fin  de  l'année  igoS. 

On  aurait  pu  se  demander  si  l'on  n'aurait  pas  pu  supprimer  cette  station 
astronomique  de  Coland)o  ;  mais  on  doit  observer,  d'une  part  que  ce  point  est  à 
une  altitude  très  différente  de  celles  de  Machala  et  Payta,  et  qu'il  importe 
d'avoir  une  détermination  astronomique  d'un  point  situé  à  la  fois  dans  la  partie 
Sud  de  l'arc  et  dans  la  région  montagneuse,  et  d'autre  part  que  les  opérations 
ne  s'en  trouveront  pas  retardées,  puisque,  d'après  l'exposé  qui  précède,  les 
officiers  qui  procéderont  à  cette  détermination  ne  pourraient  pas  facilement 
être  utilisés  ailleurs  à  ce  mouu'ut. 

De  fin  décembre  à  fin  mars,  on  installera  la  station  de  Payta  el  l'on  (era  la 
différence  de  longitude  Payta-Machala. 
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lùiliii,  lie  lin  iiuu'>  iiii  iiiilifii  (le  iii;ii.  ou  uicburc  lu  li;i>c  ilc  l'ii\  1m.  il  une  |);iil 
ii\oc  trois  fils  Jiiderin  en  lucliil  lii\ar  incc  rc'gletlos  en  invur  l'i  poids  lenscurs, 
tliiuln'  jiiU'l  ;ivi'c  In  rôi;l('  liiiui'lMliiijiic  lîruuiicr  ou  mieux  avec  la  uoinrllc  règle 
en  nu'lal  invar. 

l'iuidant  ce  lemps,  M.  le  Capitaine  Noirci,  opérant  indépendaunneul .  ferait 
les  déterminations  pendulaires. 

Si  ce  plan  pouvait  être  exécuté,  tout  serait  terminé  au  mois  tie  mai  iyo(_i. 
yi.  le  Capitaine  Perrier,  instruit  par  l'oxpérience,  a  fait  les  évaluations  de 
lemps  d'une  iaçon  aussi  lar};e  rpie  possible.  Néanmoins  nous  axons  déjà  élé  si 
soineni  déeus  (pie  lOu  poiirrail  eonser\ei'  ipudcpies  craintes  de  voir  ce  délai 
dépassé.  Ce  cpii  toutefois  doit  nous  rassurer,  c'est  que  l'on  va  décidément 
sortir  de  la  Cordillère  pour  entrer  dans  la  région  péruvienne  où  les  conditions 
cliraatériques  sont  très  dilleieutes.  Le  relard,  s'il  s'en  produit  un,  ne  serait  que 
de  quelques  semaines.  Le  calcul  des  crédits  a  d'ailleurs  été  fait  dans  l'hypothèse 
où  les  o|)érations  dureraient  jusqu'à  la  lin  du  |)reiiiier  semestre  igo6,  et  les 
iilliriers  croient  pouvoir  nous  garantir  que  celle  date  ne  sera  pas  dépassée. 

(  hioi  <pi"il  en  soit,  il  nous  semble  qu'il  y  a  lieu  d'approuver  le  plan  qui  nous 
es|  proposé.  Eu  terminant,  adressons  nos  remercîments  aux  vaillants  Français 
dont  le  courage  el  la  persévérance  ne  se  sont  jamais  démentis,  et  aussi  au 
Prince  Roland  Bonaparte  dont  la  généreuse  intervention  nous  aidera  à  atteindre 
le  résultat  désiré. 


1905. 

Le  dernier  rapport  sur  la  mission  de  lécpialeur  a  clé  pi'eseiite  à  1  Académie 
le  lo  avril  ifioo;  il  faisait  connaître  l'étal  des  lra\aiix  au  i''"'  janvier  njnh  et  il 
faisait  piiHoir  l'achèvemeiil  de>  Iravaux  au  mois  de  mai  i()u(i.  Ct'S  prévisions 
se  sont  lieiiieiiseiiieiil  ri'aiisi'es  el  l'on  a  pu  menei  a  liouiie  lin  i'ieuvre  entreprise 
sans  dépasser  les  crédits  alloués. 

Le  l"'  janvier  1903,  il  restait  à  faire  la  partie  Sud  de  la  chaîne  depuis  les 
stations  de  Fierro-Drcu  et  Chilla-Cocha  (soil  i(i  sla lions  en  y  coiii|)renanl 
les  termes  de  la  base  et  les  soininetsdu  rattachement),  à  mesurer  les  dilTérences 
de  loii;;iliidi'  Mailiala-r.ueiica .  el  Pa\  la-Machala ,  à  mesurer  la  base  de  i'ayla  à 
la  règle  cl  aux  tils.  el  ciiliii  à  faire  les  <diser\atious  pendulaires. 

M.  le  Capitaine  Masse  ncM .  uni  dexail  prendre  le  eom  mandement  de  la  Afissiim, 
débarqua  le  22  février   njo.");    mallieiireiisciiienl .   cri   ollieier  si   distingué  el  si 
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pli'in  do  zrlc  nous  lui  cnlcM'  le  ■>,  oclohi-o  par  les  suilcs  (riiiic  lirMc  h|ili(iïil('. 
Ce  fui  une  pcLic  (ruelle  pour  lii  Missiun.  Le  GoiiverneTiieiil  équalorien  siiisil 
relie  occasion  ponr  nous  l('rnoi|;ncr  des  sjmpalhles  doni  nous  dcNons  lui  èlre  très 
rec(jnnaissanls.  La  luoil  de  ce  géodésien,  qui  nous  avail  d('jà  en  peu  de  Icnips 
fendu  lie  si  i^rands  services,  ol  qui  a  péri  vicliino  de  son  dévouement  à  la 
Science,  a  excilé  dans  l'arinét^  el  dans  le  monde  savanL  des  regrets  unanimes 
auxquels  l'Académie  a  d(''jà  lenu  à  s'associer  eu  lui  décernant  un  de  ses  prix, 
l'eu  de  Icmps  ajirès,  le  C^apilaïue  Lalli'uiand ,  ipii  clail  iilla(du'  à  la  Mission 
depuis  le  d('l)Ul  des  liaxaux.  seulanl  sa  sanli'  s'allcrcc,  lui  ol)lig(''  île  demander 
son  lappcl.  <  )n  envoya  pour  les  rrinplacer  M.  le  CommandanI  de  Fonloni;ue, 
fpii  |iril  le  commandcnirul .  cl  ,M .  le  Capilainc  Durand.  U'un  iiulic  côté, 
M.  le  (.apilainc  i\oircl,  cliart;!'  des  obser\alions  pendulaires,  déliarqua  à 
Gua^  aquil,  le   '.()  mai    i  ijn,'). 

Opel  (liions  i;co(l''si(/iics.  —  Les  dernières  slalions  oui  élé  faites  d'aboid  par 
MM.  Peyronel  et  Lallemand  ;  ce  dernier  officier,  obligé  de  demandei'  son 
rappel,  iliil  êlie  remplacé  par  M.  Perriei-,  puis  par  AL  Durand. 

Les  obslacles  qui  asaienl  lanl  relardé  les  opérai  loas  dans  le  ÎNord  ne  s(!  sont 
plus  re])résenlés  dans  la  un'' i  ne  mesure.  Il  n'y  a  plus  eu  île  il  es  (rue  lion  île  signaux. 
Les  brouillards  oui  ('le  encore  gèiianls  lanl  qu'on  a  élé  dans  les  montagnes; 
mais,  en  arri\ant  dans  la  plaine,  on  a  trouvé  un  climat  loul  différent;  on  en  a 
[jrofilé  pour  augmenter  les  dimensions  des  triangles,  ce  qui  a  accéléré  la  marciio 
des  travaux.  En  revanclie  le  vent  soule\ait  des  tourbillons  de  sable  qui  renilaient 
les  observations  impossibles  pendant  une  grande  partie  de  la  journée.  Conune 
l'atmosphère  était,  au  contraire,  remarquableuienl  limpide  pendant  la  nuit,  on 
a  fait  venir  des  ap])areils  di^  télégraphie  optique,  el  les  opérations  purent  ahjrs 
être  poursuivies  sans  ddlicullé  sp(''clale. 

Signalons  la  variation  Ijrusque  d'altitude  subie  par  la  chaîne  au  moment  du 
passage  du  territoire  péru^ien.  Un  des  triangles  a  un  sommet  à  3  loo'",  un 
à  a  4oo"'  et  un  à  4oo"' ;  le  triangle  suivant,  qui  a  ces  deux  derniers  sommets 
communs  avec  le  précédent,  a  son  troisième  sommet  à  45o"'.  Il  y  aura  lieu  de 
tenir  compte  de  cette  circonstance  lors  du  calcul  définitif.  Ajoutons  que  la 
latitude  a  élé  prise  en  chacune  de  ces  stations,  ce  qui  permettra  de  se  rendre 
compte  de  la  déviation  de  la  verticale. 

Base  de  Payta.  —  Le  Commandant  de  Fonlongue,  après  s'être  rendu  à 
Lima  pour  présenter  ses  devoirs  aux  membres  du  Gouvernement  péruvien,  a 
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tlobarijiu'  à  Pa\la  l'I  a  cxéciUi'  les  oiu-ralioiis  i;t'odésiquL's  dans  les  diverses 
stations  du  ratlacliement  de  la  liase  du  Sud.  Il  a  ensuite  dirigé  la  mesure  de 
cette  hase.  Celle  uiesine  a  été  giandenienl  facilitée  par  le  nombre  considérable 
d'auxiliaires,  tant  civils  (|uc  niilllaircs,  mis  gracieusement  à  la  disposition  de  nos 
missionnaires  i)ar  le  (  louvernenu'nl  péruvien. 

Lu  base  a  été  partagé  en  deux  segments;  le  segment  Est  a  été  mesuré  deux 
fois  et  le  segment  Ouest  une  fois  à  la  règle  monométallicjue  in\ar.  On  a  procédé 
également  à  des  mesures  avec  trois  fils  Jaderin  en  métal  invar.  Chacun  des 
segments  a  été  mesuré  deux  fois  avec  ciiacun  des  trois  (ils.  Ces  diverses  mesures 
ont  présenté  de  faibles  discordances  donl  la  discussion  nV^sl  pas  encore 
terminée.  Celle  discussion,  sur  lacjuelle  nous  reviendrons  dans  un  rapport 
ultérieur,  nous  renseignera  sans  aucun  doute  sur  les  précautions  que  l'on  doit 
prendre  dans  Temploi  des  (ils  Jaderin  si  l'on  veut  arrivera  une  haute  précision. 
Elles  ne  doiv(!nt  pas  en  tout  cas  nous  inquiéter  en  ce  qui  concerne  le  résultat 
(inal.  puisque  d'une  pari,  elles  sont  de  l'ordre  àv  grandeur  de  l'erreur  à 
laqiirllc  ou  doit  s'allendre  dans  la  comparaison  d'une  base  mesurée  à  une  base 
calculée  et  que,  d'autre  part,  les  deux  segments  ont  été  mesurés  à  la  règle  qui 
présente  toutes  les  garanties  désirables. 

La  base  Sud  se  trouvant  à  proximité  de  la  mer,  on  a  exécuté  un  nivellement 
de  précision  (aller  et  retour),  entre  le  leriiie  Ouest  de  la  base  et  l'appontement 
de  Pajta  où  était  inslallé  un  medimait-iiièlre  el  entre  ce  dernier  point  et  l'Obser- 
vatoire de  la  station  astronomique. 

Signalons  la  difi'érence  entre  les  iiois  bases,  celles  du  Nord  et  du  Centre 
étant  à  a  800'"  au-dessus  de  la  mer.  el  celle  tlu  Sud  presque  au  niveau  de  la  mer. 

Longitudes.  —  Il  restait  à  eUccluer  deux  dillerences  de  longitude  pour 
rattacher  Pajia  et  Macbala  à  Cuenca  ;  l'élat  des  lignes  télégraphiijues  n'a  pas 
permis  de  fermer  le  triangle. 

Observations  de  pendule.  —  Les  observations  pendulaires  ont  été  dirigées 
par  M.  le  Capitaine  Noirel,  qui  dut  momentanément  les  interrompre  quand  il 
lui  fallut  remplacer  le  Commandant  Massenel,  malade  à  la  station  astrono- 
mique de  Cuenca;  les  troubles  politiques  qui  agitèrent  un  moment  la  Répu- 
blique équatorienne  génèrent  également  ses  travaux;  il  put  néannujins  faire 
cinq  stations  jiidicieuseuu'ut  (dioisies  el  suflisanles  par  conséquent  pour  nous 
donner  une  idée  de  la  lagon  d<jnt  varie  la  gravité  dans  les  différentes  zones  de 
la  Cordillère. 
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Résumé.  —  L'ensemble  des  travaux  comprend  : 

^4  stations  géodésiques. 

3  bases. 

8  différences  de  longitude,  reliant  entre  elles  les  stations  de  Tulcan,  Piullar 
Quilo,  Latacunga,  Riobamba,  Cuenca,  Machala  et  Payta;  les  cinq  premières 
stations  sont  régulièrement  espacées  sur  le  tronçon  Nord;  la  sixième  au  milieu 
du  tronçon  Sud;  la  septième  à  la  même  hauteur  et  sur  le  bord  de  la  mer;  la 
dernière  à  rextrémilé  du  tronçon  Sud  et  au  bord  de  la  mer. 

La  comparaison  des  différences  de  longitude  géodésique  et  astronomique 
entre  les  stations  de  Machala  ctPajla,  d'une  part,  et  celle  de  Cuenca,  d'autre 
part,  nous  renseignera  sur  le  relèvement  du  géoïde  dans  le  sens  EW,  puisque 
les  deux  premières  stations  sont  au  bord  thi  Pacifique  el  la  li'oisième  dans  la 
la  région  intcrandine. 

6  azimuts,  à  Tulcan,  Pullar,  Quito,  Riobamba,  Cuenca,  Payta. 

64  déterminations  de  latitude,  (hjnl  10  au  cercle  méridien  par  dislances 
zénithales  méridiennes,  44 ''u  théodolite  à  niiciosco|ies  par  distances  zénithales 
circumméridiennes,  lo  à  l'astrolabe  à  prisme. 

Les  seules  stations  géodésiques  oii  la  latitude  n'ait  pas  été  déterminée  sont 
dans  la  partie  moyenne  de  l'arc  entre  Quito  et  Riobamba. 

48  stations  magnétiques  réparties  sur  toute  la  longueur  de  la  chaîne. 

G  stations  de  pendule.  Après  la  détermination  faite  par  M.  Bourgeois 
à  Riobamba,  cette  partie  des  travaux  avait  été  laissée  de  côté;  elle  a  pu  être 
reprise  dans  la  dernière  année  des  opérations,  grâce  à  l'arrivée  de  M.  Noirel. 
Les  stations  ne  sont  pas  nombreuses;  elles  sont  situées  dans  la  partie  moyenne 
de  la  chaîne  entre  les  latitudes  o  et  —  ?t\  mais  elles  sont  d'ailleurs  très 
heureusement  choisies,  en  ce  sens  qu'elles  sont  réparties  de  façon  à  nous 
donner  une  coupe  transversale  complète  de  la  Cordillère. 

L'une,  celle  de  Machala,  est  au  bord  de  la  mer,  en  un  point  où  il  y  a  eu  une 
détermination  de  longitude;  vient  ensuite  Bucay,  au  pied  de  la  Cordillère  W, 
puis  Chimborazo,  à  l'altitude  de  4  iSo™  dans  la  Cordillère  W  (pour  cette 
dernière  la  correction  topographique  devra  être  faite  avec  soin). 

On  a  deux  stations  dans  la  région  interandine  à  Riobamba  el  à  Quito,  et 
enfin,  on  a  une  sixième  station  Banos  à  l'altitude  de  i  8oo™  dans  la  plaine 
de  l'Amazone,  de  l'autre  côté  de  la  Cordillère  E. 

2  lignes  de  nivellement  de  précision,  allant  l'une  de  la  base  de  Riobamba 
à  Guayaquil  et  de  là  au  médimarémètre  de  Salinas  sur  la  côte  du  Pacifique,  et 
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liiiilii'  tlo   1m    I);iS('    iIm    SmiI    ;iu    iiicd  iiiiiUi'iiK'lic  tic    l';i^ln.    I /ciisciiiMi'    de    ces 
ilcu\  lii;ac>  ciiiiiiircntl  [iliis  de   ^m'"'". 

I.nliii.  M.  Il'  l)(i<lriir  Hivcl  cjiii.  hiiil  m  dint;(Mnl  le  service  de  s;inl(''  delà 
Mission  cl  en  |)reiianl  |icis()miclleiiii'iil  \\av\  ,\\>\  (i|i('>i';i lions  i;('(id('sl(Mies 
iiroprcnienl  diles.  s  éUul  oi'('il|)é  d  <'Uidiei'  le  |)iivs  nu  pouil  de  xne  de  1  llisloirc 
n;ihiit'llc.  M  ra|i|)orl('  d'iin|ioiliinles  colieclious  ([Ut^  nous  avons  y\i  adiiiii-cr  an 
Mn-i'iini  on  elles  onl  ele  i'<'ceniini'nl  e\|iosr'<\s.  C(Vs  collccl  nnis  |>rcsenlcnl  le 
jduN  i;i'and  inli'ii''!.  mm  senlenieni  jioni'  la  l>olanii|ne  el  la  /ooloj^ie.  mais 
sniioni   |)oni'  1    Vnl  liio|udo^i<'  el  riMlinoL;ra|dMc. 

Cfi/rnI  jDin/.siiirr.  —  l,c  calcnl  provisoire  est.  dès  aii|onrd'lini,  assez  avancé 
pour  (iniin  soll  assiiii'  île  la  \  alenf  des  observations.  La  lenneinre  des  lriant;lcs 
cl  la  concin-danee  des  hasi's  calcnlecs  cl  inesnrces  si'mMenI  devoir  clic  coinpa- 
rnblcs  à  ce  (piCIlcs  sonl  dans  la  révision  de  la  miTidicnnc  de  Fiance.  Nous 
rcv  icndiims.  dans  nn  l'iapporl  nllericni',  sur  le  ri'snllal  de  ce  calcnl  provisoire 
lorsipTil  sera  IcrmiiK'. 

Piihlii'dlidU .  —  Le  service  i;coi;rapliifpip  de  l'Armée  csl  en  mpsnre  d'assnrer 
le  calcnl  prov  Iso  lie  cl  défini  lil  des  observa  lions.  Mais  la  publicalioii  des  résnllals 
iiécessilera  cerlaines  dépenses,  el  il  n'esl  pas  douteux  que  les  Pouvoirs  publics 
ne  nous  fonrnissenl  les  nioven  de  les  couvrir,  (lellc  ])nblicalion  sera  divisée  en 
den\  parlics.  (Mil  cniraînciiml  des  Irais  à  peu  près  éj;anx  :  la  prcinière  parlie 
coinprcndia  les  ri'siilials  des  observalions  géodésiques  astronomiques  el magné- 
ll(jiics,  el  la  sccimde  parlie  ceux  des  r(^clierclies  biologiques.  Les  personnes  qui 
onl  visité  les  belles  collections  exposées  au  Muséum  ne  s'étonneront  pas  du 
il(''V(dop|)eiiienl  attribué  à  celle  seconde  ])arlie.  Les  espèces  nouvelles,  surtout 
polir  les  insectes,  sonl  nombreuses  et  dev  roui  être  rejiroduilcs  par  des  |)lan(dics, 
souvent  coloriées.  L'ensemble  des  résultats  et  d'un  liant  iuterêl  el  lait  le  plus 
grand  lionuenr  à  la  Science  française  el  au  Corps  de  santé  de  l'Armée. 

En  constalanl  ici  riienrcuse  issue  de  l'expédition,  nous  croyons  devoir 
rendre  hoinniage  au  dévoni'iucnl,  an  courage  el  à  l'endurance  des  officiers, 
sous-officiers  et  soldats  français  qui  Idnl  iucik'c  à  bien  sous  un  climal  pénible 
et  dans  les  circonslances  dilliciles  c\pos('cs  dans  nos  ])récédeiils  Rapports,  ainsi 
(pi'à  l'Iiabilité  cl  à  la  science  des  opéialeiirs  ipii  onl  accoinpli  une  ii'uvrc  scien- 
tifique de  pieniier  ordre.  Nous  devons  remercier  les  (iouvcriiements  équalorien 
et  pé-ruvicn  de  I  a|ipui  p(''ciiiiiaiie  et  moral  ipiils  nous  (ml  prêté  et  de  la  Ixmne 
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volonté  qu'ils  n'ont  cessé  de  nous  lémoigner.  Signalons  également  le  zèle  des 
officiers  équatoriens  et  péruviens  qui  ont  (Hé  pour  nous  des  collaborateurs  très 
utiles.  Qu'il  nous  soit  permis  en  terminant  de  rappeler  le  rôle  de  notre  Confrère, 
le  Prince  Roland  Bonaparte,  et  de  dire  combien  sa  généreuse  initiative  a  facilité 
le  succès  final  de  l'entreprise.  Mais  notre  reconnaissance  va  surtout  au  Parlement 
français,  qui  a  compris  l'importance  de  celte  œuvre  au  double  point  de  vue 
scientifique  et  patriotique,  el  qui  ne  nous  a  jamais  marchandé  les  crédits  néces- 
saires, bien  que,  par  suite  de  difficultés  inattendues,  les  prévisions  primitives 
aient  été  noliiblcmenl  dépassées. 


H.  P.  —  VIII.  81 


RAPPORT 
SUR   LA  PROPOSITION   D'UNIFICATION 

DES 

JOURS  ASTRONOMIQUE  ET  CIVIL 


Annuaire  du  Bure<iu  des  Longitudes,  p.  E.i-E.io  (1895). 


Piir  une  lellre  en  dalf  du  19  oclobrc  i8t)4,  M.  le  Minisire  de  l'inslruclion 
publique  invile  le  Bureau  des  Longiludes  à  donner  son  avis  sur  une  pro|)Osition 
fiiile  par  llnslilul  canadien  el  la  Société  aslronoiniipie  de  Toroulo.  Il  s'agit 
d'un  cliangenienl  de  l'origine  du  jour  asIrononiuiiK',  ipii  commencerai!  à  iiimuil 
connue  le  |our  civil. 

Ce  n'est  pas  la  première  fois  cpic  li'  Bureau  des  Longiludes  a  eu  à  s'occuper 
de  celle  queslion. 

Le  ■i,\  février  i8o4,  Laplacc  proposa  (l'iiiii(ier  l'Iieure  civile  el  l'iieure  aslro- 
Moiiiicpie  eu  coiuplanl  celle  dernière  à  parlirde  miiiiiit.  Après  une  assez  longue 
discussion,  celle  pioposition  lut  adoptée  par  ^  voix  contre  5. 

Elle  ne  fui  lnulefois  pas  exécuti'c;  la  Coiuntissance  des  Temps  resta  fidèle  à 
l'ancienne  manière  de  compter  U'  temps  astronomique. 

.NL-iis  Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste  et  dans  le  calcul  de  ses  Tables, 
adopta  le  temps  civil  et  il  fut  imité  par  les  autres  constructeurs  de  Tables 
jusqu'à  Le  Verrier,  (|iii  revinl  à  la  date  aslronoiiinpie. 

La  que^liun  fut  agitée  de  noineaii,  eu  i(S8/|,  |)arla  Conférence  inlernatioiial(! 
réunie  à  \\  asliinglon,  (pii  adopta  le  vœu  suivant  : 
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«  La  Conférence  exprime  resjxiir  (jii'aiissilùt  qu'il  sera  possible  de  le  faire, 
les  jours  astromomiques  el  les  jours  marins  seront  parloul  ri'^lés  de  façon  à 
commencer  à  minuit.  » 

En  i885,  un  autre  Congrès  aslroiKuiiitpic  se  linl  à  Genè\e  et  la  r(''sulull()ii  de 
la  Conférence  de  Washington  y  fut  l'olijel  d'une  longue  discussion;  rlle  fui 
critiquée  par  la  grande  majorité  des  astronouies  présents,  et  en  particuliei-  par 
MIM.  Newcomb,  Auwers,  Gyldèn  et  Tieljen.  représentant  de  la  direction  du 
Ucrh/irr  J'i/iibuc/i .  Elle  fut  dcdeuduc  pai-  M.  Slru\e. 

Le  iiureau  des  Longitudes  n'était  pas  n'sti-  étranger  à  ce  moineuu'iit.  A  ijlu- 
sieurs  reprises,  M.  Eaye  attira  son  alleulion  sur  li'  \ote  du  Congrès  de 
Washington  et  rappela  (pu'.  sous  1  iniluence  de  Laplact',  le  Bureau  calculail 
autrefois  les  Tables  des  planètes  et  de  la  Lune  pour  minuit  moyen  de  Paris. 
Cependant,  en  présence  de  la  discussion  du  Congrès  de  Genève  el  de  l'uppusi- 
lioii   proliabie  des  astronomes  allemands,   le  Bureau  ne  prit  aucune  di'cisiou. 

A  Creenw  icli,  on  adopta  une  deini-nu'Sure  ;  depuis  l885,  le  leniiis  ciNil  île 
Ciii'cnw  icii.  conijiti'  à  parllr  de  miuuil ,  de  o''  à  •i.\'' ,  a  él(''  adoplc  pour-  les  oi)ser- 
\aliiuis  spectroscopiques,  photographiques,  magnétiques  et  météorologiques; 
le  lem|)s  astronomique  restant  en  usage  pour  les  observations  |uirement  aslro- 
uoniupies  et  pour  le  Xdutical  _  llindiifir. 

Les  choses  en  étaient  là  (piand  l'Instilul  canadien  el  la  Société  astronomiqiu' 
de  Toronto  nouuuèreni  une  Cauuuiission  mixte  chargée  d'exauiinei- dr  nouveau 
la  ([uestion. 

La  Commission,  nettement  favorable  à  la  réforme,  résolut  d'envoyer  une 
circulaire  à  tous  les  Astronomes  pour  les  prier  de  donner  leur  avis  sur  la  ques- 
tion suivante  : 

«  Est-il  désirable,  en  considérant  tous  les  intérêts,  qu'à  partir  du  i""' jan- 
vier 1901 ,  le  jour  astronomique  commence  partout  à  minuit  moyen?  » 

Les  réponses  à  cette  sorte  de  plébiscite  furent  peu  nombreuses;  108  de  ces 
réponses  étaient  pour  la  réforme,  63  y  étaient  opposées. 

Les  Allemands  étaient  en  majorité  hostiles;  mais  les  Russes,  les  Autrichiens, 
les  Anglais,  les  Américains,  les  Italiens,  les  Français  étaient  favorables.  Il 
convient  d'ajouter  que  les  astronomes  français  n'avaient  envoyé  que  quatre 
réponses. 

Les   Lords   de   l'Amirauté    esliinaieiit  que  le  changemenL  proposé  pouvait 
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Olro  utile,  muls  à  lu  ciiniliiiim  i'\|iros.se  qu'à  la  sulU;  d'une  ciilcnlc  lui'iilahlc  il 
■ioit  adoplé  siuiullauémcul  par  loules  les  grandes  éphéniéndes. 

C'est  sur  la  (pii".ti<ui  ainsi  posée  que  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  puMicpu', 
saisi  par  M.  Ir  Aliuislie  des    Vllaires  étrangères,  deinandc  lavis  du  liuirau. 

Ce  n'est  cerlaineuicnl  pas  sans  raison  ipie  l'usage  actuel  a  été  adopté  el 
maintenu  jus(|U  à  ce  jour  par  les  astronomes,  malgré  le  \  ote  du  Rureau  en  l  So.'j .    ' 

Les  observations  astroiiomicpu's  si'  lonl  surtout  la  uiiit,  et  c'est  au  moment 
où  la  vie  civile  se  lalcntit  (pu'  la  vie  asironomiqiu'  atteint  sa  plus  giaude  inten- 
sité; pour  ne  pas  l'inlerronipre  par  un  ciiangement  de  date,  d  convient  donc 
de  s'écarter  des  usages  civils. 

11  est  évideuinu'nt  incomivujde  pour  rastroiiome  de  clianger  la  date  sur  son 
cariu't  au  milieu  d'une  nuit  d'observal  i(jns  ;  il  est  |iermis  de  craindre  qu'd 
n Oublie   souNcnt    de  le   taire   et   fpie  les  erreurs  qui    en   résulteront  ne  soient 


difficiles  ensuite  à  décou\rir  et  à  corrigei 


Mais  cet  inconvénient  se  présente  déjà  avec  le  système  actuel  pour  les 
observations  du  Soleil  et,  comme  ce  sont  les  plus  usitées  à  bord,  les  marins  se 
trouvent  à  cliaipie  instant  eu  présence  de  cette  même  incommodité  (pii  ell'raye 
les  astronomes. 

On  |»eut  même  leniarquer  que  le  marin,  préoccupé  de  mille  soucis  divers, 
obligé  d'utiliser  son  observation  sur  l'beure  pour  décider  sa  roule,  est  plus 
exposé  à  l'erreur  que  l'astronome,  cpie  rien  ne  vient  déranger  de  ses  observa- 
lions;  et  d'autre  part  les  conséquences  d'une  erreurà  bord  peuvent  être  graves, 
tandis  que,  dans  un  observatoii'e,  on  aura  tout  le  Iruqis  de  la  reclierclier  et  de 
la  corriger  à  télé  reposée. 

Sans  doule,  le  mouvement  du  Soleil  ('•laut  plus  rapide  que  celui  de  beaucoup 
de  planètes  et  de  comèles,  une  erreur  d"un  jour  amènerait  des  divergences  qui 
attireraient  promptemeiit  l'attention;  il  est  toujours  à  craindre,  cependant, 
fpie  ce  ne  soit  trop  lard. 

Si  les  astronomes  preuaieul  l'habitude  d'insciire,  au  début  de  la  nuit,  sur 
leur  carnet,  «  unit  du  i  i  au  12  »,  par  exemple,  ils  n'auraient  jilus  qu'à  marquei- 
l'heure  sidé'rale  a  ci'jtc  de  (haqiie  observation;  il  leur  serait  facile  ensuite, 
quand  ils  inetliaii'Ul  leur-  travail  au  net  el  (pi'ils  convertiraient  le  temps  sidéral 
en  temps  riio\cu.  ilc  lucllrc  la  date  iln  1  1  jusqu'à  minuit  luojen,  et  celle  du  12 
à   partir  de  «elti-  heure. 

Ce  11  c'st  la  ou  ini  eliaiij;ement  d'ha  bit  iules  ipii  |ieut,  coiiiiiie  il  arrive 
tiuijoiiis.  pro\oqiier  ipielques  résistances,  mais  qui  ne  semble  pas  inacceptable. 
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Lhi  iiulre  iirgiiiiu'nl  a  ék'  invoque  contri'  l;i  irtiiinii'.  11  Vii  v  avoif  iiiic  discoii- 
liiiiillé  dans  révaliialKin  ilii  Iciiips,  analogue  à  celle  qui  s'esl  pinihiile  au 
inonienL  de  la  réforme  grégorienne  ou  (|iian(I  on  a  commencé  à  conipler  l'année 
à  partir  du  i'''' janvier.  Ce  n'esl  |)as  là  un  inconvéïiienl  passager;  les  calcula- 
tenrs  auionl  loujours  à  ulilis(>r  les  noiiiliicuses  ohservalions  des  lieux  derniers 
siècles;  il  faudra  donc,  si  la  n'Ioriue  esl  ado|)ir'e,  (pTiis  le>  iiMeelenl  d'une  cor- 
reclion,  p(uir  les  ramener  à  leur  manière  de  suppuler  le  leuips. 

Ce  sera  là  une  complicalion  el  une  source  d'erreurs. 

Cet  inconvénient  est  grave  sans  doute,  mais  plus  la  réforme  >era  relardée, 
plus  il  s'aggravera,  car  les  observations  rapportées  à  la  date  dile  asiionoiitique, 
iront  en  s'accumulant  sans  cesse.  Or,  il  est  à  prévoir  que  le  cliangeiiieni  Unira 
par  se  faire,  car  les  tendances  à  runilicalion  di'xieiinenl  de  |)lus  en  plus  impé- 
rieuses. Le  désavantage  on  question  sera  donc  d'aulant  moins  gênant  ipi'on  s'y 
résignera  plus  vite. 

Toutes  ces  objections,  qmdle  (pie  soit  leur  valeur,  ne  semblenl  donc  pas 
décisives.  Il  peut  en  consécjuence  y  avoir  intérêt  à  faire  disparaître  les  nom- 
breuses singularités  qu'entraînent  les  usages  actuels. 

\a\  date  à  laquelle  les  marins  doivent  rapporter  leurs  observalions  n'est  pas 
celle  qui  figure  an  journal  de  boid. 

Nous  avons  vu  plus  liant  cpià  Greenwicli  on  emploie  concurremmeni  le 
temps  civil  et  le  temps  astronomiijiie,  siiivanl  la  nature  des  observations. 

Dans  les  publications  du  Bureau  des  Longitudes  lui-même,  on  pourrait 
relever  des  anomalies  analogues. 

La  Connaissance  des  Temps  rap|)iu[e  loiit  à  la  date  aslromunique,  saui  les 
heures  dos  levers  et  couchers  du  Soleil  ei  de  la  Lune,  celles  des  phases  de  la 
Lune,  celles  des  éclipses,  et  le  temps  moven  à  midi  \rai  qui  sont  exprimés  en 
temps  civil. 

Dans  V Annuaire,  pour  se  confornier  aux  lialiilndes  du  piililic.  le  leiiqis  civil 
esl  ordinairement  employé,  sauf  [loiirtant  pour  les  étoiles  variables. 

Mais  il  en  résulte  alors  certaines  divergences  entre  la  Connaissance  des 
Temps  el  V Annuaire,  par  exemple  pour  le  passage  au  méridien  de  la  Lune  et 
des  planètes,  que  ces  deux  Ouvrages  rapportent  à  des  dates  différentes. 

Tous  ces  inconvénients  ne  pourront  ilisparaîlre  que  quand  la  retorme  sera 
adoptée. 

Toutefois,    si    le    changement    proposé    parait   avantageux   on    principe,    il 


64()  PROPOSITION  d'unification  des  jours  astronomique  et  civil. 

convient  do  se  demander  si  la  France  ne  duil  pas,  a\aiil  de  le  iiu^ltre  en  pra- 

liqiie,  se  prt^occuper  de  ce  qui  se  passera  dans  d'autres  pays. 

Si  les  divers  observatoires,  si  les  diverses  publications  astronomiques  ne  se 
ralliaient  pas  à  la  réforme  et  ne  l'opéraient  pas  en  même  temps,  il  s'ensuivrait 
une  confusion  iiiexlricalilc  heaucou])  plus  fàclieuse  que  la  sil nation  actuelle. 

Les  caiculaleurs  (nii  se  servent  eoncurreuimciit  des  épliémérides  françaises, 
anglaises,  allemandes  et  américaines.  de\raienl  faire  une  currectlon  |iour  passer 
des  unes  aux  antres. 

Il  fani  an  moins  que  la  Connaissancn  des  Temps,  le  Nautical  Almanac  de 
Greenuieli,  celui  de  Washington,  et  le  Berliner  Jalirhuch  s'entendent  pour 
adopter  simullanément  le  projet  d'unification.  Si  ces  quatre  grands  journaux 
se  niellent  d'accord,  les  autres  publications  seroni  amenées  à  les  suivre. 

Il  tiini  dune  d'altoid  qu'une  entente  s'établisse  entre  les  gouvernements  sous 
les  auspices  desquels  se  publient  ces  quatre  grandes  épliémérides.  S'ils  ne 
pouvaient  s'accorder,  il  vaudrait  mieux,  conformément  à  l'avis  des  Lords  de 
l'Ainiraulé,  renoncer  provisoirement  à  la  réforme. 

Agir  autrement  serait  s'exposer  à  un  immense  désordre,  qui  ne  st'rait  pas 
seidenu'nl  nn  inconvénient  passager,  [uiisque  nos  descendants  en  soullViraienl 
encore  (juaud  ils  voudraient  utiliser  les  observations  de  la  période' de  transition. 

Plusieurs  membres  du  Bureau  étaient  il'avis  d'en  courir  les  risques;  mais  la 
majorité  a  pensé  que  ce  serait  là  acheter  trop  cher  des  avantages  peut-être  un 
peu  légers. 

Une  autre  question  a  appelé  l'atlenlion  dn  Bureau. 

Pour  que  rnuification  soit  com|ilèle,  il  ne  suffit  pas  que  le  jour  civil  et  le 
jour  astrononiicine  cinnuienceiil  en  nu*uu'  lenq)s];  il  faut  enc-ore  <[ne  l'heure 
civile  et  l'heure  astronomique  se  comptent  de  la  même  manière. 

Le  jour  civil  se  divise  actnellement  eu  deux  périodes  de  douze  heures,  et 
l'heuri!  se  compte  de  o  à  12;  la  réforme  n'aura  vraiment  son  efficacité  que 
fpiand  l'heure  civile  se  comptera,  comme  l'heure  astronomique,  de  o  à  24. 

C'est  ce  qui  se  passe  en  lia  lie  el  en  Angleterre  depuis  l'année  dernière. 

Le  public  résistera  sans  donle  et  sera  quidque  temps  avant  de  consentir  à 
changer  ses  habitudes. 

Mais  on  pourrait  recommander  celle  n'forme  aux  Compagnies  de  cliemins 
de  fer,  qui  y  trouveraient  de  grands  avantages. 

La  Connaissance  des  Temps  et  VAnnuain-  du  iînrean  deMiiieni.  d'anire 
part,  compter  partout  les  heures  de  o  à  24''  dès  (pie  ruuilicalion  sciait  faite.  Il 
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n'y  a  pas  lieu,  bien  entendu,  de  devancer  celle  unificalion,  puisque  ces  men- 
tions «  malin  et  soir  »  sont  actuellement  le  meilleur  moyen  de  distinguer,  à 
première  vue,  le  temps  civil  du  temps  astronomique. 

Le  Bureau  des  Longitudes  a,  en  conséquence,  adopté  la  résolution  suivante  : 

«  Le  Bureau  des  Longitudes  est  favorable,  en  principe,  à  la  réforme  pro- 
posée par  l'Institut  canadien  pour  le  changement  d'origine  du  jour  astro- 
nomique. 

Le  Bureau  estime  que  cette  réforme,  comme  l'ont  fait  observer  les  Lords  de 
l'Amirauté,  ne  peut  avoir  d'efficacité  que  si  une  entente  a  lieu  entre  les  gou- 
vernements publiant  les  principales  éphémérides. 

«  Enfin,  considérant  que  l'unilication  ne  sera  vraiment  complète  que  lorsque 
l'heure  civile,  à  l'exemple  do  ce  qui  se  fait  en  Italie,  sera  comptée  de  o  à  24'', 
le  Bureau  émet  le  vœu  que  celle  dernière  réforme  soit  réalisée  le  plus  tôt 
possible.  » 


RAPPORT 

SUR  LES  RÉSOLUTIONS  DE  LA  COMMISSION 

CHARGÉE  DE  L'ÉTUDE 

DES  PROJETS  DE  DÉCIMALISATION  DU  TEMPS 

ET 

DE  LA  CIRCONFÉRENCE 


Archives  du  Bureau  des  Longitudes,  p.  1-12. 


On  il  sonvenl  parlé  d'introduire  le  système  décimal  dans  les  divisions  du 
teiiip'-  ei  (le  la  circonférence;  mais  c'est  surtout  depuis  quelques  années  que 
s'ehl  |irii(liiil  iliins  certains  milieux  un  mouvement  d'opinion  favorable  à  cette 
réloruie. 

IMusieiirs  |ii'iijcls.  d'il illcurs  Inciiiiijiiil ililcs,  (inl  été  proposés,  et  chiicun  d'i'u\ 
a  recueilli  d'assez  nomlireuses  adhésions. 

A  la  suite  de  cette  agitation  et  des  pi'tilions  adressées  par  plusieurs  sociétés 
de  Géograpiiie,  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  a  chargé  une  Commis- 
sion spéciale  d'étudier  les  avantages  el  les  inconvénients  des  différents  systèmes 
mis  ainsi  en  iiviiiil. 

Cette  Commission,  on  Imilcs  les  spi'einJlii'N  étalent  représentées,  compreuail  : 

1"  Les  membres  du  Bureau  des  i-ongiludes  ; 

2"  Deux  iiiriiilucs  ilr  riidiniaisliiilioii  ccntride  de  rinslnictiou  piiliiiipu^; 
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3"  Deux  représenlants    des  Postes  el  Télégraphes  ; 

4"  Deux  représentants  des  Chemins  de  fer; 

3"  Deux  représentants  des  sociétés  de  Géographie. 

I..es  éludes  de  celte  Commission  l'ont  conduilc  à  des  coneliisions  que  je  vais 
chercher  à  exposer  brièvement. 

Inconvénients  du  système  sexagésimal. 

Tous  les  peuples  ont  depuis  longtemps  ado[)l('  un  même  système  d'unités 
pour  la  mesure  des  temps  et  des  angles. 

La  circonlérc^nce  est  diviséi;  en  36o  degrés,  ehiique  degré  est  divisé  en 
6o  minutes  d'arc,  chaque  minute  en  60  secondes  d'arc. 

Le  jour  est  divisé  en  24  heures,  chaque  lu'iire  est  subdivisée!  en  60  minutes 
de  temps,  chaque  minute  en  60  secondes  de  Icmps. 

Ainsi,  notre  manière  de  compter  les  temps  et  les  angles  repose  sur  le  sys- 
tème de  numération  sexagésimal,  tandis  que  nous  employons  le  système  décimal 
pour  tous  les  autres  usages. 

Ce  système  sexagésimal,  legs  des  anciens  Chaldéens,  présente  des  inconvi:- 
iiienls  (jui  sont  Irop  évidents  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'y  insister. 

Les  problèmes  les  plus  simples  ne  peuvent  plus  se  résoudre  sans  quelque 
efl'ort;  il  faut  une  certaine  attention,  par  exemple,  pour  calculer  la  vitesse  d'un 
train,  connaissant  l'heure  du  départ,  celle  de  l'arrivée,  et  le  nombre  de  kilo- 
mètres parcourus. 

Il  n'est  pas  jusqu'à  l'addilion  et  à  la  sduslraclion  de  deux  angles  qui  ne 
<le^  ieiinent  des  opérations  compliquées,  et  qui  n'exposent  même  souvent  qu'à 
(juelques  chances  d'erreiii-.  Il  en  sera  de  même,  a  fortiori,  quand  on  voudra 
multiplier  ou  diviser  un  angle  par  un  nombre  entier,  même  simple. 

Mais  la  difficulté  est  plus  grande  encore  dans  l'interpolation,  qui  est  une  des 
(opérations  les  plus  fréquentes  que  doivent  employer  les  astronomes  et  les 
marins. 

On  donne  un  angle  quelconque  (par  exemple  l'ascension  droite  d'un  astre) 
à  midi  moyen;  on  donne  également  la  variation  de  cet  angle  pour  une  heure, 
et  il  s'agit  de  calculer  la  valeur  de  ce  même  angle  à  1 1''  45"'  36*. 

On  n'a  alors  d'autre  ressource  que  de  «  décimaliser  »  cette  donnée  par  un 
calcul  préalable  qui  montre  que  1 1''  45"'  36'  =  i  i'',76o. 

H.  P.  —  VIII.  82 
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Ces  difficultés  sont  sans  doute  pclilos;  mais  elles  se  reuconlieiU  à  chaque 
pas.  d'autant  plus  importunes  (iiTon  les  sait  purement  artificielles. 

D'ailleurs,  M.  d'Abbadie  a  iiKinIrû,  par  des  expériences  comparatives  soi- 
j;neusemenl  lailes.  que  l'usât;!'  du  sysième  décimal  al)réf;ei'ait  des  deux  cin- 
quièmes environ  la  durée  de  bi'iui(()M|i  de  caleuls  astronomiques. 

Ce  n'esl  |)as  liml.  rcuq)li>l  dr  driix  unités  différentes  pour  les  tt'nips  et  poul- 
ies arcs  est  nue  nomelle  source  de  complications.  Dans  la  Connaissance  des 
Temps,  on  exprime  en  heures,  non  seulement  le  temps  solaire  et  sidéral,  mais 
les  ascensions  droites;  tandis  qu'on  exprime  en  degrés  les  déclinaisons,  les 
longitudes  et  latitudes  astronomiques,  et  les  latitudes  géographiques.  Les  lon- 
gitudes géographiques  sont  données  à  la  fois  en  heures  et  en  degrés. 

Mais  les  ascensions  droites  et  les  angles  lioiaires  qui  nous  sont  donnés  en 
heures  jouent  dans  les  calculs  le  iiiêiiie  rôle  <jue  les  autres  angles;  on  doit 
chercher  leurs  lignes  Irigonométriqucs  dans  des  tables  où  la  division  en  degrés 
est  le  plus  souvent  seule  employée. 

On  ne  peut  donc  s'en  servir  qu'après  les  avoir  convertis  en  degrés.  Celle 
nécessité  entraîne  de  fréquents  calculs  de  conversion,  des  temps  en  arcs  el  des 
arcs  en  temps. 

Cette  conversion  ne  serait  pas  extréineinent  compliquée  si  les  subdivisions 
étaient  décimales,  car  le  facteur  de  conversion  est  simple;  c'est  le  nombre  i5. 
Mais  avec  le  système  sexagésimal,  la  multiplication  ou  la  division  par  i5  est 
une  opération  relativement  pénible  et  peut  entraîner  des  erreurs. 

Ajouterai-jc^  enfin  (pie,  si  l'usage  des  machines  à  calculer  vient  à  se  répandre, 
on  de\ra  avoir  deux  machines,  l'une  pour  les  opérations  sur  les  angles  et  les 
temps,  l'aiilic  pour  les  opérations  sur  toiiles  les  aulres  grandeurs.  Si  les  angles 
et  les  temps  étaient  divisés  décimalemeni,  une  seule  machine  suffirait  pour 
assurer  le  service. 

Ces  inconvénients  intéressent  tout  le  monde,  depuis  l'iisiiduoiiie  jusqu'à 
l'employé  de  chemins  de  fer.  Mais  ils  sont  surtout  pénibles  pour  les  marins  (pii 
ont  besoin  de  calculer  souvent,  lapidement,  et  quelquefois  dans  des  circons- 
tances difficiles. 

M.  Guyou,  capitaine  de  frégate,  membre  de  l'Institut,  qui  faisait  partie  de 
la  Commission,  a  souvent  insisté  sur  ce  point;  selon  lui,  bien  des  patrons,  qui 
naviguent  acluellemenl  plusieurs  semaines  sans  jamais  connaître  leur  position, 
pourraient  apprendre  à  faire  le  point  si  on  les  débarrassait  de  ces  difficultés 
artificielles. 
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Première  tentative  de  réforme. 

A  l'époque  de  la  Révolution,  les  créateurs  du  système  métrique  considéraient 
la  division  décimale  du  jour  et  de  la  circonférence  comme  la  conséquence 
logique  de  la  réforme  des  poids  et  mesures. 

Une  Commission  où  dominait  riulluence  de  Laplace,  Ht  diviser  le  jour  eu 
10  heures  et  la  circonférence  en  4oo  grades. 

La  nouvelle  unité  de  temps,  l3eauc(jup  trop  longue,  trop  coulraire  aux  habi- 
tudes du  public,  ne  fut  acceptée  de  personne;  on  n'en  retrouvait  des  traces 
qu'au  musée  Carnavalet  qui  possède  (piehjues  horloges  décimales  construites  à 
celte  époque. 

La  nouvelle  unité  d'angle  eut  uiu'  meilleure  lniliine.  INon  seulement  Laplace 
en  a  fait  un  fréquent  usage  dans  sou  Trai(é  de  Mécanique  céleste,  mais  elle  a 
conservé  jusqu'à  nos  jours  un  rôle  dans  la  [U'atique. 

La  première  application  en  fut  faite  par  Delamijre  el  iMécliain,  pour  la 
mesure  de  l'arc  de  méridien. 

Plus  lard,  en  1818,  quand  on  s'occupa  de  la  confection  d'une  carte  détaillée 
de  la  France,  l'influence  de  Laplace,  celle  des  souvenirs  laissés  par  Delambre 
el  Méchain,  fil  adopter  le  grade  comme  unité  d'angle  par  le  Service  géogra- 
phique de  l'Armée. 

Depuis  lors,  ce  service  n'a  pas  cessé  d'en  faire  usage  et  il  ja  trouvé  avantage, 
bien  que  les  astronomes  aient  conservé  le  s>'slôme  sexagésimal. 

Les  géodésiens  sont  ainsi  forcés  d'avoir  deux  sortes  d'instruments;  les  uns 
divisés  en  grades  pour  les  triangulations  géodésiques,  les  autres  gradués  en 
degrés  pour  les  mesures  de  latitude.  Mais  à  leurs  yeux,  cette  gêne  est  largement 
compensée  par  la  facilité  du  calcul. 

On  a  calculé  et  imprimé  des  tables  irigonométriques  dans  le  système  centé- 
simal. Le  Dépôt  de  la  Guerre  en  a  publié  trois,  d'étendue  différente. 

La  première  est  à  huit  décimales  et  donne  les  lignes  Irigonométriques  de 
milligrade  en  milligrade. 

La  seconde  est  à  cinq  el  la  troisième  à  quatre  décimales;  l'une  donne  les 
lignes  de  centigrade  en  centigrade,  l'autre  de  décigrade  en  décigrade. 

Le  Service  géographique  de  l'Armée  n'est  pas  resté  isolé  ;  il  a  été  imité  par 
le  Service  du  Génie  et  par  les  services  géodésiques  de  divers  pays  étrangers, 
tels  que  la  Belgique. 
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Néaninoiii-i,  r('iii|il(ii  ilu  j;rnil('  ne  s'ol  |):i>  t;cnci'iiliM'' ;  les  iisliniiniiics  IViiii- 
çais  ne  pouvaient  renoncci-  m  l'iiiiiU'  iuloph'c  pur  Ions  les  iisiioiupiiics  (■^ii-iinf;tT.s, 
el,  il  V  a  un  siècle,  l'élal  de  ri'>iii(>|ii'  iriiiiriiil  piis  pi'iiiiis  une  culcnlc  iiilcr- 
nalionalc. 

I>os  marins,  le  m'i\  icc  ln(li(ii;iM|)lii(|M('  claicnl  (ilili<;(vs  de  suivre  les  aslni- 
iiunu's.  Ils  (iiil  iliiiic  ciiiisciM'  le  dc^rc  axci'  ses  rlivisions  sexairésiiualfs. 

En  rcsuinc,  la  ii'hiniic  a\ail  ccliDué. 

Conditions  du  problème. 

l*(Mil-i)ii  aujoiinriiui  leudUNcIcr  celle  leiilalive  avi'c  de  meilleures  i  liances 
do  succès?  Il  esl  permis  de  l'espérer;  mais  le  proldème  esl  coiuplexe;  la  mulli- 
plicité  môme  des  solutions  proposées  le  prouve  suffisammonl,  el  d'ailleurs  un 
rapide  examen  des  conditions  à  remplir  va  mieux  noiLs  le  faire  comprendre. 

Sans  doute,  quelles  que  soieni  l'unité  de  temps  et  l'unité  d'arc  adoptées,  il 
suffira  (jvie  ces  unités  nouvelles  soient  subdivisées  d'après  les  rèyles  du  système 
décimal  pour  qu'un  progrès  immense  soit  réalisé  et  que  les  inconvénients  les 
plus  graves  s'évanouissent. 

Mais  l'embarras  commence  dès  cju'il  s'agit  de  choisir  ces  unités. 

i"  Il  est  dangereux  de  froissc^r  inutilement  les  lialiitudes  du  public  qui  ne 
renoncera  pas  facilement  à  la  division  du  jour  en  24  iieures.  Nous  nous  expo- 
serions à  nous  heurter,  comme  nos  devanciers,  à  une  invincible  résistance. 

2"  Les  savants  eux-mêmes  oui  une  tradition  qu'ils  ne  pourraient  abandonner 
impunément;  l(!s  astronomes  ont  accumulé  depuis  plusieiu's  siècles  un  riche 
trésor  de  docunu-nts  qui,  loin  de  perdre  leur  prix  en  vieillissant,  deviennent 
chaque  jour  ])lus  précieux;  les  phénomènes  astronomiques  se  déroulent  avec 
lenteur,  et  une  comparaison  constante  du  présent  et  du  passé  peut  seule  nous 
en  révéler  le  secret. 

Il  esl  donc  désirable  cpie  les  angles  el  les  temps  exprimés  en  mesures  sexagé- 
simales puissent  être  aiséuient  converlls  dans  le  noincau  système  d'unilés. 

3°  Enfin,  il  faut  compter  avec  les  répugnances  des  pliysicieiis  et  <les  méca- 
niciens pour  (pii  la  sru-onde,  base  du  système  C.  (j.  S.  esl  l'unitc'  fondamen- 
tale de  temps. 

4°  On  peut  avoir  à  additionner  pliisi(;urs  angles  dont  la  somme  est  plus 
grande  que  la  circonférence;  ou  bien  à  soustraire  un  angle  d'un  autre  plus  petit 
en  valeur  absolue. 
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On  peut,  parliculiôrement  dans  l'étude  des  marées,  être  forcé  de  calculer  les 
lignes  trigonoméiriques  d'un  angle  qui  croît  proportionnellement  au  temps  et 
dont  les  variations,  pendant  le  cours  d'une  année,  pourront  atteindre  plusieurs 
circonférences. 

Il  tant  donc  se  préoccuper  du  calcul  des  angles  plus  grands  que  2  7r. 

Il  est  à  soulialler  que  l'on  puisse  facilement  extraire  d'un  pareil  angle  le 
multiple  de  27:  qui  y  est  contenu  et,  par  conséquent,  que  le  rap|)(irl  de  la  cir- 
conférence à  l'unilé  d'angle  soit  un  nombre  simple. 

5"  Il  convient  que  l'unité  de  temps  soit  la  môme  que  l'unilé  d'arc,  ou  au 
moins  que  le  rapport  des  deux  unités  soil  un  nombre  simple. 

6°  Enfin,  pour  simplifier  les  calculs  Irigonométriques,  il  faut  que  l'on  puisse 
immédiatement  écrire  le  supplément  ou  le  complément  d'un  angle. 

La  simple  énumération  de  ces  conditions  montre  cju'elles  sont  incompa- 
tibles; il  est  donc  nécessaire  d'en  sacrifier  quelques-unes  ou  tout  au  moins  de 
n'y  salisiaire  (pi'iiiqiarfailemenl . 

Examinons  mainleiiant  les  a\anlages  el  les  inconvénients  des  diverses  solu- 
ions  proposées. 

Examen  des  divers  systèmes. 

Plusieurs  unités  de  temps  ont  été  préconisées;  on  a  proposé  de  diviser  le 
jour  en  24  heures,  en  20  heures,  en  10  heures  et  en  40  heures.  Les  deux  pre- 
mières solutions  peuvent  seules  ôtre  discutées,  car  les  deux  dernières  donne- 
raient :  l'une  uni'  heure  lieaucoup  trop  longue,  l'autre  une  heure  beaucoup 
trop  courte. 

La  division  en  20  heures  est  évideiiimcnt  plus  rationnelle,  plus  conforme  à 
l'esprit  du  système  décimal. 

D'un  autre  côté,  la  division  en  24  heures,  subdivisées  décimalement,  res- 
pecterait les  liabitudes  du  public,  pour  qui  l'iieure  est  l'unité  fondamentale  du 
temps  et  qui  lient  beaucoup  moins  à  la  minute  et  à  la  seconde. 

Elle  faciliterait  la  division  du  jour  en  3,  4j  •j  ou  8  parties  égales. 

En  ce  qui  concerne  l'unité  d'angle,  on  a  proposé  de  diviser  la  circonférence  : 

1°  En  100  degrés;  2"  en  200  degrés;  3"  en  400  degrés;  4"  t'ii  340  degrés; 
5"  en  36o  degrés. 

Dans  tous  les  cas,  le  degré  serait  sulidivisé  décimalement. 
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Examinons  siiocessiM'iiicnl  ciiiicmi  de  ces  svsIl'iih's  que  jcippcllcrni.  pour 
abi-i5gor.  It*  système  loo,  le  sj-stôiiic  :>.n(),  clc. 

Avantages  du  Mys/rnu'  100.   —  i"  Il  rsl  le  plus  salisfaisani  pour  l'cspi'il. 

3"   C  csl  crliii  ipii  s  ii(l:iplc  le  mieux  au  (  alciil  des  angles  plus  granils  (pie  9,7:. 

On  ix'iil  en  ellel.  sans  auciiu  calcul,  exiraiie  d'un  angle  plus  grand  (pie  la 
circonterence  le  iilus  grand  iiiulliple  de  la  circoiileicnce  (pu  J  csl  conlemi. 

IncoiHi-iliciils  (lu  syslime  100.  —  1"  Il  est  iiuntinpalihle  avec  la  diMsinn  du 
|(Uii'  en  ■>,  \  lieiires. 

Si  le  i(uir  ('lail  di\is(;  en  :i  j  heures  el  la  circonfi'rencc  en  kxi  degi('s,  la 
coineisiiui  di"~  arcs  en  leiups  exigerail  nue  dixisKui  par  ■>  *]  (pii  esl  un  lacleur 
cuiiiplnpie. 

2"  Pour  transformer  dans  le  sysh-'Hii^  100  un  angli?  donné  par  les  anciens 
donimenls  et  exprimé  en  degrés,  miniiles  el  secondes,  il  fani  d'abord  décima- 
liser cel  angle,  c'esl-à-dire  l'exprimer  en  Iraclions  décimales  de  degrés  el 
diviser  cnsnile  [lar  36  qui  esl  un  facleia'  com|)li(pié. 

Avantages  du  système  k^S^.  —  1"  Il  exisie;  Il  esi  eiii|)l()vé  depuis  un  siècle 
par  les  géodésions  français  el  étrangers. 

2"  Les  tables  Irigonomélriques  correspondanles  oui  élé  calculées  et  impri- 
mées; la  réimpression  en  serail  facile. 

3°  C'est  celui  qui  s'adapte  b'  iiiieiix  aux  calculs  Irigonomélriques;  car  on 
passe  immédiatement  de  l'expression  d'un  angle  à  celle  de  son  coniplémenl  cl 
de  son  supplémeni,  ou  à  celle  des  angles  ipii  (inl  mêmes  lignes  Irigono- 
iiiétriipies. 

4"  Il  est  conforme  au  jnMUCipe  du  svsl(''iiie  mélritpie  qui  a  parlagé  le  méri- 
dien terrestre  en  4o  millions  de  iiu'lres. 

Comme  conséfjuence,  le  nouveau  mille  marin  serait  égal  au  kilomètre.  On 
sait  (pie  les  marins  sont  obligés  d'adopter  [jour  unité  de  longueur  la  minute 
d'arc  de  la  circonférence  terrestre;  leur  mille  actuel  est  de  i852"'.  Dans  les 
systèmes  100,  200.  240,  S^io,  le  nf)iiveaii  mille  serait  respectivement  de  4  kilo- 
mètres, 2""',  1667"',   I  1  I  1'". 

Inconvénients  du  système  400.  —  Le  système  4oo  ne  reinplil  qu'lmpnrfai- 
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lenicnl  les  autres  conditions,  sans  (inaucnni'  ])onilant  le  soit  assez  mal  pour 
rendre  la  solution  inacceptable. 

i"  Il  est  moins  propre  que  le  système  loo  au  calcul  dos  angles  plus  grands 
cjue  2  71.  Pour  extraire  d'un  pareil  angh;  le  plus  grand  multiple  de  la  circonfé- 
rence qui  y  est  contenu,  il  faut  procéder  à  une  division  par  4-  Sous  ce  rapport, 
en  rcvanclie,  le  système  4oo  est  très  sii|)(''iieMr  aux  systèmes  240  et  36"o. 

Si  l'on  divise  le  jour  en  24  lieurcs  cl  la  circonférence  en  4"<>  grades,  il 
faudra,  pour  convertir  le  temps  en  arc  ou  inversement,  faire  une  multiplica- 
lion  ou  une  division  par  6.  A  ce  poinl  de  vue,  le  système  4oo  est  préférable  au 
système  luo,  mais  inférieur  au  système  36o  el  surtout  au  système  a4"- 

2"  i'our  liansfoiiuer  en  grades  un  angle  donne  par  les  documents  anciens  el 
expriuu'  en  degrés,  minutes  et  secondes,  il  faul  d'abord  li'  convertir  eu  frac- 
tions décimales  du  degré  el  le  dniseï'  cusuile  par  <). 

La  iiiullipllcaliou  par  ()  serait  une  opération  très  simple  :  la  di\isl(>n  es!  plus 
coiiipluiiu'e,  mais  n'est  cepeudanl  pas  inaccepla lili'. 

Avantages  cl  incuiivénieiils  du  systciiif  200.  —  Le  système  200,  intermé- 
diaire entre  les  sytèmes  100  el  4oo,  participe  ('x  idemmeut  des  avantages  et  des 
inconv(''nienls  de  l'un  et  de  l'autre. 

Avantages  du  système  240.  —  1"  F.a  conversion  du  temps  en  arc  se  l'ail 
sans  aucun  caleul. 

2"   L'angle  du  triangle  équilaleral  conlienl  un  nombre  entier  de  degrés. 

3°  Il  en  est  de  même  du  fuseau  Iioraire  (cm  sait  que,  dans  le  système 
adopté  par  louies  les  nations  civilisées,  sauf  la  France,  l'Espagne  elle  Portugal, 
la  surface  du  Cllobe  est  partagée  en  24  fuseaux  horaires  el  que  l'beure  légale 
est  pour  cliacun  de  ces  fuseaux  celle  du  méridien  centrai  du  fuseau). 

4"  Pour  iraiisfornier  un  angle  donné  par  les  documenls  anciens,  il  suffira  de 
le  convertir  en  fractions  décimales  du  degré,  puis  de  procéder  à  une  division 
par  i5,  ce  qui  se  fait  en  prenanl  le  tiers  el  en  relrancliant. 

5"  11  serait  facile  d'adapler  au  système  240  les  labiés  du  Dépôt  de  la  Guerre 
calculées  pour  le  système  4oo.  Ces  labiés  donnenl  les  lignes  irigonométriques 
des  arcs  dv  10  en  10  secondes.  Mais  5  secondes  du  système  4<J0  écjuivalent  à 
3  secondes  du  système  240.  On  aurait  donc  iinmédiatemenl  les  lignes  Irigono- 
métriques de  6  secondes  en  6  secondes  el  l'interpolation  serait  facile. 
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A^'antages  du  syslcniv  3(50.  —  l^os  ;i\;iiil;i^('s  du  s^slùiiie  o(iu  soiil  ana- 
logues à  ceux  du  pn^ct'deni  : 

i"  l,a  ('(lUVt'i'Mdii  (lu  Iriiijis  en  arc  el  la  conversion  inveise  exigeni  seulenu'nl 
une  luull  ipliealion  ou  une  division  par  i5. 

p."  l/an^le  du  Iriaiiiik'  é(|uiialéral  el  celui  du  luseaii  liiu'alre  eiuil  lennenl  un 
nombre  entier  de  deg;rés. 

o"  l'our  liansli)iiiier  un  aiii;le  dcuiiu'  ))ar  les  doeuiiienls  anciens,  il  siiflil  de 
le  converlir  en  fraclions  décimales  du  degré,  opération  (pii  esl  nécessaire  dans 
Ions  les  systèmes. 

Le  système  36o  est  dmic  supérieur  au  syslème  240,  en  ce  qui  concerne  la 
conversion  des  documents  anciens,  mais  intérieur  en  ce  cpii  concerne  la 
conversion  du  temps  en  arc,  opération  qui  semble  devoir  élre  plus  tréquenle. 
Le  système  240  est  d'ailleurs  plus  satisfaisant  pour  l'esprit. 

Iiiconvi'iiii'nis  ilcs  syslciiics  240  et  360.  —  Ces  deux  systèmes  ont  un  incon- 
vénient commun. 

Ils  ne  se  prêtent  pas  convenablement  au  calcul  des  angles  ])lus  grands  que  271; 
on  serait  conduit  en  effet  à  une  division  par  24  ou  par  oG. 

Comparaison  des  divers  systèmes. 

Pour  faciliter  la  couipaiaiscin  des  divers  systèmes  et  jiour  faire  apprécier 
dans  quelle  mesure  ils  satisfont  aux  difl'érenles  conditiims,  je  donne  pour 
chacun  d'eux  le  tableau  des  trois  coefficients  de  transf(u-nialion. 

Le  premier  coefficient  est  celui  <pii  intervient  dans  le  calcul  des  angles  plus 
grands  que  271. 

Le  second  est  celui  qui  sert  à  la  conversion  des  temps  en  arcs. 

Le  troisième  est  celui  (ju'on  doit  employer  dans  la  conversion  des  documents 
anciens;  c'est  le  rappjort  du  degré  ancien  au  degré  nouveau. 

Ces  coefficients  sont,  bien  entendu,  débarrassés  des  puissances  de  10. 

Systèmes.  !•'  coefliL-ienl.        2"  coefficient.         ;J«  coefficient. 

100 I         24         3C 

200 2  12  i8 

400 4         6         9 

240 24         I         i5 

360 'i(i         i5         I 
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Décisions  de  la  Commission. 

Quellf^s  que  soient  les  nouvelles  unités  adoptées,  elles  devront  être  subdi- 
visées décimalement. 

L'accord  était  facile  sur  cette  première  résolution,  qui  suffisait  d'ailleurs 
pour  assurer  les  résultats  les  plus  essentiels. 

La  Commission  l'a  adoptée  à  l'unanimité. 

D'autre  part,  peu  de  membres  ont  pensé  qu'il  fût  possible  de  faire  renoncer 
le  public  à  la  division  du  jour  en  24  lieures.  On  était  donc  forcé  de  conserver 
l'heure  actuelle  comme  unité  de  temps  (au  moins  en  ce  qui  concerne  le  temps 
solaire  moyen  civil  ou  astronomique).  Mais  les  subdivisions  nouvelles  de  l'heure 
devaient  être  décimales. 

Cette  seconde  résolution  a  été  adoptée  à  une  grande  majorité. 

L'hésitation  a  été  plus  grande  en  ce  qui  concerne  le  choix  de  l'unité  d'angle. 
On  le  comprendra  sans  peine  en  se  reportant  à  l'examen  qui  précède  et  où  j'ai 
cherché  à  exposer  les  avantages  et  les  inconvénients  des  divers  systèmes. 

Tous  sont  acceptables,  tous  réalisent  un  progrès  considérable  sur  la  subdi- 
vision sexagésimale,  mais  tous  ont  leurs  défauts. 

Néanmoins,  il  fallait  prendre  une  décision,  et,  après  une  discussion  appro- 
fondie, la  majorité  s'est  prononcée  pour  le  système  4oo. 

Voici  quelques-unes  des  raisons  qui  ont  motivé  ce  vote  : 

i"  En  se  reportant  au  tableau  précédent,  on  voit  que  le  système  4oo  est  le 
seul  pour  lequel  aucun  des  trois  coefficients  de  transformation  n'est  un  nombre 
compliqué; 

2"  On  aurait  pu  craindre  d'augmenter  la  confusion  en  imaginant  un  troi- 
sième système  à  côté  de  celui  du  grade  déjà  employé  par  les  géodésiens  et  de 
celui  des  degrés,  minutes  et  secondes,  dont  l'usage  est  resté  jusqu'ici  universel; 

3°  Tout  en  se  résignant  à  conserver  provisoirement  la  division  du  jour  en 
24  heures,  plusieurs  membres  de  la  Commission  n'avaient  pas  renoncé  à  l'espoir 
qu'un  progrès  nouveau  pourrait,  dans  un  avenir  incertain  et  éloigné,  conduire 
à  un  mode  de  division  plus  rationnel  et  plus  conforme  au  système  décimal. 
L'adoption  du  système  240  aurait  certainement  barré  la  route  à  ce  progrès  ;  au 
contraire,  celle  du  système  4oo  contril^uera  peut-être  à  y  préparer  toul  douce- 
ment les  esprits. 

H.  P.  —  VllI.  83 
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L'unilé  de  temps  ne  sera  donc,  pus  plus  qu'aujourd'luii,  la  môme  que  l'unité 
d'arc.  C'est  un  inconvénient  sérieux,  sans  doute,  mais  la  majorité  n'a  pas 
estimé  qu'il  piil  compenser  les  avantages  de  la  solution  adoptée. 

Manière  de  compter  les  heures. 

La  Comnussion  a  pris  iiiie  aulre  décision  fort  iiuporlante  qui  se  rapportait 
indii-eclement  à  Foljjet  de  ses  travaux. 

On  sait  que  les  astronomes  ne  comptent  pas  le  temps  moyen  comme  on  le 
fait  dans  les  usages  civils.  Le  jour  moyen  astronomique  commence  à  midi  et  se 
divise  en  24  heures  comptées  de  o  à  2^.  Le  jour  moyen  civil  commence  à 
minuit  et  se  divise  en  deux  périodes  de  12  heures  comptées  de  o  à  12. 

Le  Bureau  des  Longitudes  s'est  occupé  il  y  a  quelques  années  d'un  projet 
destiné  à  faire  disparaître  celte  anomalie;  il  avait  émis  un  avis  favorable;  le 
rapport  adressé  au  Ministre  à  ce  sujet  a  été  publié  dans  V A?inuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  pour  l'année  iSgS. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  ici  de  cette  réforme  que  l'impossibilité  d'une 
entente  internationale  a  obligé  d'ajouinei-. 

Mais  le  Bureau  des  Longitudes  avait,  à  cette  occasion,  émis  un  autre  vœu 
par  des  motifs  qui  se  trouvent  exposés  dans  le  rapport  que  je  viens  de  citer. 

En  Italie,  l'heure  civile  se  compte  de  o  à  24  comme  l'heure  astronomique; 
d'autres  pays  se  sont  ralliés  au  même  système  en  ce  qui  concerne  le  service  des 
Chemins  de  fer. 

Le  Bureau  des  Longitudes  avait  donc  proposé  d'adopter  en  France  la  intime 
mesure. 

.Sur  l'initiative  de  M.  Noblemaire,  directeur  de  la  Compagnie  de  Paris-Lyou- 
Méditerranée,  la  Commission  a  décidé,  à  l'unanimité  des  votants,  qu'il  y  avait 
lieu  de  renouveler  ce  vœu. 

L'auteur  de  cette  proposition  était  mieux  à  même  que  personne  d'apprécier 
les  simplifications  que  cette  réforiuc  pcrmcl trait  d'apporter  dans  le  service  des 
Chemins  de  fer. 

Les  avantages  pour  le  public  ne  seront  pas  moins  grands;  il  faudrait  n'avoir 
jamais  consulté  un  indicateur  pour  ne  pas  s'en  rendre  compte. 

En  Italie,  le  changement  s'est  lait  sans  aucune!  difficulté. 
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Examen  de  diverses  difficultés. 

Il  faut  maintenant  examiner  certaines  difficultés  qu'il  nous  reste  à  vaincre. 

Le  système  adopté  obligera  à  de  nombreuses  conversions  du  temps  en  arc. 
Il  est  vrai  que  celte  opération,  assez  pénible  avec  le  système  sexagésimal,  se 
li'ouve  considérablement  simplifiée  par  le  seul  fait  de  la  décimalisation. 

Peut-être  pourrait-on  atténuer  l'inconvénient  en  exprimant  en  arc  les  ascen- 
sions droites,  les  angles  horaires  el  le  temps  sidéral. 

La  question,  qui  est  d'ailleurs  complexe,  n'a  pas  été  examinée  par  la  Com- 
mission. 

La  question  des  unités  électriques,  celle  de  l'observation  à  l'œil  et  à  l'oreille, 
celle  de  l'adaptation  des  chronomètres  et  des  instruments,  retiendront  plus 
longtemps  notre  attention. 

Système  G.  G. S. 

Pour  les  mécaniciens,  les  |)hysiciens,  les  électriciens,  l'unité  de  temps  est  la 
s(;conde  ;  ils  se  servent  l'arement  de  l'heure  et  de  la  minute,  de  sorte  qu'un 
changement  d'unité  serait  pour  eux  une  gêne  presque  sans  compensation. 

Mais  ce  n'est  pas  tout;  des  trois  unités  fondamentales  :  longueur,  masse  el 
temps,  dérivent  toutes  les  unités  secondaires;  on  ne  pourrait  toucher  à  la 
seconde  sans  modifier  en  même  temps  l'unité  de  force,  et  les  unités  électriques, 
ohm,  ampère,  volt,  etc. 

A  la  suite  de  longues  discussions,  les  physiciens  sont  arrivés  à  un  système 
d'unités  parfaitement  cohérent  et  tout  à  fait  satisfaisant  pour  l'esprit.  Son  avè- 
nement a  paru  un  progrès  comparable  à  l'invention  du  système  métrique.  Il 
est  clair  que  les  physiciens  ne  pourraient  l'abandonner  sans  répugnance. 

Sans  doute  un  changement  ne  rencontrerait  pas  des  obstacles  matériels 
insurmontables;  mais  l'uniformité  des  mesures  électriques  est  une  conquête 
trop  récente  et  trop  précieuse.  On  craindrait  de  la  compromettre  en  remettant 
tout  en  discussion. 

Cependant  les  physiciens  peuvent  conserver  la  seconde,  quand  même,  les 
astronomes,  les  marins,  ou  même  le  public  adopteraient  l'heure  décimalisée. 

Cette  dualité  aura-t-elle  quelque  inconvénient?  Je  ne  le  crois  pas. 

Les  industriels  ne  s'en  apercevront  même  pas. 

Pour  les  physiciens  de  laboratoire  ce  ne  sera  qu'une  gêne  insignifiante. 


66o  PROJETS   DE    DÉCIMALISATION    DU    TEMPS    ET   DE   LA    CIRCONFÉRENCE. 

L'indusirii'l  (Hii  uinploie  l'ohm  pour  inesurt'i-  une  résistance  se  rappelle-t-il 
bien  que  l'ohm  est  une  vitesse?  En  tout  cas,  ce  souvenir  ne  peut  ni  le  gêner,  ni 
le  servir.  Peu  lui  importe,  par  conséquent,  que  l'unité  de  temps  qui  a  servi  à 
l'origine  pour  la  iléfuiilion  de  l'ohm  soit  ou  ne  soit  pas  celle  dont  les  astro- 
nomes font  usage  dans  des  rcciierelies  lnulcs  ilifi'ércnles. 

Celte  circonstance  ne  poiiriMit  devenir  une  gêne  que  dans  les  cas  où  l'on  a 
à  mesurer  un  temps. 

Or,  dans  les  mesures  relatives^  les  seules  que  les  industriels  aient  à  effectuer, 
le  temps  n'intervient  pas.  Ni  dans  la  comparaison  de  deux  résistances,  ni  dans 
celle  de  deux  intensités,  ni  dans  celle  de  deux  forces  électromotrices,  on  n'a  à 
mesurer  un  temps.  Toutes  ces  opérations  peuvent  se  faire  sans  cju'à  aucun 
moment  on  ait  même  besoin  de  se  rappeler  quelle  est  l'unité  de  temps  employée; 
pas  plus  que  le  boutiquier  qui  mesure  de  la  toile  avec  un  mètre  n'a  besoin  de 
se  rappeler  que  ce  mètre  est  la  quarante-millionième  partie  du  méridien 
terrestre. 

Le  changement  d'unité  n'intéresse  donc  que  les  physiciens  qui  ont  à  faire 
des  déterminations  absolues,  à  déterminer  par  exemple  l'olim,  l'ampère  et  le 
voli.  l>li  bien,  dans  ces  recherches,  on  pourra  continuer  à  se  servir  d'un  cliro- 
nomôtre  à  secondes.  Sans  doute  ce  chronomètre  sexagésimal  ne  pourra  plus 
que  difficilement  être  comparé  aux  horloges  des  observatoires  devenues  déci- 
males. Mais  qu'importe?  Ce  chronomètre  ne  doit  nous  indiquer  qu'un  <«fer- 
r«//t'  de  temps,  d'ailleurs  très  court;  nous  n'avons  pas  besoin  de  le  remettre 
à  l'heure. 

Mais  poussons  les  choses  à  l'extrême  ;  faisons  une  hypothèse  qui  ne  se  réali- 
sera sans  doute  que  dans  un  avenir  fort  éloigné  :  les  astronomes  ont  adopté 
l'heure  décimale;  cet  usage  s'est  répandu  dans  le  public  et  il  est  devenu  telle- 
ment général  que  l'on  ne  peut  plus  se  procurer  chez  les  horlogers  de  chrono- 
mètres à  secondes. 

Quelle  'gêne  en  résultera-t-il  pour  les  raii^s  physiciens  qui  auront  à  détei- 
iiiiiici-  lu  Milciii-  absolue  de  l'ohm?  Ils  auront  à  ellectuer  une  multiplication 
par  36. 

El  pour  leur  éviter  cette  opération,  on  imposerait  quotidiennement  des 
calculs  fastidieux  à  des  milliers  de  marins,  à  des  millions  d'élèves  ou  d'anciens 
élèves  des  écoles  primaires. 

A-t-on  plus  souvent  à  déterminer  la  valeur  absolue  de  l'ohm,  ou  bien  à  faire 
h;  point  à  la  mer,  à  additionner  deux  angles  ou  deux  temps? 
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Que  resle-t-il  donc  ?  Une  anomalie  purement  théorique.  Il  y  aura  deux  unités 
l'heure  pour  les  astronomes,  la  seconde  pour  les  physiciens. 

Cela  est  certainement  peu  satisfaisant  pour  l'esprit.  Mais,  en  somme,  ces 
deux  unités  existent  déjà  :  les  électriciens  eux-mêmes  emploient  concurrem- 
ment l'ampère-heure  et  le  coulomb.  Le  rapport  de  la  seconde  à  l'heure 
deviendra-t-il  plus  compliqué  quand  les  astronomes  ne  compteront  plus 
en  secondes  ? 

L'anomalie  existe  donc  déjà;  seulement  elle  paraîtra  plus  choquante,  parce 
qu'elle  aura  disparu  ailleurs. 

En  résumé,  on  ne  voit  pas  pourquoi  les  physiciens  interdiraient  un  progrès 
aux  astronomes  et  au  public,  uniquement  parce  qu'ils  ne  peuvent  pas  eux- 
mêmes  en  profiter. 

Observations  à  l'œil  et  à  l'oreille. 

On  a  fait  aux  projets  de  réforme  une  autre  objection. 

Dans  les  observations  méridiennes  à  l'œil  et  à  l'oreille,  il  est  facile  d'apprécier 
le  dixième  de  la  seconde  actuelle;  la  seconde  nouvelle  qui  est  égale  à  o"  36  est 
beaucoup  plus  courte;  l'appréciation  du  dixième  deviendra  impossible. 

La  réponse  est  facile;  en  premier  lieu,  dans  la  plupart  des  observatoires, 
l'observation  au  chionographe  enregistreur  tend  à  se  substituer  aux  anciens 
procédés  à  l'œil  et  à  l'oreille. 

En  second  lieu,  on  pourra  se  servir  d'un  balancier  battant  deux  secondes 
nouvelles  [o"  'ji).  Le  battement  sera  assez  lent  pour  qu'on  puisse  observer  à 
l'œil  et  à  l'oreille.  D'ailleurs  le  nombre  a  étant  un  diviseur  de  lo,  il  n'y  aurait 
pas  là  de  dérogation  au  principe  du  système  décimal. 

Si  l'on  se  décidait  à  compter  le  temps  sidéral  en  arc,  on  se  servirait  d'un 
balancier  battant  cinq,  dix  milligrades,  ce  qui  ferait  alors  i"o8.  Le  nombre  5 
est  aussi  un  diviseur  de  lo,  et  peut  être  introduit  sans  inconvénient. 

Adaptation  des  instruments. 

On  a  fait  une  objection  au  nouveau  système  de  division  du  temps;  les 
cadrans  des  horloges  et  des  montres  sont  actuellement  divisés  en  12  parties,  et 
chacune  d'elles  est  elle-même  subdivisée  en  5  parties  plus  petites  :  les  deux 
aiguilles  indiquant  ainsi  facilement  les  heures  et  les  minutes. 

Dans  le  nouveau  système,  il  faudra  tracer  sur  le  cadran  deux  cercles  concen- 
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Iriques  porlanl  doux  rlivisioiis  lmli'])Oiidiiiil('s  :  l'iint^  en  12  ou  24  parties,  Taiilre 
en  100  parties. 

1,'inconvi^iiieiil  est  luiuinie;  il  sera  incMue  l'aeile  d'ajouter  cette  nouvelle  gra- 
liualiiin  sur  les  montres  aelnelles,  ce  ipii  permettra  de  les  utiliser  encore,  toutes 
ii's  fois  (jii'dii  n'aura  besoin  ipu^  d"uin'  approximation  grossière. 

Il  nt'n  sera  plus  de  môme  en  ce  Vpii  concerne  les  horloges  astrononiicpies  el 
les  chronomètres  employés  dans  les  mesures  de  précision. 

Il  faudra  :  ou  bien  renouveler  tous  ces  instruments,  ce  qui  enl rainerait  de 
grandes  dépenses;  ou  bien  se  résigner,  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  tous  remplacés, 
à  un  calcul  de  réduction. 

La  difficulté  est  la  même  en  ce  qui  concerne  les  cercles  divisés.  Sans  doute, 
la  division  en  grades  se  fera  sans  aucune  peine  ;  on  l'emploie  couramment 
dans  la  construction  des  cercles  du  service  géographique;  mais  il  faudra 
graduer  à  nouveau  tous  les  cercles  existants,  ou  faire  un  calcul  de  réduction 
après  chaque  observation. 

C'est  là  évidemment  la  pierre  d'acluippement  de  la  réforme.  Se  résignera-t-on 
à  cette  gêne  pendant  une  période  assez  longue,  mais  transitoire,  afin  d'épargner 
aux  générations  futures  les  inconvénients  du  système  sexagésimal?  Peut-être 
n'esl-il  pas  interdit  de  l'espérer. 

En  revanche,  les  difficultés  provenant  des  cartes  géographiques,  des  tables 
Irigonométriques  et  même  des  tables  astronomiques  paraissent  beaucoup  moins 
sérieuses. 

Il  sera  aisé  de  tracer  une  double  graduation  sur  les  cadres  des  cartes  géogra- 
phiques, de  telle  façon  que  les  anciens  cuivres  pourront  être  utilisés. 

Quant  aux  tables  Irigonométriques,  elles  existent  :  il  suffit  de  les  réimprimer 
à  un  plus  grand  nombre  d'exemplaires. 


Choix  des  dénominations. 

La  Commission  ne  s'est  pas  préoccupéi;  de  rechercher  des  noms  pour  les 
unités  nouvelles  el  leurs  subdivisions.  La  question  paraissait  secondaire  et 
accessoire.  Mais  ;on  s'est  généralement  accordé  à  penser  que  ces  unités  nou- 
velles devront  avoir  des  noms  nouveaux. 

Les  noms  de  minute  et  de  seconde  devront  être  réservés  aux  anciennes 
mesures;  sans  quoi  on  serait  exposé  à  de  continuelles  confusions.  Les  noms  de 
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déciheure,    centiheure,    elc,    décigrade,    centigrade,    etc.,    semblent    devoir 
convenir. 

C'est  déjà  bien  assez  de  celles  qu'engendre  actuellement  l'emploi  simultané 
de  la  seconde  d'arc  et  de  la  seconde  de  temps. 

Nécessité  d'une  entente  internationale. 

Le  système  actuel  a  bien  des  inconvénients,  mais  il  a  un  grand  a\antage  :  il 
est  universel;  toutes  les  nations  l'ont  adopté. 

A  cet  avantage,  on  ne  'peut  renoncer  de  gaîté  de  cœur.  Les  savants  français 
ne  'peuvent  marcher  en  avant  sans  se  préoccuper  de  savoir  s'ils  seront  suivis 
par  ceux  des  autres  pays.  Les  avantages  que  leur  procurerait  la  réforme  seraient 
loin  de  compenser  les  inconvénients  de  l'isolement. 

Le  système  nouveau  ne  pourra  donc  entrer  en  vigueur  avant  qu'une  entente 
internationale  se  soit  produite. 

Quelque  grandes  que  soient  les  difficultés  de  cette  entente,  on  ne  peut  rien 
faire  sans  elle;  et  si  longtemps  qu'il  faille  l'attendre,  il  vaudrait  mieux 
patienter,  la  réforme  dût-elle  être  indéfiniment  ajournée. 

A  l'époque  de  la  Révolution,  la  France  a  marché  seule  et  elle  a  créé  le  sys- 
tème métrique;  mais  il  n'y  avait  pas  alors  de  mesures  universellement  adoptées. 
On  ne  pouvait  craindre  d'augmenter  la  confusion  qui  était  à  son  comble. 

Il  n'en  est  pas  de  môme  aujourd'hui. 

Dans  ces  conditions,  la  Commission  ne  pouvait  songera  arrêter  des  solutions 
définitives.  C'est  en  futur  Congrès  international  qu'il  appartiendra  de  les 
prendre,  s'il  se  réunit. 

Les  votes  de  la  Commission  ne  peuvent  être  regardés  que  comme  des  indica- 
tions; pour  faciliter  une  entente,  on  ferait  volontiers  tous  les  sacrifices  pos- 
sibles sur  les  questions  de  détail. 

Le  seul  point  essentiel,  c'est  que  les  subdivisions  de  l'unité  nouvelle,  quelle 
qu'elle  soit,  devront  être  décimales.  Cela  suffira  pour  que  les  résultats  réellement 
importants  soient  assurés. 

Mesures  transitoires. 

En  attendant  cette  entente  internationale,  qu'avons-nous  à  faire? 
Le  mieux  sera,  senible-l-il,  d'éprouver  par  des  expériences  restreintes,  mais 
soigneusement  faites,  la  valeur  des  difl'érents  systèmes  proposés. 
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M.  Guyou  a  LMudié  le  projet  d'une  de  ces  expériences;  elle  devrait  se  faire  à 
bord  de  quelques  hàtiments  de  l'Etat  qui  seraient  munis  de  sextants  décimaux, 
de  chronomt'tri'.s  décimaux  et  d'une  édition  spéciale  de  YExtrait  de  la 
Connaissance  des  Temps,  où  le  système  décimal  serait  employé. 

La  construction  de  ces  instruments  décimaux  entraînerail  une  dépense 
minime  que  le  Département  de  la  Marine  consentirait  à  supporter. 

La  Commission,  dans  sa  dernière  séance,  a  émis  le  vœu  que  toutes  les  faci- 
lités soient  données  à  M.  le  Commandant  Guyou  pour  mener  à  bien  cette 
expérience. 

Conclusions. 

i"  Le  jour  solaire  moyen  est  divisé  en  24  heures  qui  sont  subdivisées  déci- 
ma lement; 

2°  La  circonférence  est  partagée  en  4oo  grades  qui  sont  subdivisés  déci- 
malement; 

3°  Ces  nouveaux  modes  de  division  du  temps  el  de  la  circonférence  pour- 
ront être  mis  en  vigueur  dès  qu'ils  auront  été  approuvés  par  un  Congrès 
international. 

Il  convient,  sans  attendre  cette  entente  internationale,  de  décider  que  l'heure 
civile  légale  se  comptera  de  o  à  24,  comme  l'heure  astronomique. 

5°  En  attendant  la  réunion  du  Congrès,  il  y  a  lieu  de  faire  des  expériences 
préliminaires  que  M.  le  Commandant  Guyou  veut  bien  se  charger  de  diriger. 
La  Commission  émet  le  vœu  que  toute  facilité  soit  donnée  pour  ces  expériences 
à  M.  Guyou  pai'  le  Département  de  la  Marine. 
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CONFÉRENCE  SUR  LES  COMÈTES 


Bulletin  de  la  Société  industrielle  de  Mulhouse,  t.  80,  p.  3ii-323  (octobre  njio). 


Les  amateurs  de  comètes  ont  été  favorisés  cette  année  ;  ils  ont  eu  deux  belles 
comètes  visibles  à  l'œil  nu  ou  du  moins  qui  auraient  dû  l'être  si  le  temps  l'avait 
permis.  La  première,  la  plus  belle  des  deux,  n'avait  pas  été  annoncée;  la 
seconde,  au  contraire,  avait  été  prédite;  on  avait  calculé  son  orbite  d'avance  et 
elle  est  arrivée  à  point  nommé  avec  une  exactitude  que  pourraient  envier  les 
trains  de  l'Ouest-Étal  ;  mais  ce  n'est  pas  cette  exactitude  qui  a  fait  la  popularité 
de  la  comète  de  Hallej;  on  avait  annoncé  que  sa  rencontre  avec  la  Terre 
amènerait  la  fin  du  monde  dans  la  nuit  du  i8  mai.  En  France,  cela  se  borna  à 
cjuelques  chansons,  mais  il  y  a  eu  des  pays  où  l'on  a  eu  réellement  peur,  et  l'on 
a  vu  des  pharmaciens  C[ui  ont  fait  fortune  en  débitant  je  ne  sais  quel  antidote 
contre  le  cyanogène.  Je  ne  vous  apprendrai  rien  en  vous  disant  que  le  monde  a 
continué  à  vivre  après  le  i8  mai.  Mais  alors  ce  fut  une  autre  antienne;  comme 
la  comète  ne  se  montrait  pas,  beaucoup  de  gens  se  sont  imaginé  qu'elle  n'avait 
jamais  existé  et  que  les  astronomes  étaient  des  mystificateurs.  Toujours  est-il 
qu'on  en  a  beaucoup  parlé  et  la  comète  de  Halley  était  encore  une  actualité 
quand  j'ai  choisi  le  sujet  de  celle  Conférence;  aujourd'hui  elle  est  peut-être  un 
peu  oubliée;  sans  doute,  il  est  trop  tard  pour  parler  encore  d'elle.  Cependant, 
peut-être  y  a-t-il  quelque  intérêt  à  rechercher  si  réellement  notre  planète  vient 
d'échapper  à  un  si  grand  danger  qu'on  l'a  dit. 

La  comète  de  Halley  est  chère  aux  astronomes  parce  que  c'est  la  première 
dont  le  retour  a  été  prédit.  Halley  l'ayant  observée  au  xvii*^  siècle,  calcula  son 
orbite  avec  assez  d'exactitude  pour  annoncer  cju'elle  reviendrait  au  bout  do 
H.  p.  —  VIII.  84 
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j5  ans.  11  mourut,  bien  ontondu,  avaniréchéance,  mais  ses  successeurs  revirent 
l'astre  chevelu  en  1759  et  il  revint  encore  à  point  nommé  en  i835.  On  l'atten- 
dait en  If)  10  et  dès  l'année  dernière  on  espérait  pouvoir  le  voir  avec  de  bons 
inslruiuculs.  Doux  astronomes  anglais  calculèrent  avec  soin  les  circonstances 
de  ce  retour;  ce  n'est  pas  chose  facile,  les  comètes  sont  exposées  à  une  foule  de 
luauvaises  rencontres  dans  ces  espaces  célestes  où  il  rôde  tant  de  planètes; 
chacune  de  ces  rencontres,  môme  à  très  grande  distance,  les  détourne  légère- 
ment de  leur  roule,  il  fallait  n'oublier  aucune  de  ces  rencontres  et  en  prévoir 
les  efTets.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  m'a  montré  l'année  dernière,  à  Greenwich, 
une  plaque  photographique  représentant  une  portion  du  ciel  étoile;  on  y  voyait 
une  petite  tache  à  peine  perceptible,  c'était  la  comète  qui  se  lrou\ait  exacte- 
ment au  point  calculé  d'avance.  Depuis  elle  a  grossi  et  si  on  ne  l'a  pas  vue  à 
Paris  à  cause  du  mauvais  temps,  ou  parce  qu'elle  était  trop  bas  sur  l'horizon, 
on  l'a  admirée  d'un  grand  nombre  de  points  du  Globe. 

Mais  arrivons  au  point  qui  nous  intéresse.  Avons-nous  réellement  traversé  la 
queue  de  la  comète?  Nous  pouvons  d'abord  répondre  hardiment,  noii^  nous  ne 
sommes  pas  ])assés  à  travers  la  queue  le  18  mai;  si  nous  y  étions  passés,  ce  ne 
pourrait  être  que  deux  jours  après.  Pourquoi  avait-on  pu  croire  qu(^  nous  ren- 
contrerions cette  queue  précisément  dans  la  nuit  en  question  ?  On  avait  calculé 
que  le  noyau  de  la  comète  passerait  à  ce  moment  devant  le  Soleil  et  cela  est 
arrivé  cfTectivement  ;  on  ne  pouvait  pas  le  voir  en  Europe  parce  que  le  Soleil  et 
la  comète  étaient  couchés  à  l'heure  du  passage.  On  ne  l'a  pas  vu  non  plus  aux 
nnli|)odes,  parce  que  le  Soleil  est  tellement  brillant  et  la  matière  du  noyau  si 
peu  dense  et,  par  conséquent,  si  transparente  que  l'éclat  du  disquii  solaire  n'en 
était  pas  aflaibli;  mais  on  a  pu  observer  le  noyau  un  peu  avant  et  un  peu  après 
le  passage  et  l'on  s'est  assuré  que  sa  trajectoire  apparente  passait  bien  devant 
le  Soleil.  Ainsi,  a  un  certain  moment,  le  Soleil,  le  noyau  et  la  Terre  se  sont 
trouvés  en  ligne  droite.  Si  la  queue  était  recliligne,  si  elle  était  dirigée  à 
roppos<'  (lu  .Soleil,  et  si  elle  était  assez  longue,  elle  devait  donc  rencontrer  la 
Terre.  Les  deux  dernières  conditions  étaient  certainement  remplies;  mais 
pouvait-on  admettre  que  la  queue  était  en  ligne  droite.  On  a  souvent  observé 
des  comètes  à  queue  recourbée;  si  la  queue  paraît  souvent  rectiligne,  cela 
peut  être  par  un  effet  de  perspective,  parce  que  l'œil  est  placé  dans  le  plan  de 
la  courbe.  Cette  courbure  paraît,  vaiicr  d'une  comèt(!  à  l'autre  et  dépendre  de 
la  composition  Ar  \.\  ipicue,  c'est  ce  que  nous  verrons  plus  loin.  On  ne  pouvait 
donc  prévoir  quelle  serait  cotte  courbure,  ni  si  elle  serait  assez  faible  pour  que 
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la  rencontre  restât  possible;  les  observations  ne  nous  apprenaient  rien  non 
plus,  parce  que  le  mauvais  temps  avait  empêché  de  rien  voir  en  Europe  dans 
les  jours  qui  avaient  précédé  le  passage,  et  que  celles  qui  nous  venaient  des 
autres  continents  nous  arrivaient  par  le  télégraphe  et  sous  une  forme  singuliè- 
rement succincte.  Mais  si  la  queue  avait  élé  recliligne  on  ;iurail  dû  la  voirie 
lendemain  très  courte  et  opposée  au  Soleil;  ce  n'est  pas  du  tout  cela  qu'on  a 
vu;  le  soir  on  voyait  le  noyau  avec  une  courte  queue  se  perdant  sous  l'horizon 
du  côté  du  Soleil,  et  le  matin,  le  noyau  et  le  Soleil  n'étant  pas  encore  levés,  on 
voyait  encore  une  certaine  longueur  de  queue;  c'est  ce  qu'on  vit  le  19  el  le 
20  mai  au  matin.  La  terre  n'avait  donc  pas  encore  franchi  la  (jueue;  le  21 
seulement  celte  queue  du  matin  avait  disparu,  nous  venions  seulement  de 
dépasser  la  queue. 

La  queue  était  donc  notablement  courbe  et  si  nous  l'avons  traversée,  ce  n'est 
que  dans  la  nuit  du  20  au  21.  Quelle  que  soit  sa  courbure,  nous  l'aurions  ren- 
contrée tôt  ou  tard  si  l'orbite  de  la  comète  el  celle  de  la  Terre  avaient  été  dans 
un  môme  plan.  Mais  il  n'en  est  plus  de  môme  si  les  deux  orbites  sont  inclinées 
l'une  sur  l'autre;  nous  pouvons  alors  déjiasser  la  queue  sans  passer  dedans, 
mais  en  passant  dessus  ou  dessous.  L'axe  de  la  queue  était  évidemment  dans  le 
plan  de  l'orbite  de  la  comète;  l'inclinaison  de  ce  plan  étant  de  18",  la  Terre 
était  à  plus  d'un  million  de  kilomètres  de  ce  plan  dans  la  nuit  du  20  mai.  Ne 
vous  effrayez  pas  de  ce  chiffre,  cela  n'est  pas  énorme;  la  question  est  de  savoir 
si  l'épaisseur  de  la  queue  était  de  plus  de  2000000  de  kilomètres.  Il  semble 
que  non  d'après  les  observations  faites,  et  alors  nous  devons  conclure  que 
nous  n'avons  pas  traversé  la  queue,  que  nous  l'avons  tout  au  jilus  frôlée  en 
effleurant  les  parties  extérieures  les  moins  denses. 

Déjà  en  1861,  on  a  dit  qne  nous  étions  passés  dans  la  queue  d'une  comète; 
les  données  me  manquent  pour  vous  dire  si  cette  hypothèse  est  conforme  aux 
laits;  en  tout  cas  les  choses  se  sont  passées  d'une  façon  aussi  peu  tragique  que 
le  18  uuii  dernier.  Mais  une  autre  question  se  pose  :  si  réellement  nous  avions 
traversé  la  queue  d'une  comète  que  serait-il  arrivé  ?  Pour  y  répondre,  il  est 
nécessaire  que  je  vous  rappelle  rapidement  ce  que  nous  .savons  des  comètes  en 
général. 

Et  d'abord,  d'où  viennent  les  comètes?  Sont-elles  étrangères  à  notre  système 
solaire;  traversent-elles  en  tous  sens  les  espaces  immenses  qui  séparent  les 
étoiles?  sont-elles  des  messagères  qui  vont  d'une  constellation  à  l'autre;  ou 
bien,  au  contraire,  ces  astres  sont-ils  des  membres  fantaisistes  de  notre  système, 
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des  satellites  très  excentriques  du  Soleil  ?  Dans  ee  dernier  cas,  elles  doivent 
toutes  décrire  des  courbes  fermées,  des  ellipses;  dans  le  premier,  leurs  Irajec— 
loires  doivent  s'étendre  à  Fiidini;  e'esl  ce  (|ue  nous  appelons  des  hyperboles. 
La  plupart  décrivent  des  courlies  Icllcinrui  allongées  qu'il  est  impossible  de 
savoir  si  elles  sont  fermées  ou  non,  si,  par  conséquent,  l'astre  qui  les  décrit 
nous  reviendra  un  jour,  ou  si  nous  sommes  destinés  à  ne  le  revoir  jamais;  je 
ne  parle  pas  de  nous,  bien  entendu,  mais  do  nos  descendants  les  plus  lointains; 
car,  si  la  comète  doit  revenir,  ce  sera  souvent  dans  roooo  ans,  peut-être  dans 
5oooo  ans.  Mais  le  calcul  des  probabilités  nous  montre  que  si  les  comètes 
n'appartenaient  pas  au  système  solaire,  elles  devraient,  en  majorité,  avoir  des 
orbites  franchement  hyperboliques,  sur  lesquelles  il  n'y  aurait  pas  moyen  de 
se  tromper;  or,  il  n'y  en  a  pas  une  seule  qui  soit  dans  ce  cas. 

La  conclusion,  c'est  que  les  comètes  ont  appartenu  de  tout  temps  au  système 
solaire,  qu'elles  ne  nous  apportent  pas  des  nouvelles  des  mondes  plus  lointains, 
de  ceux  qui  gravitent  autour  des  autres  étoiles.  En  général,  elles  décrivent  des 
orbites  beaucoup  plus  allongées  que  les  planètes,  elles  s'éloignent  beaucoup 
plus  du  Soleil  et  l'on  peut  admettre  qu'elles  metlent  jjlusieurs  milliers  d'années 
à  faire  une  révolution  complète.  La  première  comète  de  cette  année,  la  plus 
belle  des  deux,  n'avait  pas  été  annoncée  parce  qu'elle  n'était  pas  encore  passée 
dans  notre  voisinage  depuis  les  temps  historiques;  c'était  la  première  fois  qu'on 
la  voyait.  Nous  avons  vu  toutefois  que  la  seconde,  celle  de  Halley,  revient  tous 
les  j5  ans;  il  y  en  a  d'autres  dont  le  retour  est  encore  plus  fréquent,  tous 
les  6  ans,  par  exemple.  A  quoi  cela  tient-il;  ont-elles  une  autre  origine  que 
les  autres,  une  origine  qui  ferait  d'elles  des  intermédiaires  entre  les  comètes 
proprement  dites  et  les  planètes?  Pas  le  moins  du  monde;  autrefois,  elles 
mettaient  comme  les  autres  des  milliers  d'années  à  faire  le  tour  de  leur  orbite, 
mais  il  leur  est  arrivé  dans  le  cours  de  leur  histoire  une  mésaventure;  elles  ont 
rencontré  une  grosse  planète;  je  ne  veux  pas  dire  (|u'elles  l'ont  choquée;  elles 
sont  simplement  passées  assez  près  pour  qu<'  It^ur  trajectoire  soit  profondément 
troublée;  déviées  de  leur  route,  elles  ont  quitté  la  grande  ellipse  allongée 
qu'elles  décrivaient,  pour  suivre  une  autre  ellipse  plus  petite,  plus  semblable  à 
un  cercle,  qu'elles  peuvent  parcourir  en  moins  de  temps.  C'est  ainsi  que  la 
comète  de  Halley  a  été  captée,  comme  on  dit,  par  Neptune,  et  la  plupart  des 
autres  comètes  périodiques  par  Jupiter. 

Quel  est  maintenant  l'avenir  des  comètes  ?  Nous  voyons  les  planètes  graviter 
autour  du  .Soleil  sans  subir  de  changement  sensible;  sans  doute,  elles  ne  sont 
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pas  éternelles,  elles  périront  un  jour,  mais  dans  si  longtemps  !  En  esl-il  de 
môme  des  comètes  ?  Non,  ces  astres  périclitent  rapidement  et  nous  en  avons 
vu  disparaître  sous  nos  yeux. 

Ainsi,  il  y  avait  une  comète,  celle  de  Biéla,  qui  avait  été  captée  par  Jupiter 
et  qui  revenait  tous  les  6  ans.  A  un  di;  ces  passages,  il  y  a  une  cinquantaine 
d'années,  comme  on  avait  été  quelques  jours  sans  pouvoir  l'observer,  à  cause 
du  mauvais  temps,  on  l'a  revue  divisée  en  deux  par  je  ne  sais  quel  cataclysme; 
les  deux  noyaux  semblaient  s'éloigner  l'un  de  l'autre.  On  les  revit  encore  à 
l'apparition  suivante.  Six  ans  après  encore,  on  attendait  la  comète,  on  ne  la  vit 
pas  reparaître  et,  depuis,  elle  n'est  plus  revenue;  mais,  au  lieu  et  place  de  la 
comète  défunte,  on  a  une  pluie  d'éloiles  filantes  qui  reviennent  maintenant 
régulièrement;  si  l'on  calcule  l'oibitc  de  ces  étoiles  filantes,  on  trouve  qu'elle 
coïncide  avec  celle  que  suivait  autrelois  la  comète;  c'est  pourquoi  ces  étoiles 
filantes  cjue  l'on  revoit  tous  les  ans,  le  27  novembre,  ont  reçu  le  nom  de 
Biélides.  Schiaparelli,  le  grand  astronome  italien  qui  vient  de  mourir,  a  géné- 
ralisé ce  résultat;  il  a  reconnu  qu'un  grand  nombre  d'essaims  de  météores  ont 
des  orbites  en  connexion  intime  avec  celles  de  comètes  vivantes  ou  disparues. 
Sans  doute,  la  coïncidence  n'est  pas  parfaite,  puisque  l'orbile  de  la  comète  n(; 
rencontrant  pas  celle  de  la  Terre,  nous  ne  verrions  pas  les  météores,  s'ils  ne 
s'en  écartaient  un  peu.  D'ailleurs  ces  étoiles  filantes  suivent  à  peu  près  la  route 
de  la  comète,  mais  elles  sont  répandues  tout  le  long  de  celte  route,  plus  ou 
moins  en  retard  sur  la  comète  qui  leur  a  donné  naissance. 

Ceci  me  l'appelle  encore  une  histoire  de  fin  du  monde.  L'essaim  des  Léonides 
circule  dans  l'orbile  de  la  comète  de  1866;  on  voit  tous  les  ans  des  étoiles 
filantes  le  10  novembre;  mais,  tous  les  33  ans,  le  nombre  des  météores  aperçus 
est  un  maximum,  parce  que  la  durée  d(!  la  révolution  de  la  comète  est  de 
33  ans.  Or,  les  journaux  bien  informés  avaient  annoncé  que  la  fin  du  monde 
devait  avoir  lieu  le  i3  novembre  1899.  Tout  éploré,  un  journaliste  vint  m'inter- 
viewer,  je  le  rassurai  en  lui  disant  que  le  même  phénomène  s'était  déjà 
produit  en  i833  el  en  1866. 

Ainsi,  les  comètes  se  désagrègent  peu  à  peu  et  finissent  par  se  résoudre  en  un 
essaim  d'étoiles  filantes;  comment  se  fait-il  alors  qu'il  y  ait  encore  des  comètes 
depuis  le  temps  que  le  monde  dure  ?  C'est  que  cette  lente  destruction  des 
astres  chevelus  paraît  ne  se  produire  qu'au  moment  où  ils  passent  près  du 
Soleil.  Tant  qu'une  comète  ne  passe  au  périhélie  que  tous  les  10000  ans,  par 
exemple,  elle  peut  évidemment  durer  longtemps;  mais  vient-elle  à  être  captée 
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par  une  planète,  comme  nous  l'avons  dit  lout  à  l'heure,  elle  devient  périodique, 
se  rapproche  davantage  du  Soleil  et  revient  tous  les  siècles,  ou  même  tous  les 
10  ans,  se  réchauffer  à  ses  rayons.  Désormais,  ses  jours  sont  comptés  et 
l'œuvre  de  mort  se  poursuit  rapidement. 

Pourquoi  mainleuaal  los  couiùles  ont-cUos  des  queues  ?  et  si  elles  n'avaient 
pas  de  queue,  il  faul  bien  le  reconnaître,  personne,  en  dehors  des  profes- 
siouiu'ls,  ue  Icrail  aUculion  à  elle.  C'est  là  une  queNlion  dont  ou  a  proposé 
bii'ii  des  solutions  plus  ou  moins  saugrenues;  il  y  en  a  une  maintenani  qui  est 
à  la  mode  et  qui  paraît  appuyée  d'assez  bonnes  raisons  pour  qu'on  puisse  se 
demander  si  elle  n'est  pas  destinée  à  durer.  Mais  ceci  nécessite  quelques  expli- 
cations. Maxwell,  en  se  fondant  sur  des  considérations  théoriques  était  arrivé 
à  celte  conclusion  que  la  lumière  devait  repousser  les  corps  qu'elle  frappe; 
depuis,  Barlholi,  par  d'autres  considérations  lliéorifjues  aussi,  mais  entièrement 
différentes,  était  arrivé  àla  même  conclusion.  Il  restait  à  vérifier  ces  hypo- 
thèses et  la  difficulté  provenait  de  la  petitesse  de  cette  répulsion.  C'est  dans  ce 
but  que  fut  imaginé  un  instrument  que  vous  connaissez  bien,  le  radiomèlre; 
on  espérait  qu'il  tournerait  sous  l'influence  de  la  lumière,  comme  l'exigeait  la 
théorie.  11  tourna,  en  effet;  il  tourna  même  beaucoup  plus  vite  qu'on  ne  s'y 
attendait;  malheureusement,  il  tournait  à  l'envers.  Il  y  avait  donc  un  effet  que 
personne  n'avait  prévu,  qui  était  beaucoup  plus  considérable  que  celui  qu'on 
avait  calculé  et  ([ui  le  masquait  complètement;  il  fallait  en  découvrir  la  cause; 
on  y  parvint  sans  trop  de  peine;  la  rotation  est  due  aux  mouvements 
déterminés  dans  l'air  très  i-aréfié  qui  remplit  l'appareil  par  les  inégalités 
d'échauffement. 

On  essaya  alors  d'éliminer  cet  effet  perturijaleur  eu  prenant  des  palettes  très 
minces  et  brillantes  des  deux  côtés;  l'appareil  ne  tourna  pas,  mais  il  subit  une 
légère  déviation;  on  m'a  dit  que  celte  déviation  est  en  accord  avec  la  théorie, 
.l'ai  iiitrn(hi  parler  aussi  d'une  expérience  plus  frappante.  On  fait  tondjer  dans 
un  sablier  un  mélange  de  limaille  de  fer  et  de  i)oudre  de  lycopode;  à  un  certain 
moment,  on  dirige  sur  ce  mélange  un  faisceau  lumineux;  le  fer,  qui  est  plus 
lourd,  continue  son  chemin  vertical,  mais  le  lycopode,  repoussé  par  la  lumière, 
se  trouv(!  dévié  et  séparé  de  la  limaille.  On  aurait  là,  pense-t-on,  une  repro- 
duction artificielle  des  queues  comélaires;  la  limaille  leprésenterait  le  noyau, 
formé  de  matières  plus  lourdes,  qui  continuerait  à  parcourir  son  ellipse,  avec 
la  sagesse  d'une  simple  planète;  le  lycopode,  ce  serait  la  (jueue  (jui.  an  lien  de 
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rester  sur  celte  ellipse,  serait  déviée  et  rejetée  au  loin  par  la  répulsion  due  à  la 
lumière  solaire. 

La  queue  serait  donc  formée  de  particules  très  ténues,  assez  ténues  pour  que 
cette  répulsion  l'emporte  sur  l'attraction  nevvtonienne.  On  conçoit,  en  effet, 
que  cette  attraction  est  proportionnelle  aux  masses,  tandis  que  la  répulsion, 
qui  agit  superficiellement,  est  proportionnelle  aux  surfaces;  si  donc  ou  consi- 
dère deux  sphères  et  que  la  plus  grande  ait  un  rayon  double,  la  plus  grande 
sera  attirée  liuil  fois  plus  et  repoussée  quatre  fois  plus  que  la  petite;  il  peut 
donc  se  faire  que  la  répulsion  prédomine  pour  la  plus  petite  et  l'attraction 
pour  la  plus  grande. 

Quelle  peut  être  la  dimension  de  ces  particules  ?  On  peut  s'en  rendre 
compte.  Un  astronome  russe,  M.  Bredichin,  a  étudié  les  formes  des  queues 
cométaires;  il  a  reconnu  que  la  théorie  précédente  pouvait  en  rendre  compte; 
que  la  courbure  des  queues  était  variable,  sans  doute  d'après  la  composition 
des  particules,  et  que  cette  courbure  dénotait  différents  types  de  particules, 
pour  lesquels  la  répulsion  était  soit  cinq  fois,  soit  sept  fois,  soit  même  vingt 
fois  plus  grande  que  l'attraction.  A  quelles  dimensions  cela  nous  conduit-il 
pour  ces  corpuscules  ?  Cela  dépend  naturellement  de  la  densité  qu'on  leur 
attribue;  mais  remarquons  qu'ils  ne  peuvent  être  gazeux;  les  gaz  sont  trans- 
parents, ils  laissent  passer  la  lumière  qui  les  traverserait  sans  agir  sur  eux. 

On  les  regarde  donc  comme  solides  ou  liquides  et  on  leur  attribue,  un  peu 
arbitrairement,  la  densité  du  pétrole,  sans  doute  parce  que  l'on  a  trouvé  les 
raies  des  hydrocarbures  dans  le  spectre  des  comètes.  Le  calcul  montre  alors 
que  le  diamètre  de  ces  particules  doit  être  de  l'ordre  du  millième  de  millimètre. 
Les  divers  types  de  queues  de  Bredichin  correspondraient  alors,  soit  à  des 
particules  de  diamètres  différents,  soit  à  des  particules  formées  de  substances 
plus  ou  moins  denses. 

On  voit  comment  nous  devons  maintenant  nous  représenter  la  genèse  des 
queues  cométaires.  La  queue  est  comme  un  panache  que  le  noyau  transporte 
avec  lui  ;  mais  il  y  a  deux  espèces  de  panaches;  il  y  a  celui  que  le  militaire 
porte  à  son  casque  ou  à  son  képi,  et  il  y  a  le  panache  de  fumée  qui  sort  de  la 
cheminée  des  bateaux  à  vapeur.  Le  panache  du  militaire  voyage  avec  lui,  il  est 
toujours  formé  des  mômes  plumes,  il  fait  corps  avec  le  casque.  Un  observateur 
superficiel  pourrait  croire  qu'il  en  est  de  môme  du  panache  de  fumée  du 
paquebot,  puisqu'il  verrait  que  le  navire  est  allé  de  New-York  au  Havre  sans 
cesser  de  traîner  derrière  lui  une  sorte  de  queue  qui  a  conservé  tout  le  temps 
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à  peu  i)iv>  la  mi'^iiic  f'ormo.  Et  poiirUinl  nous  savons  qu'il  n'en  esl  rien,  que  la 
fiiniOe  se  sérail  promptcmont  dissipée  si  la  cheminée  n'en  avait  conslamnienl 
fourni  de  nouvelle  pour  remplacer  celle;  qui  disparaissait.  La  fumée  qui  est 
arrivée  au  llavr'e  n'est  pas  du  toul  celle  (pii  ('lait  partie  de  New-York. 

i.a  (pieue  d'une  comète  est  semblable  à  la  fumée  du  bateau;  ce  n'est  pas  une 
espèce  de  grand  sabre  avec  lequel  la  comète  fauche  l'espace.  Mais  à  chaque 
instant,  pour  une  cause  inconnue,  et  sans  doute  sous  l'influence  de  la  chaleur 
solaire,  des  particules  se  détachent  du  nojau;  la  comète  s'effrite,  pour  ainsi 
dire;  une  fois  détachées,  leur  légèreté  môme  les  expose  à  la  répulsion  due  à  la 
lumière  solaire  et  elles  s'éloignent  en  se  perdant  dans  l'espace;  la  queue  auiail 
bientôt  disparu,  si  elle  ne  se  renouvelait  sans  cesse. 

Dans  ces  conditions,  vous  comprenez  que  la  rencontre  de  cette  queue  ne 
peut  pas  être  bien  redoutable.  El  d'abord  la  masse  des  comètes  n'est  pas  très 
considérable;  on  n'a  jamais  observé  qu'elles  exerçassent  sur  les  orbites  plané- 
taires la  plus  légère  influence  perturbatrice.  Une  d'elles  est  passée  une  fois 
enlie  Jupiter  et  ses  satellites;  sa  trajectoire  a  été  fortement  déviée,  mais  ni 
Jupiter  ni  les  satellites  n'ont  eu  l'air  de  s'apercevoir  de  rien.  Laplace  a  été 
jusqu'à  dire  que  la  masse  d'une  comète  n'est  qui^  de  (juelques  kilogrammes;  en 
cela,  il  exagérait,  évidemment;  la  rencontre  d'un  nojau  avec  la  Terre  engen- 
drerait sans  doute  quelques  dégâts,  mais  cette  éventualité  est  extrêmement  peu 
probable,  les  noyaux  sont  relativement  très  petits  et  nous  n'aurions  vraiment 
pas  de  chance  d'aller  donner  justement  dans  un  but  aussi  restreint.  11  n'en  esl 
pas  de  même  pour  les  queues,  qui  occupent  dans  le  ciel  des  espaces  énormes, 
mais  alors  leur  densitt-  devient  vraiment  négligeable  et  il  est  aisé  de  s'en 
rendre  compte. 

Ce  qui  pourrait  faire  croire  le  conliaire,  c'est  la  lumière  dont  elles  biillent. 
Si  nous  admettons  même  que  toul  provient  de  la  lumièi-e  solaire  réfléchie  et 
qu'il  ii'v  M  jjas  à  faire  intervenir  ces  ])h(''uoniènes  cathodiques  qui  peuvent  se 
proiluii'e  dans  !(•  vide,  il  n'y  auiait  pas  lieu  de  trop  s'efirajer. 

Si  nous  considérons  une  même  masse  éclairée  par  le  Soleil,  la  quantité  de 
lumière  qu'elle  réfléchira  sera  d'autant  plus  grande  qu'elle  sera  plus  divisée. 
Si  cette  masse  est  formée  d'un  grand  nombre  de  petites  sphères,  la  lumière 
réfléchie  sera  d'aulanl  plus  intense  que  cc-s  sphères  seront  plus  petites.  11  est 
aisé  de  s'en  rendre  compte;  considérons  de  grosses  sphères  de  2°  de  rayon  et 

de  petites  sphèi-es  de  i"  de  rayon;  le  volui lu  la  masse  de  la  grosse  splièri- 

sera   huit   fols  h'  volume  ilr  la   masses  de  la   pelile,   mais  la  surface  de  la  grosse 
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sphère  sera  seulemcnl  qiialn'  fois  la  surface  de  la  petile.  Fluil  peliles  sphères 
équivaudront  donc  à  une  grosse  au  poinl  de  vue  de  la  masse;  mais  elles  auront 
en  tout  deux  fois  plus  de  surface;  elles  réfléchiront  donc  deux  fois  plus  de 
lumière.  La  Lune  a  un  peu  plus  de  i  ooo  km  de  rayon  et  nos  particules  ont  un 
millième  de  millimètre.  Si  donc  nous  remplissions  le  volume  de  la  I^une  ])ar 
de  pareilles  particules,  de  façon  ([uv  la  densité  totale  soit  un  million  de  millions 
de  fois  plus  petile  que  celle  de  la  Lune,  la  lumière  qu'elles  réfléchiraient 
aurait  l'éclat  de  la  Lune.  Si  nous  les  regardions  à  la  distance  de  notre  satellite, 
elles  nous  feraient  l'eliel  de  la  Lune;  si  nous  étions  plus  loin,  nous  verrions  un 
disque  plus  petit,  mais  dont  l'éclat  serait  le  même. 

Or,  on  ne  saurait  songer  à  comparer  l'éclal  dune  queue  cométaire  à  celui 
de  la  Lune;  il  est  peut-être  cent  mille  lois  plus  faible,  je  ne  crois  pas  qu'on  ail 
fait  de  mesure,  mettons  uiille  fois;  nous  devons  conclure  que  la  densité  de  ces 
particules  est  10'^  fois  plus  petite  que  celle  de  l'eau;  nous  pouvons  dire  que 
c'est  le  vide,  puisque  c'est  une  densité  un  milliard  de  fois  plus  faible  que  celles 
auxquelles  nous  parvenons  avec  beaucoup  de  |)eine  (piand  nous  avons  fait  le 
vide  dans  nos  appareils,  avec  les  moyens  arliliciels  le,  plus  perfectionnés  que 
nous  connaissions. 

Nous  n'avons  donc  rien  à  redouter  du  choc;  allons-nous  donc  craindre  les 
effels  calorifiques  ?  En  voyant  les  queues  si  brillantes,  nous  pourrions  croire 
qu'elles  sont  chaudes;  mais  notre  Teire,  qui  n'est  pas  chaude,  apparaîtrait 
bien  plus  liiillanle  encore;  à  celle  dislance,  elle  aurait  l'aspect  qu'ont  pour 
nous  Mars  ou  Jupiter.  Ces  particules  sont,  au  contraire,  très  froides,  et  elles 
seraient  chaudes  ipi'il  n'y  aurait  |)as  à  s'en  inquiéter,  parce  que  leur  masse  est 
trop  faible;  une  goutte  d'eau  bouillante  jetée  dans  la  mer  ne  la  réchaufTerait 
pas  sensiblement.  Nous  devons  donc  conclure  comme  il  suit  :  nous  n'avons 
pas  traversé  la  queue  le  i8  mai,  nous  n'avons  fait  que  la  frôler  le  ao,  mais  nous 
l'aurions  rencontrée  que  nous  ne  nous  en  serions  pas  aperçus;  nous  aurions 
dormi  comme  à  l'ordinaire  et,  en  nous  réveillant  le  lendemain,  nous  auri(Uis 
trouvé  le  monde  tout  pareil  à  ce  qu'il  étaitla  veille.  Les  astronomes  qui  auraient 
veillé  n'auraient  rien  vu  du  tout,  pas  même  ces  étoiles  filantes  dues  à  la  désa- 
grégation des  comètes  et  qu'on  a  observées  en  1899. 

Il  reste  cependant  une  question,  celle  des  gaz  délétères;  nous  n'aurions  été 
ni  écrasés  ni  brûlés;  nous  aurions  pu  être  empoisonnés. 

Il  est  certain  que  la  comète  de  Halley  est  particulièrement  riche  en  cyano- 
gène; on  l'a  reconnu  eu  étudiant   son  s])ectre,   iiiiiis   les  raies  du  cyanogène, 
H.  P.  —  VIII.  85 
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coniiiu'  cclli's  (les  aulri's  j^az,  ii'oiil  v\v  observées  que  dans  les  parties  de  la 
chevelure  les  plus  voisines  du  uoyau;  ou  n'en  voil  pas  dans  la  queue,  soil  qu'il 
n'y  en  ait  réellement  pas,  soit  qu'il  y  en  ail  trop  peu,  soit  qu'à  une  certaine 
dislance  de  la  léle  il  cesse  d'éli<'  luiuineux.  Si  le  uiécanisuie  de  la  t'orinaliuii  de 
la  (punu-  est  celui  (pu>  je  vous  ai  exposé,  celui  (pu!  suppose  Bredicliiu,  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  (pie  le  cyanogène  soil  entraîné  dans  la  fpieue.  La  répulsion 
le  la  luiuière  solaire  n'agit  <[ue  sur  les  particules  solides  ou  licpiides,  elle  n'agit 
ui-  les  gaz,  parce  que  ceux-ci  sont  transparents  et  n'arr(^tent  pas  la  lumière; 
les  poiissiiîtres  solides  ou  liquides  sont  seules  entraînées  et  ce  sont  elles  exclusi- 
\eiiieul  (pii  iloi\('iil  former  la  cpieue.  S'il  y  avait  des  gaz,  leur  densité  serait 
sans  douli'  |ilus  l'aihle  encore  cpie  la  dt'nsilé  moyenne  de  la  queue,  que  nous 
avons  calculée  tout  à  l'heure,  elle  serait  tout  à  t'ait  insensible,  ni(}me  pour  nos 
meilleurs  instruments,  même  pour  les  organismes  les  plus  susceptibles.  On  a 
fait  des  prises  d'essai  après  le  passage  pour  savoir  si  la  composition  de  l'atmo- 
sphère avait  varié;  on  n'a  rien  trouvé  du  tout;  c'était  bien  inutile,  il  élail  bien 
impossilile  (pi'on  y  tron\àl  (pii'i(pie  chose.  Le  danger  d'em|H)isonni'iiienl  é'Iait 
donc  aussi  chimérique  qu(^  les  deux  autres. 

lue  dernière  (piestlon;  Ii's  deux  comètes  de  cette  année  ont-elles  été  jiour 
quelque  chose  dans  les  mauvais  temps  que  nous  avons  subis  ?  11  y  a,  à  ce  sujet, 
une  théorie  intéressante  de  mon  ami  M.  Deslandres.  On  admet  généralement 
que  le  .Soleil  nous  envoie  des  rayons  cathodiques  et  ce  sont  ces  rayons,  qui 
produiraient,  pai- ext'uqjle,  les  aurores  boréales.  Quand  les  rayons  cathodiques 
frappent  dans  le  vide  une  surface  soliile  ou  liquide,  ils  engendrent  des 
rayons  X;  les  rayons  catli(jdi(pu's  solaiies  trouNcnt  dans  les  particules  qui 
forment  les  queues  cométaires  une  grande  étendue  de  surface  rélléchissante. 
La  présence  des  comètes  va  donc  engendrer  des  rayons  X  qui  sillonneront 
l'espace.  Les  rayons  X  ionisent  l'almosphère  et  les  ions  déterminent  la  conden- 
sation de  la  \a]ieur  d'eau.  Cela  ne  veut  |)as  dire  qu'il  pleuvra  partout;  les  ions 
ne  |)euvenl  c(Midenser  la  vajjeur  d'eau  (pie  s'il  y  en  a  une  (piantité  notalile; 
mais  dans  des  lieux  où  l'on  aurait  eu  simplement  beau  leiii|)s  a\cc  degré 
hygrométrique  élevé,  on  aura  des  nuages  et  de  la  pluie. 

Celle  ihéorii!  (;sl  séduisante  ;  elle  mérite  d'être  examinée,  mais  elle  soulève 
bien  des  objections.  D'abord,  la  lia(lili(ui  parle  de  comètes  (pii,aii  lieu  de  nous 
apporter  de  l'eau,  ikjijs  oui  a|ip()rl(''  (bi  viii.  l'A  jjiiis,  s'il  y  a  (U's  rayons  X 
partout,  ils  doivent  voiler  les  pl.npics  photographiques  même  à  travers  les 
cliàssis.  A-l-on  obsersi;  <pie,   cette  aimée,  il  y  a  eu  plus  de  |>la(|ues  (pii  se  sont 
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voilées,  sans  savoir  pourquoi  ?  Juscju'à  nouvel  ordro,    nous  devons  donc   voir 
dans  les  mauvais  temps  en  question  une  simple  coïncidence. 

Je  ne  veux  pas  abuser  plus  longtemps  de  votre  attention.  Vous  voyez  que  si 
les  comètes  ne  sont  pas  si  terribles  qu'on  le  dit,  elles  restent,  à  bien  des  égards, 
des  astres  mystérieux;  leur  origine,  leur  nature,  celle  de  la  lumière  qu'elles 
nous  envoient,  leur  destinée,  sont  encore  mal  connues;  je  vous  ai  dit  ce  qu'on 
en  savait  et  vous  avez  vu  qu'on  n'en  sait  pas  grand  chose. 


LA   DÉCIMALISATION    DE   L'HEURE 


ET 


DE   LA   CIRCONFÉRENCE 


L'Eclairage  électrique,  I.  11,  p.  5:>9-5>i  {\i  juin  1897). 


M.  Cornu  ;i  publli',  tl:iiis  un  des  iinniéros  prOcédenls,  un  luil  iiuéressanl 
firlicle  sur  les  projcls  de  décimalisiitiuii  du  lenips  cL  de  lii  circonférfiicc. 

Pour  faire  connaître  aux  lecteurs  de  ^Eclairage  loules  les  opinions,  je 
voudrais  reproduire  quelques-unes  des  raisons  que  j'ai  fait  valoir  d<'^anl  la 
Commission,  instituée  pour  étudier  cette  question. 

La  question  présente  un  aspect  complexe  :  bien  des  intérêts  différents  étaient 
à  ménager,  on  ne  pouvait  aboutir  qu'à  une  cote  mal  taillée. 

De  pareilles  solutions  ne  satisfont  parfaitement  personne  et  il  est  aisé,  en  les 
jugeant  d'un  point  de  vue  exclusif,  de  les  accabler  de  critiques. 

Mais  il  suffit  qu'elles  réalisent  un  progrès  pour  que  l'on  s'y  résigne. 

Pour  mon  compte,  mes  préférences  étaient  pour  le  système  Sarrauton;  j'ai 
néanmoins  accepté  de  faire  le  rapport  bien  qu'une  solution  difl'érente  ait 
prévalu. 

Le  seul  point  essentiel  à  mes  yeux,  c'est  qu'on  fera  disparaître  les  «  nombics 
complexes  ><  ids  (jne  8''a5"','jo%  3.')"ij'i4",  etc. 

Le  choix  des  unités  importe  peu  pourvu  qu'elles  soient  divisées  décimalenKMit . 

Je  crois  que  les  électriciens  se  sont  exagéré  les  Inconvénients  qui  résulte- 
raient pour  eux  de  la  réforme;  ceux  qu'engendrerait  la  nécessité  de  nMiouveler 
les  chronomètres  elles  cercles  divisés  sont  bien  aiilrement  considérables. 
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Voici  la  portion  du  rapport  qui  csl  relative  au  système  C.  G.  S. 

«  Pour  les  mécaniciens,  les  physiciens,  les  électriciens,  l'unité  ilc  iciu|is  est 
la  seconde;  ils  se  servent  rarement  de  l'heure  et  de  la  minute,  de  sorte  qu'un 
changement  d'unité  serait  pour  eux  une  gône  presque  sans  compensation. 

«  Mais  ce  n'est  pas  tout;  des  trois  unités  fondamentales  :  longueur,  masse 
et  temps,  dérivent  toutes  les  unités  secondaires,  on  ne  pourrait  toucher  à  la 
seconde  sans  modifier  en  même  teuips  l'unité  de  force,  et  les  unités  électriques, 
ohm,  ampère,  volt,  etc. 

«  A  la  suite  de  longues  discussions,  les  physiciens  sont  arrivés  à  un  système 
d'unités  parfaitement  cohérent  et  tout  à  fait  satisfaisant  pour  l'esprit.  Son 
avènement  a  paru  un  progrès  comparahlc  à  l'invention  du  système  métrique. 
Il  est  clair  que  les  physiciens  ne  pourraient  l'abandonner  sans  répugnance. 

«  Sans  doute  un  changement  ne  rencontrerait  pas  des  obstacles  matériels 
insurmontables;  mais  l'uniformité  des  mesures  électricjues  est  une  conquête 
trop  récente  et  trop  précieuse.  On  craindrait  de  la  compromettre  en  remettant 
tout  on  discussion. 

«  Cependant  les  physiciens  peuvent  conserver  la  secondt',  (piand  même  les 
astronomes,   les  marins,  ou  môme  le  public  adopteraient  l'Iu'ure  décimalisée. 

«   Cette  dualité  aura-t-elle  quelque  inconvénient  ?  Je  ne  le  crois  [)as. 

«   Les  industriels  ne  s'en  apercevront  même  pas. 

«   l'our  les  physiciens  de  laboratoire  ce  ne  sera  qu'une  gêne  insignifiante. 

«  L'industriel  qui  emploie  l'ohm  pour  mesurer  une  résistance  se  rappelle-t-il 
bien  que  l'ohm  est  une  vitesse  ?  En  tout  cas,  ce  souvenir  ne  peut  ni  le  gêner, 
ni  le  servir,  l'eu  lui  iuqiorle,  par  conséquent,  que  l'unité  de  temps  qui  a  servi 
à  l'origine  pour  la  définition  de  l'olim  soit  ou  ne  soit  pas  celle  dont  les  astro- 
nomes font  usage  dans  des  recherches  toutes  diflPérentes. 

«  Cette  circonstance  ne  pourrait  devenir  une  gêne  que  dans  les  cas  où  l'on  a 
à  mesurer  un  temps. 

«  Or,  dans  les  mesures  relatives,  les  seules  que  les  industriels  aient  à  effec- 
tuer, le  temps  n'intervient  pas.  Ni  dans  la  comparaison  de  deux  résistances,  ni 
dans  celle  de  deux  intensités,  ni  dans  celle  de  deux  forces  électromotrices,  on 
n'a  à  mesurer  un  temps.  Toutes  ces  opérations  peuvent  se  faire  sans  qu'à  aucun 
moment  on  ait  même  besoin  de  se  rappeler  qu'elle  est  l'unité  de  temps 
employée;  pas  plus  que  le  boutiquier  cjui  mesure  de  la  toile  avec  vin  mètre  n'a 
besoin  de  se  rappeler  que  ce  mètre  est  la  quarante-millionième  partie  du 
méridien  tei'restre. 
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<(  Le  cliaiinenirnl  tlimilc  ii'inlc'rcssi'  ddiic  (|iic  los  plivsicicns  (|iii  (inl  à  f'iiiic 
tlos  ilOliTiiiiiKiliiMis  (dt.soliii's,  à  (Iclt'iinini'i-  |):ir  cxciiiiilc  rolini,  rampi'Tc  et  le 
\iill.  l'.li  liii'ii.  ilaiis  CCS  recherches,  ou  poinia  cunliniier  à  se  sei\ir  d'un 
chronoiiièlre  à  secondes.  Sans  dout(!  co  chroiiomèlre  sexaj;ésinial  ne  pourra  plus 
que  dilficilenu'nl  l'Ire  comparé  aux  liorloges  des  ol)servaloires  devenues  décl- 
mah^s.  Mais  qu'importe  ?  Co  chronomètre  ne  doit  nous  indiquer  (ju'un  iiilcr- 
\ii//t'  i\c  lenqis,  d'ailK'urs  1res  court;  nous  n'avons  pas  iH'Soin  de  le  renu'Ure 
à  l'heure. 

«  Mais  poussons  les  choses  à  l'exlrf^nie;  faisons  une  hypothèse  ([ui  ne  se 
réalisera  sans  doute  que  dans  un  avenir  fort  éloigné;  les  astronomes  oui  adopté 
rheure  décimale;  cel  usage  [s'esL  ié|)andu  dans  le  public  et  il  est  devenu  telle- 
uienl  général  que  l'on  ne  peut  plus  se  procurer  chez  les  horlogers  de  chrono- 
inôlres  à  secondes. 

«  Quelle  gène  en  résiillera-l-il  poui-  les  rares  physiciens  (pii  auront  à 
déterminer  la  valeur  absolue  de  l'oliiu  ?  Il  auront  à  effectuer  une  mullpliealiou 
par  36. 

«  El  pour  leur  é\iter  cette  opération,  on  uuposerail  quotiiliennemeiit  des 
calculs  f;isiiilieiix  à  des  milliers  de  marins,  à  des  millions  d'élèves  ou  d'anciens 
élèves  des  écoles  piimaires. 

«  A-l-on  plus  sou\('nt  à  ch'lerminer  la  valeur  absolue  île  Idliui,  ou  bien  à 
faire  le  |)oiiit  à  la  mer,  à  additionner  deux  angles  ou  deux  lenqis  ? 

«  Que  reste-t-il  donc  ?  Une  anomalie  purement  théorique.  Il  y  aura  deux 
unités,  l'heure  pour  les  astronomes,  la  seconde  pour  les  physiciens;  cela  est 
cerlainomeni  peu  satisfaisant  pour  l'esprit. 

«  Mais,  en  somme,  ces  deux  unités  exislenl  déjà  :  les  électriciens  eux-iiièmes 
rinpliiii'iil  concurremineiil  Fani jière-heure  el  le  (iMiloudi.  Le  rapport  dr  la 
seconile  à  riieure  deviendra-t-il  |)1ms  eouipliipK'  cpiand  les  astroiuniies  lU' 
compleroni  plus  en  secondes  ? 

«  l/anomalie  existe  donc  (h'jà;  seulemeni  elle  paraîtra  plus  ('ho(piiiule, 
parce  qu'elle  aura  (lls|)aru  ailleurs. 

«  En  ri'sumi',  on  ne  voit  pas  poiiiipioi  livs  |ilivsicieiis  lulerdiraieiil  un 
progrès  aux  asironoiiies  et  au  public,  iiniipieiiienl  parce  ini'ils  ne  peuveill  pas 
eux-mêmes  en  |irofller.  » 

A  cette  i'il;iliiin.  \r  ij'a{oiilri'ii  i  qn  un  iiiiil. 
Ea  qiiesliiiii  piui  se  poser  ainsi  : 
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Nous  avons  pour  le  uioiiiont  quMirc  unilcs  de  lémps;  le  jour,  l'Iieure,  la 
minute  et  la  seconde. 

Avec  le  nouveau  système  on  en  conservera  trois,  le  jour  et  l'Iieure  pour  les 
astronomes  et  le  public,  la  seconde  pour  les  mécaniciens  et  les  physiciens. 

C'est  là  un  inconvénient  évident. 

Mais  cet  inconvénient  peut-on  l'éviter  ? 

Ia^s  électriciens  sont-ils  disposés  à  renoncer  à  la  seconde. 

La  campagne  qu'ils  mènent  actuellement  prouve  hien  le  ct)nlraire. 

Le  public  est-il  disposé  à  renoncer  à  l'heure  ? 

Les  astronomes  eux-mêmes  peuvent-ils  y  renoncer  ? 

En  tout  cas.  s'ds  le  faisnienl.  ce  ne  serait  [)ns  pour  ado])ler  la  secouiie,  mais 
le  j(iui-;  d  y  aurait  donc  encore  deux  iiiiilo.  le  jour  et  la  seconde. 

Si  cet  inconvénient  est  accepli-,  \aiil-il  mieux  avoir  à  clianger  d'imilc',  de 
temps  en  temps  par  un  calcul  simple,  toutes  les  fois  que  l'on  passera  de  la 
lecture  d'un  traité  d'astronomie  à  celle  d'un  traité  d'électricité  ? 

Ou  bien  devra-l-on,  comme  par  le  passé,  changer  trois  lois  d'unité,  dans 
IW'iioiic)'  criin  seul  tujinbii\  en  disant  (S'',   i4"',  23*. 

Un  progrès  partiel  vaut-il  mieux  (jue  pas  (h:  progrès  du  tout  ? 


NOTES   ET    COMMENTAIRES 


l'HEMlflRE  l'AKTIE 


FONCTION   I'p:nTURBATRICK 
ET  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DOUBLES. 

Soient  deux  corps  attirés  par  un  corps  principal  el  A  leur  distance  mutuelle. 
Chaque  corps  soumis  à  la  seule  action  du  corps  principal  aurait  un  mouvement 
képlérien.  Par  suite  de  l'action  réciproque  des  deux  petits  corps  l'un  sur  l'autre,  le 
mouvement  réel  n'est  pas  un  mouvement  képlérien.  Les  forces  qui  modilleiU  le 
mouvement  képlérien  dérivent  d'une  fonction  de  force  désignée  sons  le  nom  de 
fonction  perturbatrice.  La  fonction  perturbatrice  se  compose  d'une  partie  principale 
et  d'une  partie  complémentaire  dont  les  développements  en  séries  ainsi  que  ceux 
de  leurs  dérivées  se  déduisent  du  développement  de  \~'.  Les  coefficients  du  déve- 
loppement de  cette  quantité  ont  été  étudiés  par  Laplace  dans  le  cas  où  les  orbites 
sont  circulaires  et  leurs  plans  confondus  (coefficients  de  Laplace),  par  Tisserand 
dans  le  cas  où  les  orbites  sont  circulaires  et  leur  inclinaison  mutuelle  quelconque 
(polynômes  de  Tisserand),  par  Newcomb  dans  le  cas  général  (opérateurs  de 
Newcomb). 

Les  dévelop.pements  de  la  quantité  A~'  peuvent  prendre  la  forme  suivante  : 

A'  —  i  A 

■  ^        —  ^  ^* in,it 

avec 

dJ   x-'",i-"'  \JV 

l'intégration  s'efl'ectuant  suivant  les  cercles  |a;|:^i,  |j|:=i. 
On  a  posé  : 

l=.a  —  ei'wiu,         .r  =  E"',         /'=«'— e' sin  «',         j  =:  E'"'. 

Lorsque  les  moyens  mouvements  des  petites  planètes  sont  presque  commensu- 
II.  P.  —  VIII.  86 
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rables,  certains  termes  de  la  foiictidn  perlai  l)aliice  ac(|uiéieiit,  nialf;ré  leur  rang 
élevé,  une  importance  considérahie  [lai-  suite  de  la  présence  de  petits  diviseurs. 
Après  Fi..\M.ME,  Poincaré  a  établi  des  piincipes  qui,  basés  sur  la  détermination  des 
points  singuliers,  sont,  propres  au  calcul  des  valeurs  approchées  de  ces  coefficients 
et  cela  sans  connaître  les  termes  qui  précèdent. 

Cette  déteriniiiation  des  points  singuliers  est  extrêmement  difficile  et  elle  n'a  pu 
être  appliquée  (|u'à  des  cas  particuliers  du  problème  des  trois  corps.  (  Voir 
chap.  XXIU  du  t.  2  des    Leçons  de  Mécanique  li'leale). 

Poincaré  a  également  calculé  la  valeur  approciiée  des  coefficients  A  et  1!  pour  de 
grandes  valeurs  de  m  et  de  m!  en  recherchant  encore  les  points  singuliers  d'une 
certaine  fonction. 

Entre  les  coefficients  de  Laplace,  il  existe  des  relations  de  récurrence.  Si  des 
relations  analogues  existaient  dans  le  cas  général  entre  les  coefficients  h  mm'  ou 
Bmm',  le  calcul  de  ces  coefficients  serait  évidemment  simplifié.  Poincaré  s'est 
attaqué  à  ce  problème  par  la  considération  d'une  intégrale  double  de  la  forme 

(  Voir  chap.  X.\I  du  t.  2  des  Leçons  de  Mécanique  céleste.) 

Les  intégrales  II  sont  des  fonctions  des  éléments,  par  exemple  des  grands  axes, 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  et  Poincaré  montre  qu'elles  peuvent  se  réduire 
à  un  certain  nombre  d'entre  elles  linéairement  indépendantes.  Si  /et  &>  sont  res- 
pectivement les  degrés  de  F  et  de  12,  il  y  a  au  plus  8(/+  w)-  expressions  II  dis- 
tinctes. Ce  nombre  se  réduit  à  /|(/H-f.))-  si  les  polynômes  F,  Q.,  II  sont  symé- 
triques. En  appliquant  ces  résultats  aux  coefficients  Amm\  Bmm',  Poincaré  montre 
que  le  nombre  des  coefficients  Xniin'  distincts  est  égal  à  36  et  que  le  nombre  des 
coefficients  \imm'  est  égal  à  i6.  Si  les  orbites  sont  circulaires,  le  nombre  des  coeffi- 
cients indépendants  est  égal  à  l\. 

Lambert  (t.  26,  1920,  Mémoires  {Ann.  Obxerv.  de  Paris),  supposant  connus  les 
quatre  coefficients  pour  une  valeur  de  l'inclinaison  des  orbites  et  pour  une  valeur 
particulière  du  rapport  des  rayons,  a  cherché  quel  |)arti  on  pouvait  tirer  de  cette 
connaissance  pour  le  cas  où  les  éléments  ont  des  valeurs  didérentes. 

Poincaré  a  également  indiqué  une  méthode  propre  à  l'étude  de  la  convergence 
des  séries  qui  représentent  les  coefficients  Amm'  et  \imm'  fonctions  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  (chap.  XX  du  t.  2  des  Leçons  de  Mécanique 
céleste).  Celte  méthode  a  été  appliquée  par  Poincaré  dans  le  cas  où  les  excentri- 
cités sont  nulles  et  celui  où  l'inclinaison  est  nulle  et  par  II.  von  Ziiipi:i,  dans  le  cas 
général  {Arkiv  for  inutematik,  aslronomi  o.  /j'si/>,  Bd  6,  n°  33). 
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Les  mélhodes  ingénieuses  et  originales  que  Poincaré  a  imaginées  pour  la  résolu- 
lion  des  diirérents  problèmes  énumérés  ci-dessus  sont  d'une  application  très  difficile 
et  de  nombreuses  questions  mériteraient  encore  une  étude  attentive  et  approfondie. 


DEUXIÈME  PAKTIE 


FIGURE  DE  LA  TERRE. 

L'aplatissement  de  la  Terre  peut  être   déterminé  par  de  délicates  observations 

géodésiques.  Les  valeurs  successivement  admises  pour  l'inverse  de  l'aplalissement 
sont  les  suivantes  : 

Claïke  (1880) 293,5 

llelmert  (1907) 298,3 

Hayford  (1909) 297 

llelmert  (njiS) 296 

Helbronner  (192.3) 298,3. 

En  1910,  Hrown  a  montre  que  la  valeur  29')  conviendrait  à  la  théorie  de  la  I^une. 
A  partir  de  mesures  de  parallaxes  efl'ectuées  au  Cap  et  à  Grenwicli,  W.  D.  Lamrert 
a  obtenu  en  1928  la  valeui-  293,5. 

L'étude  de  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  lluide  hétérogène  discontinue  et  l'étude 
de  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  hétérogène  continue  permettent  d'établir 
des  relations  entre  la  valeur  de  l'aplatissement  et  la  constante  de  la  précession 
déduite  de  la  théorie  de  lu  lotation  de  la  Terre  et  de  l'obseivalion. 

En  tenant  compte  des  termes  de  l'ordre  de  la  seconde  puissance  de  la  vitesse 
angulaire  fie  la  terre  w,  Poincaré  montre  qu'il  y  a  désaccord  entre  les  valeurs  de 
l'aplatissement  données  par  les  mesures  géodésiques  (Ci.arkh,  298,5)  et  la  théorie 
delà  rotation  de  la  Terre  (298,8)  (Tisserand,  Mécanique  céleste,  t.  2,  1891,  p.  224). 

En  tenant  compte  des  termes  de  l'ordre  de  la  qualiième  puissance  de  la  vitesse 
angulaire,  AL  Wavbe,  montre  qu'il  y  a  accord  entre  les  mesures  géodésiques  et  les 
mesures  pr(''cessionnelles.  A  partir  des  relations  citées,  M.  Wavre  trouve  que 
l'inverse  de  l'aplatissement  de  la  Terie  est  compris  entre  29/1,4  et  296,5,  nombres 
plus  approchés  que  le  précédent  de  la  valeur  de  Clarke  (Wavre,  Figures  planétai- 
res et  géodésie,  1982). 

L'inlroduclion  par  M.  Wavre  des  termes  d»;  la  quatrième  puissance  de  wa  permis 
à  M.  Tiercy  de  trouver  pour  la  densité  superficielle  de  la  Terre  une  valeur  théo- 
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rique  voisine  de  la  valeur  observée  (iiT).")).  La  loi  de  i'ioclie  donne  alors  une  valeur 
pouvant  aller  jusiju'à  '.î.ô  au  lieu  de  la  valeur  2,1  obtenue  en  se  liniilanl  au\ 
termes  to'-. 

T^es  éludes  séisniologiiiues  modernes  permellonl  de  se  repicsenler  la  slruclure  de 
la  Terre.  La  Terre  serait  formée  d'un  noyau  central  sur  lequel  leposeraienl  trois 
couches  et  l'écorce  terrestre.  M.  liuM.EN  représente  les  densités  p  par  les  formules 
suivantes  : 

Entre      35  et    47'i''"' tie  profondeur 3,29-4-0,0008436? 

Il  '17, '1  et  1 100'""  11  3,92 -I- 0,000 655  (Tf 

»        I  1 00  et  29(10'""  '1 ,  10  4-  o ,  000  494  d. 

Four  le  novau  : 

I  2  ,  08  —  o  ,000  000  I  g  /•- 

(r  =  rayon  de  la  couche  ;  ci  ^  687  i''"  —  r). 

(lîii.i.EN,  Suppl.  g(''oplivsique  des  Monthly  Notices,  vol.  111,  n"  9,  1936.) 
(Fabre,  Bull,  iislroii.,  t.  11,  p.  3i3-326.  ) 

Page  i38.  —  A  pai-tir  de  l'équation  3,  le  calcul  de  Poincaré  comporte  des  erreuis 
de  signes  qui  entachent  les  conclusions  relatives  à  la  loi  des  densités. 


rnnisiËME  partie 


THEORIE  DES  MAREES. 

L'analyse  de  la  Théorie  des  marées  de  Poincaré  a  été  présentée  magistralement 
par  IL  VON  Zeipei.  dans  le  n°  38  des  Acta  Malhenialica,  192 1  et  tout  dernièrement 
par  iVI.  GouGBNHEiM  dans  une  brillante  Conférence  faite  à  l'Ecole  Polytechnique. 

La  Théorie  des  marées  de  Poincaré  repose  sur  deux  méthodes  :  la  méthode  de 
Fredholm  et  la  méthode  de  Rilz.  L'application  pratique  de  la  méthode  de  Fredholm 
conduit  à  des  calculs  très  compliqués  et  Rlondel  et  M""'  CnANnoN  ont  appliqué  la 
mélhode  de  Ritz  à  l'étude  des  marées  de  la  mer  Rouge. 

La  prédiction  des  marées  en  un  lieu  donné  est  pratiquement  résolue  au  moyen 
des  observations.  Le  phénomène  des  marées  intéresse  surtout  les  théoriciens  qui 
désireraient  connaître  tous  les  aspects  de  l'inlluence  de  la  marc-e  en  un  point  quel- 
conque des  Océans. 

Parmi  les  œuvres  les  plus  récentes  qui  traitent  de  la  Th(''orie  des  marées,  je 
citerai  l'exposé  critique  de  la  Théorie  des  marées  par  Fichot,  Annales  du  Hureau 
des  Longitudes,  t.  11,  1988  et  t.  12,  1949. 


NOTES    ET    COMMENTAIRES.  G85 


QUATRIEME  PARTIE 


THEORIE  DE  LA  LUNE. 

La  complexité  et  les  difficultés  présentées  par  rélaboralion  d'une  Théorie  de  la 
Lune  ont  attiré  les  malhéniaticiens  les  plus  illustres  de  Newton  à  Brown.  Poincaré 
ne  devait  pas  échapper  à  l'attrait  d'un  problème  réputé  «  infernal  i>.  IL  von  Zeipel 
a  analysé  l'œuvre  accomplie  par  Poincaré  dans  ce  domaine  [Acta  Mathematica, 
t.  38,  1921). 

Pour  montrer  le  labeur  énorme  exigé  par  un  tel  travail,  je  signalerai  que 
Delaunav  tint  compte  de  i4oo  inégalités  et  qu'il  fallut  deux  générations  de  calcula- 
teurs pour  établir  les  tables  basées  sur  sa  théoiie.  Newcomb  et  Brown  consacrèrent 
presque  enlièrenient  leur  vie  à  la  résolution  de  ce  problème  (|ui  n'avait  apporté 
que  des  déceptions.  Aucune  théorie  ne  s'adaptait  à  la  réalité  et  des  écails  subsis- 
taient toujouis  entre  la  théorie  et  l'observation.  Les  lois  de  Newton  ne  pouvaient 
être  mises  en  doute  et  l'hypothèse  de  la  variation  de  la  vitesse  de  la  rotation  de  la 
Terre  permet  l'explication  des  désaccords  observés. 

Le  mouvement  de  la  Lune  ne  satisfait  à  la  théorie  de  Brown  qu'à  la  condition 
d'introduire  un  terme  empirique  important  et  les  petites  fluctuations  dues  à  l'irré- 
gularité de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre.  De  Sitter  a  montré  qu'il  était  inutile 
de  tenir  compte  du  terme  empirique  de  Brown  si  au  lieu  du  temps  terrestre  on 
utilisait  le  temps  newtonien. 

Ainsi  le  génie  des  plus  grands  savants  avait  enfin  dompté  le  mouvement  si  capri- 
cieux de  notre  satellite. 

Disposant  d'une  théorie  solidement  établie,  les  astronomes  ont  orienté  leurs 
recherches  vers  une  confrontation  systématique  de  la  théorie  et  de  l'oltservation  et 
ils  se  sont  surtout  attachés  à  recueillir  les  observations  les  plus  précises  de  la  Lune. 
Aux  observations  méridiennes  se  sont  ajoutées  les  observations  des  occultations  des 
étoiles  par  la  Lune.  Le  problème  des  occultations,  en  apparence  si  simple,  pré- 
sente pratiquement  de  nombreuses  diflicidlés  dues  aux  irrégularités  du  bord 
lunaire.  Cette  étude  du  bord  lunaire  est  liée  à  une  connaissance  précise  de  la  libra- 
lion  de  la  Lune.  M.  Banachiewicz,  M.  Kozief,  M.  Yakovkin  ont  apporté  leur  contri- 
bution à  l'étude  de  la  libration  et  -M.  Weimer  et  xM.  Watts  ont  entrepris  les  travaux 
de  détermination  du  bord  lunaire. 

Les  discussions  des  observations  des  occultations  sont  publiées  dans  VAslronomical 
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Journal  sous  la  iliioction  de  M.  lîiioiWER  el  les  résultais  obtenus  permettent  non 
seulement  l'étude  de  la  trajecloiie  de  la  Lune  niais  aussi  celle  de  la  rotation  de  la 
Terre. 


CINQUIEME  PARTIE 


THEORIE  DES  PIAN  ETES. 

Sur  la  détermination  des  orbites  par  la  méthode  de  Laplace. 

Du  point  de  vue  pédagogir|ue,  la  méthode  de  Laplace  est  d'une  exposition  plus 
facile  que  toutes  les  autres  méthodes.  Cependant,  elle  a  été  délaissée  par  tous  les 
calculateurs. 

Après  avoir  présenté  tous  les  avantages  de  cette  méthode,  Poincaré  en  a  publié 
une  nouvelle  étude  qui,  pratiquement,  n'a  pas  eu  de  succès.  Si  les  calculs  de 
Poincaré  portent  bien  la  marque  de  son  imagination  fertile,  ils  ne  sont  pas  pour 
autant  d'une  application  facile. 

Il  appartenait  à  M.  Danjon  de  rendre  pratique  la  méthode  de  Laplace  (  C.  /?. 
Acail.  Se,  t.  -231,  igSo,  p.  678-676). 

A  partir  de  trois  observations,  M.  Danjon  introduit  une  méthode  des  positions 
fictives  qui,  par  itéiation,  fournil  une  orbite  piovisoire  ;  cette  orbite  provisoire  est 
ensuite  corrigée  en  utilisant  toutes  les  observations  disponibles. 

Des  erreurs  de  signes  commises  par  Poincaré  dans  son  étude  Sur  la  détermi- 
na/ion des  orbites  par  la  méthode  de  Laplace,  n'altèrent  en  rien  sa  conclusion. 

Solutions  périodiques. 

A  l'analyse  pénétrante  de  11.  von  Zeipei.  sur  les  travaux  de  Poincaré  relatifs  aux 
solutions  périodiques,  il  faut  ajouter  l'analyse  claiie  et  précise  de  M.  Cha/.y  donnée 
dans  une  Conférence  faite  à  l'École  polytechnique,  le  25  juin  igSo. 

La  seule  contribution  à  présenter  ici  ne  peut  concerner  que  les  nombreux  travaux 
qui  ont  eu  leur  origine  dans  les  découvertes  géniales  de  Poincaré. 

L'étude  classique  du  mouvement  d'un  corps  s'edeclue  en  deux  temps  : 

I"  Les  éléments  de  l'orbite  sont  d'aboid  déterminés  en  supposant  le  corps  attiré 
par  le  Soleil  ; 

2"  Puis  il  est  tenu  compte  de  l'attraction  de  tous  les  autres  corps  (calcul  des 
perturbations). 
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En  1877,  IIiLL  prenait  coiiime  point  de  départ  de  sa  théorie  de  l'orbite  lunaire 
une  trajectoire  voisine  de  celle  de  la  Lune,  mais  décrite  périodiquement  par  un 
aslre  idéal.  Poincaré  généralisait  le  Mémoire  de  Ilii.i.  et  mettait  en  évidence  Te.xis- 
tence  de  solutions  périodiques  dans  le  problème  général  des  trois  corps  : 

1°  Solutions  périodi((ties  de  la  i'"  sorte  :  les  inclinaisons  sont  nulles  et  les  excen- 
tricités très  petites; 

2°  Solutions  périodiiiues  de  la  2"  sorte  :  les  inclinaisons  sont  nulles  et  les  excen- 
tricités finies  ; 

3"  Solutions  périodiques  de  la  o'^  sorte  :  les  inclinaisons  ne  sont  plus  nulles. 

Toules  les  solutions  périodiques  de  Poincaré  dépendent  d'un  nombre  de  cons- 
tantes inférieur  à  celui  du  problème  des  trois  corps.  11  en  résulte  ((ue  ces  solutions 
sont  particulièies  et  n'auront  qu'un  domaine  d'application  restieinl  : 

i"  Cas  où  le  rapport  des  moyens  mouvements  des  deux  corps  soumis  à  l'attrac- 
tioEi  du  Soleil  est  voisin  de  la  valeur — : —  (/  étant  un  entier); 

2"  Cas  où  le  mouvement  du  coips  étudié  présente  une  grande  inégalité. 

Ces  deux  cas  sont  justement  ceux  (\m  délient  ou  qui  rendent  difficilement  appli- 
cable la  méthode  classiiiue  de  détermination  des  orbites. 

Darwin  a  étudié  par  voie  numérique  les  solutions  périodiques  du  problème  des 
trois  corps  en  supposant  une  masse  principale  et  deux  autres  masses  finies  dont  le 
rapport  des  masses  était  10. 

L'Ecole  danoise  avec  ses  brillants  mathématiciens  BiiiutAf,  Tiiiei.e,  E.  Strômgren, 
s'est  spécialisée  dans  la  reclieiche  systématique  des  orbites  simples  du  problème 
restreint  généralisé,  par  application  d'une  méthode  d'intégration  numérique  des 
équations  dinércnlielles  du  pioblème.  Cette  méthode  consiste  à  calculei'  pas  à  pas 
les  forces  agissantes  et  à  en  déduire  le  mouvement  résultant.  Darwin  et  Brown  ont 
également  étudié  analyliqueinenl  les  solutions  périodii[ues  dans  le  cas  du  problème 
restreint. 

Perciiot  et  Mascart  ont  appli([ué  à  cette  question  la  théorie  des  solutions  pério- 
diques de  Poincaré. 

Simonin,  llii.i.,  Schwarzschild  ont  montré  combien  les  solutions  périodiques  étaient 
favorables  au  calcul  des  perturbations  des  petites  planètes  dont  la  durée  de  révolu- 
tion est  en  rapport  presque  rationnel  avec  celle  de  Jupiter. 

Dans  tous  les  travaux  énumérés  ci-dessus,  il  est  supposé  que  les  trois  corps  res- 
tent dans  le  même  plan  et  ce  sont  donc  des  solutions  de  la  i"'  et  de  la  2*  sorte  qui 
ont  été  étudiés.  II.  VON  Zeipel  a  considéré  les  solutions  de  la  3"  sorte  dont  il  a  donné 
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une  classification  des  dilTérenls  Ivpes  et  une  discussion  des  conditions  de  stabilité 
(Recherches  sur  les  solutions  périodiques  de  la  3"  sor/e  dans  le  problème  de 
Jupiter,  Soc.  fior.  drs  Sciences  d'Upsala,  i<;)o'\).  En  igiS  {Ark.,  t.  10,  n"  30) 
II.  vo.N  Zeipkl  pnbliail  un  Mémoire  sur  la  stabilité  des  solutions  périodiques  de  la 
i"  sorte  en  supposant  que  le  mouvement  des  petites  planètes  ne  se  poursuit  pas 
dans  le  plan  de  Torbile  de  Jupiter. 

L'application  des  méthodes  de  Poincaré  à  la  détermination  des  orbites  des  petites 
planètes  présente  de  grandes  difficultés,  par  suite  de  rintroductioii  de  petits  divi- 
seurs qui  conduisent  à  la  divergence  des  séries  représentant  les  solutions  du  pro- 
blème. En  décomposant  l'orbite  en  parties  extrêmement  petites  et  en  assimilant 
chaque  partie  à  l'orbite  osculalrice  obtenue  par  intégration  des  équations  dilléren- 
tielles,  Heinricii  a  mis  en  évidence  la  présence  de  ces  diviseurs.  Ceux-ci  étant 
connus,  Hkinricii  choisit  pour  solution  périodic|ue  de  dépari  une  solution  ne  con- 
duisant pas  à  l'introduction  des  petits  diviseurs,  et  il  tient  également  compte  de  la 
remarque  suivante  :  «  les  oscillations  séculaires  des  lignes  des  apsides  sont  la  vraie 
cause  de  l'immensité  de  l'amplitude  des  oscillations  instantanées  et,  par  là,  de  la 
divergence  des  séries  pour  ce  qui  concerne  les  équations  aux  variations  ». 

La  mélhûde  de  Heinrich  s'est  montrée  féconde  et,  par  son  application,   il  a  mis 

en  évidence  pour  le  type  de  commensuraliilité une  multiple  infinité  de  solu- 
tions à  période  séculaire  formant  la  continuation  analytique  des  solutions  de 
i'''^  sorte  de  Poincaré  à  courte  période. 

Parmi  les  travaux  les  plus  remarquables  parus  ces  dernières  années,  je  citerai  la 
thèse  de  AL  Fabre  sur  Les  mouvements  récurrents  en  Mécanique  céleste  et  lu 
variation  des  éléments  des  orbites  {Bull,  astron.,  t.  10,  1987,  et  11,  1988).  Un 
corps  céleste  est  mobile  sous  l'action  d'un  corps  central  fixe  et  d'un  anneau  substitué 
aux  astres  perturbateurs.  Dans  le  cas  où  le  champ  de  forces  possède  un  axe  de 
révolution  et  un  équateur,  M.  Fabre  applique  les  méthodes  de  Birkofl'pour  établir 
l'existence  de  solutions  à  longues  périodes  pour  les  équations  du  mouvement  relatif 
dans  le  plan  méridien.  M.  Fabre  utilise  les  solutions  périodiques  de  l'oincaré 
lorsque  le  potentiel  est  une  fonction  périodique  du  temps  et  lorsqu'il  y  a  commen- 
sural)ilit<:  approchée  entre  les  moyens  niou\einents  de  la  planète  perturbée  et  de  la 
planète  perturbatrice. 
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